
文章编号: 1000_0887(2006) 03_0351_06

任意支承梁的差分离散系统
及其刚度矩阵的振荡性

�

王其申
1
, � 王大钧

2, 3

( 1.安庆师范学院 物理与电气工程学院,安徽安庆 246011;

2. 北京大学 湍流与复杂系统国家重点实验室,北京 100871;

3. 北京大学 力学与工程科学系,北京 100871)

(叶庆凯推荐)

摘要 : � 应用二阶中心差分公式, 建立了任意支承的 Euler梁的差分离散系统, 导出了与之等效的

弹簧_质点_刚杆模型�� 利用振荡矩阵理论,证明了上述系统的刚度矩阵的符号振荡性, 完整的导出

了正系统的充分必要条件��
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引 � � 言

考虑长为 l、线密度为 �( x )、截面抗弯刚度为 S ( x ) = E( x ) J ( x ) 的 Euler 梁,其自由无阻

尼横振动的模态方程是

� � [ S( x ) u�( x ) ]� = ��2
u( x ) � � (0 < x < l) , ( 1)

此处 �是圆频率, u( x ) 是位移模态, ���表示对 x 的导数�� 为了显示方程(1) 的物理意义,我

们用 �、M、Q 分别表示梁的横截面的转角、弯矩和剪力的幅值(为了叙述方便,今后将省略�幅
值�二字) ,于是方程( 1)等价于方程组

� � �= u�( x ) , M = S��( x ) , Q = - M�( x ) , ��2u = - Q�( x )�� ( 2)

梁的最一般的支承方式可以统一表示为

� � [ S( x ) u�( x ) ]� | x= 0+ h1u(0) = 0 = [ S( x ) u�( x ) ]� | x= l - h2u( l ) , ( 3)

� � S(0) u�(0) - �1u�(0) = 0 = S( l ) u�( l ) + �2u�( l ) , ( 4)

这里 hr = 0 = �r 表示自由端; hr = 0, �r � � 表示滑支端; hr � � , �r = 0表示铰支端; hr、�r

同时趋于 � 表示固定端,而 r = 1或 2��

鉴于构造梁的离散模型进而证明其刚度矩阵的振荡性在研究梁的振动的定性性质以及振

动的反问题等方面的重要性, Gantmakher和 Krein在专著
[ 1]
中建立了一套复杂的振荡矩阵和振

荡核的理论,成为研究杆、梁振动的频率和模态的定性性质的基础�� Gladwell发展了杆、梁振动
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的定性性质的工作[ 2, 3]�� 他在专著[ 2]中给出了一个 Euler梁的物理离散模型,并论证了正系统

的问题�� 何北昌和本文作者也曾研究梁振动的差分离散模型以及梁的模态的定性性质[ 4, 5]��

但上述离散模型都只处理了特殊边界支承,因而还不是完善的�� 而关于正系统的讨论遗漏了

一些重要的情形�� 为此, 本文首先利用二阶中心差分公式建立与方程( 1)相应的在最一般的边

界条件下的差分离散系统,导出对应的物理离散系统, 然后利用振荡矩阵理论证明这种系统的

刚度矩阵的符号振荡性, 同时导出上述差分离散系统为正系统的充分必要条件,完整地处理了

正系统��

1 � 差分离散系统

利用函数 f ( x ) 的如下泰勒展开式

� � f i+ 1 = f i + f
�
i li+ 1+ f

�
i l

2
i+ 1/ 2+ O( l

2
i+ 1) , f i- 1 = f i - f

�
i l i + f

�
i l

2
i / 2+ O( l

2
i ) , ( 5)

可以导出有关函数导数的二阶中心差分公式:

� � f �r = 2
l t + lt+ 1

f r- 1 - f r
lr

+
f r - f r+ 1

lr+ 1
, ( 6)

两次利用这一公式, 即得梁的内点 x r( r = 2, �, n - 2) 处的差分方程:

� � �2�ru r = [ S( x ) u�( x ) ]� | x= x
r
=

4
l r + lr+ 1

sr- 1

lr- 1 lr( l r- 1+ lr )
u r- 2-

� � � � 1

l
2
r

sr- 1

lr- 1
+

sr
l r+ 1

ur- 1+
sr- 1

l
2
r ( lr- 1+ l r)

+
sr

lrlr+ 1

1
lr
+

1
lr+ 1

+
sr+ 1

l
2
r+ 1( lr+ 1+ lr+ 2)

u r-

� � � �
1

l
2
r+ 1

sr
lr
+

sr+ 1

lr+ 2
ur+ 1 +

sr+ 1

l r+ 1lr+ 2( l r+ 1+ lr+ 2)
ur+ 2 �� ( 7)

此外还须考虑与边界点有关的方程,这时差分公式( 6)并不完全适用, 而需结合边界条件

逐一加以讨论�� 我们首先考察左端的情况,由边条件( 3)和( 4)式有

� � - h1u(0) = [ S( x ) u�( x ) ]� | x= 0, u�(0) = S(0) u�(0) / �1��

于是由上式和( 5)式之第 1式可知

� � u
�
0 =

2( u1- u0)

l 1( l 1+ 2s 0/ �1)
, M

�
0 =

2(M 1- M0)

l
2
1

-
2M�0
l 1

,

� � �2
�0u0 = M

�
0 =

2[ s1u
�
1 - s0u

�
0]

l
2
1

-
2 �0

l 1
=

� � � � 4

l
2
1

s 0

l 1+ ��1+
s1

l 1+ l 2

u0

l 1
-

s0

l1 + ��1 +
s1

l 2

u1

l 1
+

s 1

l 1+ l 2

u2

l 2
-

2 � 0

l 1
, ( 8)

� � �2�1u1 = 2
s 0u
�
0

l1( l 1+ l 2)
-

s1u
�
1

l 1 l 2
+

s2u
�
2

l 2( l 1+ l 2)
=

� � � � 4
l 1+ l2

-
s0

l 1+ ��1 +
s 1

l 2

u0

l
2
1
+

s0

l
2
1( l1 + ��1)

+
s1
l 1l 2

1
l 1
+

1
l 2

+

� � � �
s2

l
2
2( l 2+ l3)

u1-
s1
l1
+

s2
l 3

u2

l
2
2
+

s2
l2 + l 3

u3

l 2l 3
, ( 9)

这里, �0 = M
�
0= [ S ( x ) u�( x ) ]�x= 0 = - h1u0, ��1 = 2s0/ �1�� 显然只要令 h1= 0, �1 = 0,则(8)

式和(9) 式对自由端成立; 令 h1= 0, �1 � � ,则( 8) 式和( 9) 式对滑支端成立�� 至于固支端或

铰支端,由于 u0 = 0,相应于 m0的运动方程成为平衡方程,其具体形式无关紧要, 故不妨认为

(8) 式同样适用; 而对与 m1相应的运动方程,由于对固定端有 u
�
0 = 0,对铰支端有 s 0u

�
0= 0, 这

样只要在(9) 式中分别令 u0 = 0, �1 � � 或 u0 = 0, �1 = 0, ( 9)式也就适用于固支端和铰支
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端�� 总之,只要与适当的边条件相配合, ( 8)式和( 9)式就是任意支承梁的边界点处振动微分方

程的差分形式��

至于梁的右端, 完全类似的可以写出

� � �2
�n- 1un- 1 =

4
ln- 1+ ln

sn- 2

l n- 2+ l n- 1

un- 3

l n- 2l n- 1
-

sn- 2

l n- 2
+

sn- 1

ln- 1

un- 2

l
2
n- 1

+

� � � �
sn- 2

l
2
n- 1( l n- 2 + l n- 1)

+
sn- 1

l n- 1 ln

1
l n- 1

+
1
ln

+
sn

l
2
n ( l n + ��2)

un- 1-

� � � �
sn- 1

ln- 1
+

sn

l n+ ��2
un

l
2
n
, ( 10)

� � �2�nun =
2 �n+ 1

ln
+

� � � � 4

l
2
n

sn- 1

ln- 1+ ln

un- 2

ln- 1
-

sn- 1

l n- 1
+

sn
l n + ��2

un- 1

l n
+

sn- 1

ln- 1 + ln
+

sn
ln + ��2

un
l n

, ( 11)

此处 �n+ 1 = h2un , ��2 = 2sn/ �2�� (7) 式 ~ (11) 式就是梁的横振动的差分方程组�� 若记 �=

�2 并引入变换

� �

kr = 2sr / ( lr + lr+ 1) , mr = �r ( lr + lr+ 1) / 2 � � ( r = 1, �, n - 1) ,

k0 = 2s0/ l1, kn = 2sn / ln, m0 = �0 l 1/ 2, mn = �nln/ 2,

k
*
0 = k0/ (1+ 2s0/ �1 l1) , k

*
n = kn / (1+ 2sn/ �2 ln ) ,

( 12)

则上述方程组将变换为

� � �m 0u0 =
k

*
0 + k1

l
2
1

u0-

� � � �
k

*
0

l
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1
+
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l 1

1
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1
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u2 - �0, ( 13)

� � �m 1u1 = -
k
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0

l
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+
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1
l 1
+
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k
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l
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1
+

1
l 1
+
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2
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l
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1
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+
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l 2

1
l 2
+

1
l3

u2 +
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l 2 l 3
u3, ( 14)

� � �mru r =
kr- 1

lr- 1 lr
ur- 2 -

1
lr- 1

+
1
lr

kr- 1

lr
+

1
lr
+

1
l r+ 1
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lr

ur- 1+
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kr- 1

l
2
r
+

1
lr
+

1
lr+ 1

2

kr +
kr+ 1

l
2
r+ 1

u r-
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lr
+

1
lr+ 1
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l r+ 1

+
1
l r+ 1

+
1
lr+ 2

kr+ 1

lr+ 1
ur+ 1+

kr+ 1

l r+ 1lr+ 2
u r+ 2

� � ( r = 2, �, n - 2) , ( 15)

� � �mn- 1un- 1 =
kn- 2

ln- 2 ln- 1
un- 3 -

1
ln- 2

+
1
ln- 1

k n- 2

l n- 1
+

1
ln- 1

+
1
l n

kn- 1

l n- 1
un- 2 +
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kn- 2

l
2
n- 1

+
1
l n- 1

+
1
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2

kn- 1+
k

*
n

l
2
n

un- 1-
1
l n- 1

+
1
ln

kn- 1

ln
+

k
*
n

l
2
n

un , ( 16)

� � �mnun =
kn- 1

l n- 1l n
un- 2-

1
l n- 1

+
1
l n

kn- 1

ln
+

k
*
n

l
2
n

un- 1+
kn- 1+ k

*
n

l
2
n

un+ �n+ 1�� ( 17)

容易验证, 上述方程组恰好是图 1所示弹簧_质点_刚杆系统的运动方程组[ 3]�� 图中 mr
n
0、
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kr
n
0、 lr

n
1 分别表示质点质量、弹簧刚度和刚杆长度,方程组中的 ur

n
0 则是第 r 个质点的模

态值�� 这个系统就是 Euler梁的差分离散系统的物理模型�� 鉴于这一物理模型及其相应方程

组( 13) ~ ( 17)的形式简单,物理意义清晰, 加之从它们出发讨论问题易于应用已有结果, 所以

下文我们将直接依据上述物理模型来进行��

图 1� 梁的弹簧_质点_刚杆模型

为了便于应用振荡矩阵的理论,把方程组( 13) ~ ( 17)改写为矩阵形式�� 仿照( 2)式可以定

义

� �
�r = ( ur - ur- 1) / lr � ( r = 1, �, n) , wr = �r+ 1- �r � ( r = 0, �, n) ,

�r = krwr � ( r = 0, �, n) , �r = ( �r+ 1- �r ) / lr � � ( r = 1, �, n) ,
( 18)

这样定义的 �r正好是弯矩在相应分点处的差分量, 但 �r和�r ( r = 1, �, n) 则分别是连接mr- 1

和 mr 的刚杆的转角和剪力的相应差分量的一级近似值�� 又 �0和 �n+ 1是梁的左、右两侧端部

杆的转角�� 利用这些定义,方程组( 13) ~ ( 17)可以简单地表示为

� � �mru r = �r - �r+ 1 � � ( r = 0, �, n) , ( 19)

对各种支承可取相应的边界条件�� 例如在梁左端, 固支: u0 = �0 = 0,铰支: u0 = �1 = 0,滑

支: �0 = �0 = 0, 自由: �1 = �0 = 0�� 这里 �0代表端点处的横向支反力��
为了便于应用振荡矩阵的理论,把方程( 19)进一步改写成向量形式�� 为此,记

� � u = ( u0, �, un )T , �= ( �1, �, �n) T
, � = ( �0, �, �n) T

, � = ( �1, �, �n )T

系统的质量矩阵M = diag( m0, �, mn ) ,刚度矩阵 K = diag( k 0, �, kn ) , L = diag( l 1, �, l n) , n

� ( n + 1) 阶矩阵 E、n + 1阶方阵 �E、( n + 1) 阶向量 e
1、en+ 1 分别是

E =

1 - 1 � 0 � 0 0 0

0 1 - 1 � � 0 0 0

� � � � � � �

0 0 0 � 1 - 1 � 0

0 0 0 � 0 1 - 1 �

,

�E =

1 - 1 � 0 � 0 0

0 1 - 1 � � 0 0

� � � � � �
0 0 0 � 1 - 1 �
0 0 0 � 0 1

,

e
1
= (1, 0, �, 0) T

, e
n+ 1

= ( 0, 0, �, 1) T
,

( 20)

于是方程( 19)可以表示为

� � �Mu = - E
T
�- �0 e

1
+ �n+ 1 e

n+ 1
=

� � � � Au + E
T
L
- 1
E( k0�0e

1
- kn�n+ 1 e

n+ 1
) + h1u0 e

1
- h2une

n+ 1
, ( 21)

这里矩阵

� � A = E
T
L
- 1
EKE

T
L
- 1
E�� ( 22)
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利用边界条件( 3)、( 4)式有

� � �0 = S (0) u�(0)
�1

= ��1
u1- u0

l 1+ ��1
, �n+ 1 =

S( l ) u�( l )
�2

= ��2
un- 1- un

ln + ��2 ,

以此代入( 21)式消去右端第 2项,向量形式的运动方程则将简化为

� � �Mu = Au+ h1u0 e
1
+ h2une

n+ 1
, ( 23)

这里 A与A 的差别仅在于把A中的k 0、kn 换成(12) 式中的 k
*
0 与 k

*
n �� 即

� � A = E
T
L
- 1
EKE

T
L
- 1
E , ( 24)

其中 K = diag( k*
0 , k1, �, k n- 1, k

*
n )�� 下面从( 23)式出发来讨论梁的离散系统的振荡特性��

2 � 刚度矩阵的符号振荡性

依据文[ 1]所给出的定义, 不难看出,若 E由( 20) 式所定义,因为 E
* 的任意子式均为上三

角阵或下三角阵而其主对角元素仅为0或1,则 E
* 为完全非负矩阵�� 记 B = E

T
L
- 1
E ,因为

非负矩阵相乘仍是非负矩阵, 所以 B
*
= ( E

T
)

*
L
- 1
E

* 是完全非负矩阵��

现在记 A = a ik
n
0, A1 = aik

n
1, An = aik

n- 1
0 , A1n = aik

n- 1
1 �� 以上讨论表明, A*

=

B
*
KB

* 是完全非负矩阵�� 作为 A
* 的截断矩阵, A

*
1 、A

*
n 、A

*
1n 当然也是完全非负矩阵�� 直

接检验发现, detA = 0, detA1n > 0, ar , r+ 1 = ar+ 1, r < 0,当 k
*
0 与 k

*
n 之一大于 0时, detA1 > 0,

detAn > 0��

为了进一步证明方程( 23)的刚度矩阵的正定性, 把方程( 23)改写为

� � �Mu = Cu,

此处刚度矩阵 C = cik
n
0的元素与 A = aik

n
0的元素之间的关系是: c00 = a00+ h1, cnn = ann

+ h2,其余的 cik = aik�� 这样 C
* 是完全非负矩阵�� 又由行列式按一列展开定理,得到以下展

开式

� � detC = detA + h1det A1+ h1h2detA1n, � � (当 h1 > 0时)

或

� � detC = detA + h2det An+ h1h2det A1n�� � � (当 h2 > 0时) ,

由此我们断定

1) 当 h1+ h2 > 0, �1+ �2 > 0时, 总有 h1detA1 > 0或者 h2detAn > 0,这样detC > 0,从

而 C是符号振荡矩阵
[ 3]�� 其全部特征值大于0�� 相应的系统称为正系统��

2) 当 h1�h2 > 0, �1 = �2 = 0时,尽管 k
*
0 = k

*
n = 0,仍有 det C > 0,从而 C是符号振荡

矩阵�� 相应系统也是正系统��
反之,当 h1、h2之一为0同时 �1 = �2 = 0或 h1、h2同时为 0时, 必有 det C = 0�� 这时,系

统存在一个或者两个零频率�� 对于这类系统,当其边界参数 h1、h2和 �1、�2 仅取特殊值(0,

� ) , 例如自由 _自由梁等,这时可以运用变换 �= KE
T
L
- 1
Eu将其转换为共轭系统[ 6] ,所得共

轭系统是正系统,其固有频率和原系统的非零固有频率相同,其模态和原系统的非零弯矩模态

相同��

3 � 结 � � 论

我们应用二阶中心差分公式, 建立了任意支承方式下 Euler 梁的差分离散系统, 导出了与

之等效的弹簧_质点_刚杆这一物理模型�� 而差分离散系统比物理模型更具理论意义, 从它出

发,可以运用差分理论,讨论离散系统的收敛性和误差问题�� 针对这个系统证明了刚度矩阵的
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符号振荡性�� 与已有文献相比,这里所得结果的适用范围要广得多, 不仅适用于由固定、铰支、

滑支和自由这 4种支承方式所组成的梁,更包括了两端由约束角位移的旋转弹簧和约束线位

移的横向弹簧所构成的各种支承方式��

从本文的结果出发, 根据振荡矩阵理论, 可以得到任意支承梁的差分离散系统具有一系列

关于固有频率和模态的定性性质��
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Abstract: The difference discrete system of Euler beam with arbitrary supports was constructed by

using the two order central difference formulas. This system is equivalent to the spring_mass point_

rigid rod model. By using the theory about oscillatory matrix, the sign_oscillatory property of stiffness

matrices of this systemwas proved, and necessary and sufficient condition for the system to be posi�
tive is obtained completely.

Key words: Euler beam; difference discrete system; stiffness matrice; sign_oscillatory property
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