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摘 要

本文考虑带z
: x z

:

对称性的两参数非线性的二重高阶对称破缺分歧点
.

利用对称性
.

我们提

出了相应的主则扩张系统来确定这类分歧点
,

同时指出存在两条平方音叉式分歧点的道路通 过该

点
.

关健词 么
: x Z

:

对称 二重高阶对称破缺分歧点 扩张系统

日l 会
.

护 . 耳习

对称性是自然界中常见的一种性质
,

因而在自然科孚的研究中考虑对称性是很 自然的
.

求解具有对称性的非线性问题对我们来说是一个极具挑战性的任务
.

近年来
,

群论及其表示

在处理这些涉及对称性的非线性问题时是极其有效的
.

利用这些工具
,

一个极其复杂的间题

可以分解为一些简单的问题
,

而对这些简单问题 巳经知道如何求解或者很容易处理 (见〔5〕)
.

在数值逼近的范围内
,

系统地用群表示理论来计算带对称性的问题则是更为最近的事了
.

本

文中我们考虑带 Z
: x Z :

对称非线性问题的二重高阶对称破缺分歧点的确定
‘

考虑带两个参数的非线性l’q 题

f(x
,
义

, 拼)= o ,

f
: X x R , ”X (l

.

r)

其中 x 是H ilb e r t 空间
,

几
, 拼是实参数

,

了是介(r > 3 )映照
,

它满足

, j(x
,
久

, 拼)= f(护x
,
几

, 拌)(V (x
,
久

,
拌)〔X x R x 尸

, ? 〔厂) (1
.

2 )

这里厂是z : x 乙在X 上的表示
,

厂的两个字母是 a和口
,

厂= {I, a, 刀
, a斑 . 如)}

.
a和夕诱

导出X 和X 的共辘空间X
‘的自然分解

:

X 一X
. a

O X
a 。¼X

o . O X
a a ,

( 1
.

3a )

X , 二X 二
, ¼X 二

。

¼X 二. ¼X 二
。

( 1
.

3b)

其中
.

Xa 一 {x 以
:

ax = x ,

压= 对
,

丸‘~ {还凡 aX = x, 脚‘ 一对
,

瓜
.
= {还X :

ax , 一 x ,

加 , 对
, X 。 。 ~ {泛X :

ax 二 一 x’ 脚二 一补
,
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X 二
.

二伸〔X
产: 功a 二功

,

叻刀二树
,

X 二
。

. 神〔X
护,

_

功a , 叭 势刀, 一功}
,

X 二
:

二 {功任X
尹: 功。二 一劝

,

功刀= 功}
,

X 二
。

二 {叻〔X ,. 呐a , 一叭 功刀二 一功}
.

我们感兴趣的是(1
.

1) 的奇异解
,
即此时 (执

,

标 内)满足

了(x0
,

耘 脚 )~ 。
,

(i
.

4a )
’

d im N (j忿)二 c o d i加刀(f: )》主
.

(1
.

4 b )

这里 N (j 吕)和R (此 )分别表示f
:

(x
。,
之
。, “。)的零空间和域值

.

众所周知
,

若丸〔X
. , ,

那末” 的一个零向量功
。
一
旗

于 X a.
,

X
。。,

X
。‘

,

x
。。
中的一

个
.

当机〔X
, .

时
,

这时通过奇异点的解分枝继续保持对称性
,

这种情况很容易处理衬本文将

考虑丸曦X ”的情况
,

这时将发生对称破缺
.

在上述假定下
,

很容易知道

叻
。x = o (V x〔X

, a

) (1
.

5 )

我们把几看作分歧参数
,

.

拼看作辅助参数
.

下面先给出一些定义

定义 1
.

1若

,f (x
。,
几
。, 拌。)二 o (x

。

〔X
a a

) ( 1
.

6 a )

N (f吕)= s p a n {功
。
} (劝

。

〔X 。
) (1

.

6 b )

R( 月 )~ {g 〔X , 咖刀= 0} (丸〔X 力 (l
.

6c )

b ; : = 协。(f :
。。。+ f :

;
)叻

。
铸 0

.

(1
.

ed )

其中。。由

此巧 + 了卜
。 帆〔X ”) (l

.

6e )

唯一确定
,

X
‘
(‘二 l , 2 , 3 )分别为子空间X

a 。 ,

X
。 , ,

X
a 。 ,

那末我们称(x
。,

几。
,
“。)是 (1

.

1 )

关于盛的一个音叉式分歧点
.

一

进‘步
,

若

b
: : = 叻

。

(f:
: :

功
。

叻
。

叻
。

+ 3f :
,

功
。。 :

)手 。 (一 7 a )

其中如由

f昙”
:

+ f:
:

功
。

功
。
== o (”

:

〔X
a a

) (一 7b )

唯一确定
,

那末(x
。,

几
。, 拼。)是 (1

.

1) 关于几的一个平方音叉式分歧点
.

定义1
.

2 若
‘

f(x
。,

几
。, ; 。

)二 o (x
。

〔X
, :

) ( 1
.

sa )

N (f急)二 s p a n 攫功;
,

功: } (叻
1〔X , ,

功:〔X :
) (1

.

sb )

R( 月 )~ {g 〔X 神心= o ,

扒, ~ 0} (咖〔X 厂
,

咖〔X :’) (l
.

sc )

功, x , o (V x 〔X :
), 功: x = o (V x 〔X

l
) (1

.

sd )

A ‘: = 功‘(f吕
: 。。+ f穿

:

)功
‘= o (‘~ l , 2 ) ( 1

.

s e )

叻‘功‘簇 。 (i二 一, 2 ) (1
.

sf )

则(x0
,

几
,

丙)称为(1
.

1) 关于几的二重高阶对称破缺分妓点(D H S B P )
.

带有对称性的非线性显示出极其丰富的分歧现象
.

S h e ar er “ ’
指出当辅 助参数拼变化

时
,

由扰动而产生的两次分歧中对称性所起的重要作用
.

另一方面
,

利用对称性
,
奇异性的

余维数可大为减少
,

使问题得到简化
.

下面引进两个在理论分析和实际计算中都十分重要的扩张系统
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了
j‘X

,
“

, ; ,
、

F““
’

拼, 一

(
‘

丈二少:
“,‘

!
一“

’ F ‘, Y x R 今Y : 二X
. : x X

. x R

(宕= 1 , 2 )
·

(1
.

9 )

其中 g , (戈
,

叻
,

几)
,
夕
。

= (x
。,

功
‘,
几
。

)
,

l‘〔X 二满足l动‘二 1
.

本文在第二节中对 D H S B P 附近的奇异点溯于分歧分析
,

证明了二条平方音叉式分歧

点通路通过该 D H S B P
.

在第三节中提出了计算 D H S B P 的正则扩张系统
.

最 后 在第四

节中计算了几个数值例子
.

二
、

分 歧 分 析

、.户
J

、,户少、夕
矛、.夕少、.声矛、.声矛、.声、.口
诊

山Icld夕加劝3c
。。.
Q曰
。.。

2222(222
了叮.
了

‘
、

‘
、
.

了‘、.了l、/.、、了.、

首先给出一个直接可从 (1
.

2 )推出的引理
.

引理 2
.

1 对于x 〔X “
,

几
, “〔R

,

那末下列结论成立
:

(a ) f
,

f
: ,

f
, : 〔X

一a ,

(b ) X
, 一,

X
aa ,

X
a a , X

o a

是f
。,

f
: , ,

f
, :

的不变子空间
,

(e ) f
‘二“刀〔X

a 。
’

(V “, 口〔X ‘
)

(d ) f
: 。“”〔X ‘

(V 。任X
a a , 。〔X

,
)

(f ) f
: : 。。〔X

o a

(V
“〔X

a a , ”〔X
a 。

), f
: ; 。。CX

。 。

(V 。〔X * ”〔X 。。

),

f
, , 。”〔X

a 。

(V u〔X
o a , 。〔X

。 。

)

其中 X
‘
(‘二 1 ,

2’ 3 )在第一节中巳定义
.

引理2
.

2 假定(x0
,

丸
, 拼。)是(l

.

1) 关于几的二重高阶对称破缺分歧点
.

那末由(1
.

9 )定义的映照F
‘
(, , 拼)(i= 1 , 2 )满足

N (F ; )== sPan {中
‘}

,
R (F ; )= {v〔Y : 梦‘夕= o }

其中

F ;二F乡(刀
。 ,
拼。)

巾。, (”, ,

“
, 1 )

, ,

岁‘” (雪
‘,

功‘
, 0 )

j各w
。+ (f二

: 。。+ f吕, )功“ o , 。。〔X ‘,

l‘二 ,岁 o

雪
‘
了急+ 咖f昙

,

功‘= 0, 雪J 叉+ 咖f盔
: 功‘二 o (亡

‘〔X ;
。

)

证明 考虑

F 乡(夕
。 , 拼。)田= o , 田= (夕

1 , 刀: , c 。

)
,

(, ,〔X
a , , y : 任尤 ‘, c o

〔R )

将(2
.

2 )展开就是

j吕y
: + c o

f叉” o

f昙
:

叻‘y : + f昙夕
: + c o

f昙
; 功‘” o

l‘g : 二 o

从 (2
.

3a )可知v , ” c 。。。
.

将夕
:
代入 (2

.

3 b )
,

得到
c 。
(f吕

:

叻‘。。+ f昙
; 功‘)+ f二y

: “ o

由(2
.

4 )和 (2
.

sc )推断出 夕: = c 。。‘,

其中阴油 (2
.

Ic )给出
.

于是

N (F 乡(夕
。 ,
拼
。

))二 。p a n {巾‘}
,

中“ (
。。 , 功 ‘, l)

, .

展开

君F乡(刀
。,

拼
。

)“ o ,

雪* 丈占
1 ,

雪
: , 。: )〔X 会

, x X 二x R

(2
.

4 )

(2
.

与)
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就是
自f昙+ 如f吕

:

咖= 0 (2
.

6a)

雪: j吕+
e山二 o (2

.

6 b )

君;
f叉+ 君

:
f名

: 功“ o (2
.

6 c )

将(2
.

6b )两边作用咖
,

推出
‘, = 。,

于是雪
: ”刀呻

‘.

再将省
,
代入(2

.

6a )和 (2
.

6时
一

可直接得到

君
, 二刀

,蚕
,

其中条〔X 二
.

由(2
.

ld )给出
,

故引理的结论成立
.

由引理 2
.

2 ,

可知F 乡(y
。, 拼。)限制在子空间X

, 。 x X
, x R 上时有巾

‘
张成的一维零空间

.

为

T 确保(,
。, 拌。)二 (x

。,

叻‘
,

几
。, 拼。)是F ‘

(夕
, 拼)}

二二 x 二 ‘x 。 ,

关于只的简单折登点
,

、

我命要假定

下列条件满足

梦‘F 二(夕
。, 拼。)涟 。 (i= l , 2 ) (2

.

傀)

它等价于
e 。: , 亡‘f吕+ 矽

‘
f孟

p叻‘笋 。 (‘“ 1 , 2 ) (2
.

7 b )

B ‘: = 叻‘(f急
:

功‘。
。

+ f吕
, 功‘)能。 (2

.

7 e )

其中。。由

j昙。
。+ f忿二 o (。

。〔X
a a

) (2
.

7 d )

唯一确定

由引理 2
.

1可知f急尹孟+ Zf昙声
。

+ 月
: 〔X

a , .

于是存在唯一的h0 〔X aa 使得

儿 h
。

+ (了忿
,

此 + 2月声
。

+ f戈
:
)二 o

·

〔2
.

5)

定理 2
.

1 假定(x0
,

凡
, 拌。)是(1

.

1) 关于几的二重高阶对称破缺分歧点
,

且 (2
.

7 )成立
,

那末当

E ‘, 二功‘(f吕二功
‘”
急+ Zf急

·

, ‘”。+ Zf :
·‘价‘”

。

+ Zf急
: 切‘+ f名

: ‘叻‘+ f :
·

叻‘h
。

)特 o (2
.

9 )

时
,

(夕
。, “。)二 (x

。 ,

叻‘
,
几。

, 拼。)是F ‘
(, , 拼)}

二 , : 、 : : x , :

= o关于拼的一个简单平方折叠点
.

证明 令 F ;
, 二F乡

,
(,

。, 拼。)
,
$lJ 用 (2

.

5 )和 (2
.

ld )直接计算得
:

岁‘F ;
,

(夕
。, 拼。)必

‘中‘= 亡‘(f忿
: 。
毛+ Zf昙

; + f又
:
)

+ 沪‘(f昙
: :

叻。v丢+ Zf忿
: 阴 ‘。。+ Zf吕

: :功‘v
。

+ Zf昙
; 二 ‘+ f昙

: : 功‘)

二 一乙‘f吕h
。

+ 功‘(f昙
: 二

叻‘。毛+ Zf g
:

切‘。。+ Zf芯
: : 叻‘。

。

+ Zf昙
: 。 。+ f吕

; ; 功‘)

= 沪‘(j昙
: ,

功‘。毛+ Zf昙
:

切‘。。

+ Zf呈
: ; 功

‘。。+ Zf昙
、。‘+ f昙

; : 叻‘+ f急
,

功‘h
。

)

= E ‘袭 O,

由于假定(2
.

7 )成立
,

可得定理的结论
.

下面是定理 2
.

1的一个明显推论
.

推论 2
.

1 假定(x0
,

凡
, “。)是 (l

.

1) 关于几的二重高阶对称破缺分歧点
,

同 时 (2
.

7 ) 和

(2
.

9 )成立
,

那末F ‘
(, , 拼) l

x
‘

x x ‘x 。 ,
= o仅存在一条解枝L ‘通过 (夕

。, 拼。

)
,

且L 。
在 (, 。 , 拼。)处

的切向量为(巾
‘, o ) (‘= 1 , 2 )

.

定理 2
.

1在实际上和理论上都是重要的
.

它指出了通过计算 (l
. 、

9 )关于拼的简单二次折叠

点枝来得到二重高阶对称破缺分歧点 (x
。,
几
。, 拼。)的过程

.

众所周知
,

再次应用扩张 系统的

方法
,

二次扩张系统

{
F“。

, 。,
’

)
F 璧(”

,
中

, “) = }
F 乡(,

, ”)中 }
‘

、L ‘中一 ‘ 夕
在 D H S B P 处是正则的

.



二重高阶对称破缺分歧点和它们的数值确定 右0 3

下面我们将假定

△* = d e t K 铸 0 (2
.

10 )

其中
z E

l e ,

、 , = 叹E
: e :

定理2
.

2 假定定理2
.

1的条件和 (2
.

1 0) 满足
,

且

D ‘: = 叻‘(f吕
: ,

叻: + 3f忿
:

功
‘z ‘
)笋 。 (2

.

z la )

其中为由

f卜
‘+ 了卜咖咖二。 (z

‘〔X “) (2
.

ll b )

唯一决定
.

于是推论2. ‘中的解拟
‘
除了 (局

,

凡
,
召。)点外是原问题f(x

,
完

,

川 二 O关于 几的

二次音叉式分歧点族
.

证明 我们把证明分成两步
:

(a)
.

首先证明在L
‘
上除了 (x0

,

凡
,
拌
。

)外了
:

的零特征值是单童的
.

令 (, (
。
)

,
。(。))= (戈(。)

,
劝(。)

,

几(。)
,
拼(。))〔l

‘c= x 二 x x . x 刀‘ .

考虑如下扩张系统

、(。
, ·

)一 (‘
·

‘
·
’

::;{万里兮
’”“’)一 M

: X , · R
!

, X , · R
一

‘2一 ,

其中 (i
,

j)二 (l
, 2 )或者 (2

, l)
,

f
,

(
;
)‘f

,

(x (e )
,
几(

。
)

, 拼 (。))
, m , (a(。)

,

夕(
。
))〔X , x

R
,
m 。二 (如

, 。)
.

M (m
。 ,

0) = o ,

M斌 m 。 ,

0) 是正财的
,

由隐函数定理可知(2
.

1幻存在唯一的

解枝m (
。
)= (口(

e
)

,

刀(
e
))使得 m (o ), m 。.

由推论2 一知道 , (o )二”。 ,

铸(o )= 。 , ,

滚(o )二 1 ,

户(o )~ 0
.

将

f
:

(
。
)0 (e )一刀(

。
)0 (

。
)= o 关于。在

。= o处求导可得

(f吕
: 。。+ f吕‘)叻, + f吕口(o )一泞(o )功

, 二 0
.

(2 一 3 )

将功,作用于(2
.

13 )
,
由A , 二o可知 后(o )= o ,

夕(o )= 功 , .

将九作用于f
,

(
。
)0( 的一刀(

。
)e(

。
)“ o关于

e
在

。= o处的二阶导数可得

叻, (f昙
: :

功一。丢+ Zj早
: , , 。。+ Zj忿

: ‘价, v 。

+ Zf吕
: 二 , + f昙

: :价, )

+ 劝, (f昙
, , (o )+ f二

;
墓(o )+ f昙

, 月(o ))价
, 一夕(o )功, 功, = o

由(2
.

ld )和(2
.

7c )可进一步得到
.

势,
(j吕

, :

功, 。毛+ Zf急
, 功J。。+ Zf吕

: ;叻, 。。+ Zf呈
: 田 , + f昙

: : 功, )
一雪, (f忿, (o )+ f叉策(o )+ f忿有(o ))叻

, + e , 衫(o )一彦(o )功
, 叻, 二o

另一方面
,

将功(。)了(
。
)‘ o关于

。
在

。
= 。处求导得到

协(o )f : + 功
‘
(f昙

: 。。+ f票
:
)‘0

.

将功(
。
)f(

。
)= 。关于

:
在。= 。处的二阶导数作用于劝

‘
可得

2协(o )(f吕
:
。。+ j昙

:
)价

‘+ p‘(f各
, :

价‘”丢+ Zf吕
: *价‘v

。

+ f昙
: ;功‘)

+ 砂.
(f忿

:

, (o )+ f昙
; v

(o )+ f孟
,

方(o ))功
‘二 o

由(2 一d )
,

(2
.

7 e )
,

(2
.

16 )
,

(2
.

17 )和 。‘的定义进一 步可得

劝。(f吕
: :

功
‘。毛+ Zf吕

:

w ‘。。+ Zf二
: ; 功。。

。

+ Zf吕
: 切‘+ f :

‘; 叻‘)

一乙‘(f吕艺(o )+ f又丁(o )+ f盆有(o ))+ e ‘存(o )二。

j(x (
。
)

, 几(
。
)

, 拼(
。
))= 。关于

:
在

: = 。处求二阶导数可得

了盆
二

此 + Zf昙夕
。

+ 月
、

+ 月￡(0) + 月 (0) + fZ
二

(0 ) , 口

(2
.

14 )

(2 一 5 )

(2
.

16 )

(2
.

17 )

(2
.

1 8 )

(2
.

19 )
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由h
。的定义

,

将条作用于 (2
.

19 )
,

可推出

雪‘(f盆
: 。毛+ Zf昙

: + f叉
:
)+ 乙

‘
(f吕, (o)+ f叉

.

〔(o )+ f忿杯(o ))= o

功‘f昙
:

人。功
‘+ 雪. (f昙, (o)+ f竺夏(o )+ f盆友(o ))= o

将 (2
.

15 )和 (2
.

29 )相加
,

即得

E ‘+ e ‘儿(o )二 o

于是

衫(o ) , 一

将岛作用于(2
.

19 )可得

叻, f名
:

h
。

功, + 雪, (f昙, (o )+ j又笼(o )+ f忿“(o ))二 o

将(2
.

1 5 )和 (2
.

2 4 )相加可得

E , + e , 在(o )一泞(o )叻, 功J二 o

将 (2
.

2 a) 代入上式推出

(2
.

2 0 )

(2
.

2 1)

(2
.

2 2 )

(2
.

2 3 )

(2
.

24 )

(2
.

2 5 )

E ‘

沙(o )二 一

叻,价, e‘

由假定
,

左(0 )笋 o ,

于是对子不等于。的,Jse
,

斑
‘
)铸 。

,

注意人(0 )有
” 一 2个非零特征值

.

由I

的定义可知
,
了

,

(e )的零特征值是单重的
.

(b)
.

令拭
‘
)

,

拭
“
)分别是 了

:

(目在 左
,

右特征向量
,

即

功(。)f
:

(。)= o ,

功(
。
)〔万J

,

价(o )
_

二功‘,

f
二

(
e
)价(

e
)= o ,

功(
:
)〔X

‘,

价(o )二功
‘。

为了证明 (x(
。
)

,
久(

。
)

,

川
。
))〔岛是 (l

.

1) 关于几的二次音叉式分歧点
,

‘

只要验证 对 于小的

￡链 O

b :
(
。
)
: ”沪(

。
)(f

, ,

(
e
)
。 ;
(
。
)+ j

. ;
(e ))价(

。
)笋 。 (2

.

2 6 )

b
一

(
。) : 二叻(

。
)(f

: 二 ,

(
。
)功(

。
)
“+ 3f

, :

(
e
)”

.

(
。
)功(

。
))笋 。 (2

.

2 7 )

其中。 : (
。
)

, v :

(
。
)由

f
:

(。)
。 :
(
:
)+ f

*
(
:
)“ o , 。、

(目任X
e a , 。:

(o)”。。 (2
.

Z sa )

f
:

(
e
)
。 :

(
e
)+ f

, 二

(
。
)叻(

。
)
2

二 o , 。 :

(
。
)〔X

, a , 。:

(o )二
二‘

(2
.

Z sb )

唯一决定
.

注意到D ‘沪 。
,

(2
.

2 7 )显然满足
,

下面证明(2
.

2 6 )
.

由于云(o )二。。,

诱(o )二田
‘,

_

(o )= l,

户(o )二 o ,

可知

b :
(o )二叻(o )(f昙

:

价
‘v 。+ f昙

; 叻‘)+ 砂
‘
(f吕

: :

叻‘。孟+ Zf吕
: :价‘口。

+ f昙
; ; 叻‘+ f昙

: w ‘。。+ f昙
:

叻‘公:
(o )+ f昙

: w ‘
)

.

(2
.

2 9 )

b* (o )二 一协(o )f各切
‘+ 势‘(f昙

: :

功‘。急+ Zf呈
: :
功
‘。。+ f昙

: ; 价‘

+ f昙
, 。 ‘。。+ f昙

:

价‘公,
(o )+ f昙

*。 ‘
) (2

.

3 0 )

将砂(
。
)f(。)= 0关于

。
在

。= o处求导
,

可得到

叻(0 )j 呈+ 咖(j 呈
二
巩 + 月

:
), 。 (2

.

31 )

于是

b *
(o )二势

‘
(f呈

, 切刃
。

+ f呈
: 切‘

)+ 砂
‘
(f呈

: :

叻‘。丢+ Zf呈
: : 价‘。

。

+ f竺
* *
功
‘

+ f昙
: 切‘。。+ f吕

,

叻‘公*
(o )+ f g

*。 ‘

) (2
.

3 2 )

将(2
‘

28 a) 式关于
。
在

。二。处求导
,

可推出

f吕
: 。毛+ Zj吕

、。。+ f又
: + f吕公

:
(o )” o (2

.

3 3)
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从而。、(o )二 h
。,

将它代入 (2
.

3 2 )即得占
:
(o )= E ‘碑 。,

再由b
:
(o )= o可知对不等于 。的小 。,

(2
.

2 6)成立
.

三
、

正 则 扩 张 系 统

我们引进下列扩张系统
,

它们在 D H S B P 处的正则性保证了通常的牛顿方法可用来计

算二重高阶对称破缺分歧点
.

假定 (1
.

1) 存在关于几的二重高阶对称破缺分歧点(x
。,
几。

, 拌。)
,

其零空间由功
1〔X

e 。 ,

咖〔X
。 。

张成
.

头二个扩张系统是由二次扩 张系统F 盔“ 0( ‘= l , 2 )展开而成
:

H
‘
(夕) ,

f(x
, 几

,

川

f冲

人”+ 人

人叨 + 人神”+ 人

l‘功一 l

l‘切

H
. : Y今Y : = X

, 。 x X
‘x X

: x R
Z ,

= 0 ,
夕= (x

,

功
, 。 , 切 ,

几
, 拌)

,

夕。= (%
。 ,

价
‘, ”。 , 切‘,

几。
, 拼。) (i= 1 , 2 )

(3
.

1 )

\

、lJ叫12

它们的正则性可由二次扩张系统F = O的正则性直接推出
.

于是我们有

定理 3
.

1

(2
.

9 )满足
,

假定(x
。,

凡
, 拼。)是 (1

.

1) 关于几的二重高阶对称破缺分歧点
,

条 件 (2
.

7c) 和

那末H
‘
(g )= o有正则孤立解(x

。,

功‘
, 。。, 。‘,

几
。, 拼。)

,

(i= 1 , 2 )
.

带二个开折参数a ,

刀的第三个扩张系统能一下子计算出二个零向量功
1 ,

功:
来

:

H (y)=

f(劣
,

凡
,

川

f
:

价
a a

八功
。 。

+ a如
。

f
: 。+ f

;

f
, 切 a 。

+ f
: 二

价
a a 。 + f

, *
叻
。。

:

二 。 ,

+ f
: ,

功
。 , 。+ f

二 : 叻
。 ,

+ 刀功
。 。

11如
。 一 1

·

I:价
。。 一 1

11四
。a

12切
。 ,

H
: Y 令Y : = X

。。 x X l x X : x X
, 。

== o , X X I X X : x R 4 ,

万二 (x
,

功
。。 ,

功
。 。 , 。 , 田。。 , 。。 , ,

几
,
拼

, a ,

刀)
,

夕
。

二 (x
。 ,

功
: ,

叻:
, 。。 , 切 , , 却 : ,

几
。, 拼。, o , o )

.

(3
.

2 )

了||||卜尸|||
钧、

它的正则性由下列定理描述
:

定理 3
.

2

(2
.

9 )满足
,

假定(x
。,
几
。, 拼。)是(1

.

1) 关于几的二重高阶对称破缺分歧点
,

那末H (g )二 o有正则孤立解(x
。,

功: ,

功:
, 。。, 田 , , 叨 : ,

几。
, 拼。,

条 件 (2
.

7 c) 和

o , o )
。

证明 考虑

D ,
H (g

。
)切”

:
(3

.

3 )

其中 D ,
H (g

。

)表示H (g )在夕二刀
。

处的 Ja e o b ia n 矩阵
,

: = (
二 1 , z : , 2 3 , 二‘ , : 5 , z 。,

8 : ,

8 :
,
0

3 ,

8‘)〔Y = X
。。 x X

, 。 火 X
。 。 x X

。。 x X
. 。 x X

。 。 x R 4 ,

叨“ (9
1 , 夕2 , 刀3 , 夕4 , 刀。,

g 。
,

几
, “, a ,

刀)
.

将(3
.

3 )展开出来就是

f呈夕
, + 凡f又+ 拼f岔二

: ,

(3
.

4 a )
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f熟从功
1 + f知

: + 久f熟咖+ “f知咖~ : :
(3

.

4 b )

了呈刃
1扒+ f纷

3 + 久f熟咖+ 拌f呈拼如 + a八 = 二 3

(3
.

4 c)

(f忿
. 。。+ f呈

、
)夕

1 + f呈v
‘+ 几(f呈

、。。+ f又
;
)+ 拼(f全

, 。。+ f叉
,

)= : ‘ (3
.

4 d )

(f票
: 功 : + f呈

: ,

价
: 。。+ f呈

: : 价1
)夕

1 + (f呈
二
。。+ f呈二)g

: + f呈
二

价1从+ f昙夕
。

+ 几(j票
: 。 ; + f呈

二 :
叻

, 。。+ f呈
; :
功

1
)+ “(f呈

, 。 , + f竺
:

“价
1。。+ f呈

, ,
价

,
)= 之。

(5
.

4 e )

(f呈
:

。 : + f呈
: :

价
: 。。+ f呈

: ;
价

:

)夕
, + (f呈

: 。。+ f呈
;
)夕

3+ f呈
:

价
, 夕‘+ f呈夕

。

+ 几(f呈
: 切: + f呈

: * 功
2。。+ f呈

* ; 功
:

)+ 拼 (f呈
, 阴:

+ f呈
: ;
功
: 。。+ f忿

: ,
功

:

)+ 刀劝
:
, 之。

(3
.

4 f)

119
:
= 0 1

,

l:夕
s

二 0 :
,

11夕
。

二 0
。,

I: y
。
二0

‘

(3
.

4 9 )

由 (3
.

4 a )
,

可解出夕
, = 几。。+ 拼。

。

+ 歹1
,

夕,〔X
a :

由f旦夕
; ~ : 1唯一决定

.

将夕
,
代入 (3

.

4 b )推出

久(f呈
:

价, 。。+ f呈
: 价1

)+ 拼‘f呈
,

功1“
。

+ f呈
, 价,

)+ f呈
, 价,

)+ f呈g
: ” 乏:

(5
.

5 )

其中男
: == z : 一 f呈神

1犷, .

.

、
,

、 ~ 一
, _ _ 、 _ 1 _ J _

。
, _

一书
.

卜 二

咖万: , 。
‘ .

0 1

将功
:
作用千(3

.

5 )
.

由A l= o ,

B , 铸 。可求出“= 逻茅三
,

于是y : = Bl 功
, + 久叨 , + 刃:

,

甲寸w ‘ ’r 用丁
、t,

·
u / , 田

‘占‘
一

U ’ ~ ‘
了一

J 。、

山尸一 B l ’ J

爬“一一
‘
丫“ ”一

‘ ’ 欲 乙 ’

其中 夕: 由f尝夕
: = : : 一风j三

:

叻山
。

+ f呈
, 叻1

)
, l,歹: 二 o唯一决定

.

将功
, # 代入 (3

.

4c )导出

f呈g
a

+ 几(f呈
:

价
: ”。+ f呈

;
价

,
)+ a功: = 艺3

(3
.

6 )

其中 忍3

= 二 3一 f呈神
:
(洲。+ 夕,

)一拼f呈
,
功
: .

将‘
:
作用于‘3

·

6 ,
,

推出a 一

粽
.

于是。
3

一”
2 , 2 + “? : + ,

3 ,

,
3

由, ”,
3一 : 3

一,
: ,

‘: , 3一。

唯一决定
.

将y , , 拼代入 (3
.

4 d) 导出

此从+ 双月刃丢+ 2此声
。

+ 月
:
)二忍‘ (3

.

7 )

其中 忍4 = 二‘一 (f呈
: 。。+ f呈

;
)(拌

“。+ 歹,
)一拼(f忿

, 。。+ f呈
,
)

.

由(3
.

7 )可解出夕
‘

~ 几h
。

+ 歹
4 ,

歹
‘

由f呈歹
‘= ,

‘,

歹
‘

〔X
a ,

唯一决定
.

将夕
1 , 夕2 , v‘和拼代入 (3

.

4 e )

推出

九(f呈
: :

价
, 。
急+ Zf呈

: :
功
1。。+ Zf皇

:

叨 1”。+ Zf呈
*切 ; + f全

; * 功1 + f呈
:

价、h
。

)

+ 刀
,
(f呈

:
。。+ f呈

,
)功

, + f纷
。
= 几 (3

.

8 )

其中
方。= : 。一 (f呈

:

田 , + f呈
: :

价, 。。+ f呈
: *叻,

)(拼
。。+ 歹,

)一 (f呈
: 。。 + f呈

:
)夕

:

一 f呈
:

价,歹‘一拼(f呈
, 切 l+ f呈

: ,

叻、v
。
+ f呈

: ,

必,
)

.

将咖作用子(3
.

5)
,

可求得几-
劝1万5

E l ’ 于 是 夕。二几叻
, + 刀

,。 : + 夕
。

由 f呈歹
。

一乏。一几 (f呈
: ,

功
:
此

+ Zf呈
: ‘价, 。。+ Zf呈浏

: 。。+ Zf呈
; 。, + f呈

: ; 功; + f呈神
, h

。

)
,

11夕
。

一。唯一决定
.

由(3
.

4 9 )可知刀
1二0 1 ,

刀
: “ 0

: ,

刀
3

二 0
3 ,

从而已经完全解出T , l ,
夕:

, 夕3 , 夕‘, 夕。,
几

, 拼, a
.

剩下的是要解出玩和刀
.

了昙挑 + 刀咖

将万
, , 9 3 , 万4 ,

几
, 拼代入(3

.

4 f )
,

可知夕
。

和刀满足

= 万6 (3
.

9 )

其中
: 。~ : 。一 (f呈

:

。 2 + f呈
: :

价
: 。。+ f皇

: ;

叻
:

)刀
1一 (f皇

: v 。+ f呈
:
)夕

3

+ f呈
:

叻: g
-

一几(f呈
; 切:

+ f呈
: *功: 。。+ f呈

: ;
价
:
)一拼(f呈

, 。 : + f呈
二 ,

功: 。。+ f呈
: , 价: )

.
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将血作用千(3 9 )可解得刀=
蜂

.

千是 。.

二几公
: + 乳

.

,
。

由 f竺, 。

= : 。 一而
: .

1,
.

= 。唯一决
” , 丫

‘ ” ‘ ’‘ J 、 一
‘
“ /

’

‘

脚
一

盯尸一功神
: , J

‘
口

一
尸

.
平

石 ’ 二 。, 二 。

囚
J . , 。

一
。 尸丫

‘ , ’ 否,

一
“ r

阵 叭

定
.

由几y
。= 0‘进一步可得几 , 0‘

.

至此
,

对给定的
z ,

我们可以唯一求出(3
.

3 )的解。
.

同时

容易验证当
: = 。时

,

(3
.

3 )的解切= 0
.

应用开映照定理
,

可知H (功 = o存在孤立解
.

四
、

数 值 例 子

本文给出二个数值例子
,

表明用扩张系统 (3
.

2 )来计算二重高阶对称破缺分歧点是十分

有效的
.

例 4
.

1 考虑在R ‘
中的非线性方程组

、2.

4
nU

一一

通

、、.........声广Z x , 一 x : e x P [ x ,
] + (一护+ 几)戈

3

+ 召戈 : + Z x ‘

Z x : 一 x : e x P [劣 :
〕+ (一 护+ 几)从+ 拼戈 , + 2 欠3

2 戈3 一 大: e x p [劣。1+ (一几
, + 几)x

: + 拼x’ + Z x :

2从 一 x 一e x p [从〕+ (一几
2

+ 几)x
: + 拼x 3 + 2 劣 ,

/才.....1吮、、

一一
、.2

拼,
人X

通矛.、.
护

.

其中 尤= (戈
1 ,

于是

朴
,

戈
,

x’)
.

容易验证f(x
,
几

,

川满足 Z : x Z :
对称性条件

,

其母元

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 1 0 !
/ 一

{训
·

X
a ,

= {(
。 , 。 , 。 , 。 )

: 。〔R }
,

X
a 。
二 {(。

, ”一 。 , 一 。)
: 。〔R }

,

X
a 。

二 { (
。 , 一 v , 一 。 , 。

)
: 。〔R }

,

X
a 。
= {(刀

, 一 。 , ” , 一 ”
)
: 。〔R }

.

令

戈二 (%
, , x l , 戈1 , x l

)〔X
a a , ”= (”

; , ” : , ” , , ” ,
)〔X

a : ,

叻; = (
5 1 , : 工 , 一 s : ,

一 s ,
)〔X

. 。 ,

功: = (几
, 一赴

, 一 s : , : :
)〔X

。 , ,

切 ,二 (“
, , “1 , 一 。 , , 一“ 1

)〔X
一。 , 切: = (“

: , 一 u : , 一 u : , “: )〔X
a 。 .

相应的扩张系统(3
.

2 )是

、11.......‘了.llwe

n�

4 x l一 x : e x p [ x ,
] + ( 一几

2
+ 几) x : + 拌x ; 二 o

(一 e x p [大门一 x : e x p [ x , ] + 拼+ 几
2一 2几)

5 1二 o

(4 一 e x p [ x 门一 x , e x p [大门一拼+ 几
2 一 2几)

s : + a 介二 o

(4 一 e x p [ x l〕一 x le x p [ x 门+ 拌一几
2
+ 2 几) ” , 一 l + a o l + ( 一 2几+ 2 ) x l二

( 一 e x P [ x 门一 x ; e x p [x l〕+ 拼+ 几
么一 2几)

。l + (一 Z e x p [ 义 ,〕

一 x : e x P [劣; ] )
。, + 2几一 2 = o

( 4 一 e x P [ x 门一 x , e x P〔x ,」一拼+ 几
2 一 2几)

。: + ( 一 Z e x P [戈 1]

一 x l e x p [ x , 〕)
v , + 2几一 2 + 刀

s :
二 o

5 1‘ 1 , s : = 1 , “工= 0 一 “: = 0

用牛顿方法
,

我们找到该问题的一个二重高阶对称破缺分歧点 (况
。,

凡
,
拼
。

)二 (。
, 。, o , 。,

1
,

o , 2
.

0)
.

数值结果由表 1所示
:
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衰 1

代迭次数 二1 几 料 a 夕 118 浏

O 一 0
.

5 0
.

5
.

2
.

5 一 0
.

5 一 0
.

5

1 一 0
.

0弓542 7 一 0
.

7 87731 1
.

74 弓肠, 一 0
.

5 09064
’

0
.

000000
‘ .

0 7 54 533

2 0
.

0031 7 3 0
.

992弘2 2
.

04334 8 0
.

08670 0 0
.

000000 0
.

595肠4

3 0
.

00002 1 1
.

00O009 2
.

00 0O7 9 0
.

000161 0
.

0OO000 0
.

86 S3 ,OE 一 01

4 0
.

00 0000 1
.

0 0000 0 1
.

999999 一 0
.

000000 0
.

000000 0
.

好汉钾月E 一 06

5 0
.

000000 1
.

0O0O00 2
.

00OO00 0
.

0000O0 0
.

0 OO000 0
.

0 O0000E + 00

例4
.

2 考虑下列两阶常微分方程组

d
Z义 1

. , . 。 .

弓分 + (几
2

+ 拼)尤
l+ x l+ “(戈

: 一 2尤3

+ 戈‘)= o
d t

乙 ’ 、” .
尸 z ” 山

”
’ 几 ’

尸 “”
‘ “ , 。‘ , ” . /

一
”

d Z
称

, , , , .
_ _

、 _ _ .
_

_ 。 . , -

节二护十林
“

十拼)x : 十X 盆十拼(X 一 ZX ‘十 X 3
) = 0

d 护
’ 、一 ’ r 一 2 . ’‘

”
一 ‘ ’

尸
、. ’ ‘

。
, · , . 一 ‘ ,

d 么:
, . , 。 。 .

屯谧旦+ (矛 + 川二3 + 对 + 川从一 2 x l+ X :
)= o

d 护
’ 、’ 一 ’ 「 一 / ” ” ’ . ’ J ’ r- “ ’

, ~
, ,

“
, , ‘ /

少从
. , , 。 . _

八
_ , _ _

, , 一

, 一

.

币芍犷个 气几 宁升)劣‘个劣飞个户L苏。一 匕兀: 个不 l) = U
‘舀 奋

边界条件为
x ‘(o )= x ‘(1 )二 o (i= 1 , 2 ,

3
, 4 )

(4
.

2 a )

(4
.

2 b )

令

X 二 {(x
,
(t)

, x :
(t )

, x 3

(才)
,

从(t川
义‘(t )〔C

Z

(o
, l)

, x ‘(o )二劣‘(1 )二 o }

容易验证(4
.

2 )满足Z : 水 Z :
对称条件 (l

.

2 )
,

其母元a ,

刀为
a x (t )

, = a (x
l
(t)

, 义 :
(t )

, x 3

(t )
,

为(t ))二 (x
:
(t )

, x l
(t)

, x ‘(才)
, x 3

(t))
,

刀义(t )
: = 刀(x

l
(才)

, % 2
(t)

, 戈3

(t)
, x 4

(t ))二 (x
‘

(t)
, x 3
(才)

, x :
(t)

, 戈l
(t ))

.

于是

X
: 。

~ {(火
:
(才)

, % :
(t)

, x l
(t )

, x ,
(才))}

,

X
a 。

= {(x
l
(t)

, x :
(t )

, 一 戈 ,
(才)

, 一 % 1
(t ))}

,

X
。 。

二 {(大
l
(才)

, 一 x l
(t)

,
一 x l

(t )
, x l

(t ))}
,

X
a 。

二 {(大
l
(t )

,
一 丫1

(t )
, 大 :

(t )
, 一 x l

(t ))}
.

再令
况(才)‘ (%

l
(t )

, 戈 1

(广)
, 树,
(才)

, 戈,
(才))〔X

a , ,

少 1
(* )二 (叻

1
(t)

,

叻:
(才)

,
一功

,
(才)

, 一价
;
(t ))〔X

。 。,

中 :
(t)二 (叻

:
(t)

, 一价
2

(t)
,
一叻: (t )

,

沪: (t ))〔X
o a ,

。
(t)二 (

。 1
(t )

, 。 1
(t)

, 。1
(矛)

, 口 ,
(t))〔X

。。 ,

牙
1
(t)~ (叨

1
(t)

, 功 :
(t )

, 一 功 1
(* )

,

一阴 1
(t))〔X

e 。 ,

牙
:
(t)二 (川

:
(t )

, 一 。 2

(t )
, 一 。 :

(t )
, 田:

(t))〔X
。 , .

子是相应的扩张系统为



二重高阶对称破缺分歧点和它们的数值确定 6 11

d
“ x 1

. 。 。 .

一万立
、

十【几
一

十拼十为 少xl ~ O
以 ‘

守
+ (、沁

ZXI ,‘
1一 O

袋
+ (、

3 ; + 2

动‘
2 + a ‘2一 0

守
+ (。

; + 2、 )一 + 2、
1一 。

鲁
+ (;

2

+ 3 ; + 2 x l
)切

1 + , “‘! + 2‘
1” 1一。

令
+ (;

2

+ 3。+ 2二1
)?

么+ 2“功2 + 2功
么。 1+ ”, 2一 0

I:价1 一 l= o ,
l: 功: 一 l= 0’

11川 1= o ,
l: w

Z
= o

(4
.

3 a )

边界条件为
x l
(o )~ x l

(1 )= 功
。
(o )二功

。
(l)=

。 ,
(o )~

。 1
(z )= 。 ‘

(o )= 二
‘
(1 )= o (4

.

3 b )

对 (4
.

3 )进行中心差分逼近
,

步长h取为 1/ 2 0
,

用牛顿方法我们可以找到该问题的二重高阶对

称破缺分歧点(x
。 ,

久。
,
拼
。

)= (0
, 0 , 3

.

2 8 3 1 0 9 )
.

参 考 文 献

[ i ] L
.

B a u e r ,

H
.

B
.

K e lle r a n d E
.

L
.

R e is s
,

M u lt ip le e ig e n v a lu e s le a d t o s e o o n d
·

a r y b ifu r e a t io n
,

S IAM R e v fe 功
,

17 (1 9 76 )
,

1 01一1 2 2
.

〔2 ] F
.

B r e z z i
,

J
.

R a p p a z a n d P
.

A
.

R a v ir t
,

F in it e d im e n s io n a l a p p r o x im a t io n o f

n o n lin e a r p r o b le m s p a r t l
,

S im p le b ifu r o a t io n p o in ts
.

N “爪e r
.

M a 才h
. ,

3吕

(1 9 81 )
,

1一3 0
.

[ 3 ] K
.

A
.

C liffe a n d A
.

Sp e n e e ,

T he e a lo u la t io n o f h ig 五 o r d e r s in g u la r itie s in

t he fin it e T a y le r Pr o ble m
,

ISNM 7o (1 9 84 )
,

1 2 e一1 4 或
.

[ 4 ] K
.

人
.

C liffe a n d K
.

H
.

W in t e r s ,

T he u s e o f sy m m e t r y in b if u r e a tio n e a 1c u 1a
·

t io n a n d it s a p p lie a t io n t o th e B‘n a r d p r o b le m
,

J
.

C o 川P
.

P h , 5
. ,

67 (1 9 86 )
,

3 1 0一3 2 5
.

[ 5 ] M
.

G o lu b it sk y
,

1
.

S t e w a r t a n d D
.

S e h a effe r
,

S ‘n 夕“la r i才‘e s a ”d G ro “P s ￡。 B ‘f“ , -

c a t‘o n T he o r封
,

V o l 1 1
,

SP r in g e r 一V e r la g (1 9 5 5 )
.

[ 6 ] M
.

S he a r ,

S e e o n d a r y b ifu r 。合 tio n n e a r a d o u b le
e ig e n v a lu e ,

S I AM J
.

M a 才h
.

A n a l
. ,

1 1 (1 9 8 8 )
,

3 6 5一38 9
.

[ 7 ] B
.

W e r n e r ,

R e g u la r sy s t e m s fo r b ifu r e a t io n p o i n t s w ith u n d e r ly in g sy m m e t r ie s
,

IS NM 7o (19 84 )
,

5 26一5 7 4
.

[ s ] B
.

W e r n e r a n d A
.

S p e n e e ,

T he o o m p u t a t io n o f sy m m e t r y一 r e a k in g b i fu r e a tio n

Po in t s ,

S I AM J
.

N o m e r
.

A n a l
. ,

2 1 (1 9 84 )
,

3 88一3 9 9
.



61 2 杨 思 华 叶 瑞 松杨 忠 华 叶 瑞 松

D o u ble H lg h o rd e r s
一

B re a kin g B ifu rc a t10 n Po lnts a n d

T he lr Nu m 6 rle砚! D . t . rm lna tio n

Y a n g Z h o n g h u a

(D ePa , *拼e n t o f M a the m a tic s
,

S h a ”夕h。‘U ”i口 e r s i考z,

S ha ”g ha f 2Q18 00
.

P
.

R
.

C h了”a )

Y e R u is o n g

(S ha ” *o u U n ‘口e rs it夕
.

S ha n fo “ G “口n 夕do
n g 5 1 5 06 3

,

P
.

R
.

C h‘”a )

Ab stra e t

W e o o n s id e r d o u b le h ig h o r d e r s一 r e a k in g b ifu r e a t io n P o in t s o f tw o 一Pa r a m e t e r

d ePe n d e n t n o n lin e a r p r o ble m s w it h Z
: x Z

, 一 sy扭m e t r y
.

B e e a u se o f the u n d e r l了in g

sy m m e t r y
.

w e e o u ld Pr o Po s e s o m e r e g u la r e x t e n d e d sy ste m s t o d e t e r m in e d o u b le

五ig h o r d e r s一
r e a k in ‘ b ifu r e a t io n p o in t s

, a n d w e c o u ld a ls o sho w t ha t the r e e x is t

t军 0 q u a d 云a t io Pit eh fo r k b ifu r e a t io n Po in t Pa t hs Pa ss i公9 t hr o u沙 t五e Po in t be io g

eo n s id e r ed
.

Ke y w o rd s Z : x Z :

一y m m e t r y
,

d o u ble h ig h o r d e r s一
r e a k in g b ifu r o a tlo n Po in t

,

e x te n d e d sy s t e m


