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摘要 :  采用弹粘塑性力学模型, 对线性硬化材料中平面应变扩展裂纹尖端场进行了渐近分析1

假设人工粘性系数与等效塑性应变率的幂次成反比,通过量级匹配表明应力和应变均具有幂奇异

性,奇异性指数由粘性系数中等效塑性应变率的幂指数唯一确定1 通过数值计算讨论了Ò型动态

扩展裂纹尖端场的分区构造随各材料参数的变化规律1 结果表明裂尖场构造由硬化系数所控制

而与粘性系数基本无关1 弱硬化材料的二次塑性区可以忽略, 而较强硬化材料的二次塑性区和二

次弹性区对裂尖场均有重要影响1 当裂纹扩展速度趋于零时, 动态解趋于相应的准静态解;当硬

化系数为零时便退化为HR( Hui_Riedel)解1
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引   言

对含有宏观裂纹固体的应力分析, 最重要的是在裂纹尖端附近, 裂纹扩展与否将取决于裂

纹尖端附近高应变区的力学状态1因此, 为了建立合理的断裂准则,对于裂纹尖端附近的主奇

异渐近场进行研究, 确定裂尖场的奇异属性, 探讨其分区构造,近年来一直是断裂力学的重要

课题1
对于线性硬化材料, Amazigo和Hutchinson[ 1]首先得到了Ñ、Ó型准静态扩展裂纹的幂奇异

解,但是略去了裂纹尖端后方的第二塑性区1Hutchinson
[ 2]
指出, Ñ型平面应变问题的第二塑性

区不能忽略 1文献[ 3]的研究结果表明,对于低硬化材料的 Ñ型平面应变问题,第二塑性区对

裂纹尖端场有着重要的影响1CastaÌeda[ 4]进一步考虑了可能存在的二次塑性区, 对反平面问题

和平面问题进行了全面的研究,结果验证了文献[ 3]的结论,但对除了Ñ型平面应变扩展裂纹

以外的其它情况,二次塑性区对裂尖场的影响不大, 因而文献[ 1]的近似是比较合理的 1 对于
动态扩展裂纹, Achenbach和Kannicen[ 5]曾研究了 Ó型裂纹问题, 裂尖场具有与文献[ 1]的准静

态解类似的幂奇异性 1文献[ 6]进一步研究了 Ñ型裂纹问题, 不仅得到了相同的奇异性, 而且
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当裂纹扩展速度趋于零时,动态解趋于文献[ 1]的准静态解 1 但是,文献[ 5]和[ 6]同样忽略了

二次塑性区的影响 1; st lund和 Gudmundson[ 7]进一步对 Ñ、Ò、Ó型问题进行了全面分析, 结果

表明在较强硬化的情况下,除 Ò型裂纹必须考虑二次塑性区才能得到正确的结果外,其它情况

的二次塑性区对渐近场的影响很小,而对于弱硬化材料,特别是 Ñ型平面应变问题, 二次塑性

区必须考虑;当裂纹扩展速度趋于零时,动态解趋于文献[ 4]的准静态解 1
如果考虑材料率敏感性的影响, 渐近场的求解更加困难, 裂尖场的构造也更加复杂1Hui

和Riedel
[ 8]
采用弹性_非线性粘性本构方程得到了一个幂奇异解, 在文献中称为 HR场 1 贾斌

等人[ 9~ 11]采用弹粘塑性模型分别研究了幂硬化材料和理想弹塑性材料中的扩展裂纹尖端场1在
此基础上,本文对线性硬化材料进行了研究, 探讨了Ò型扩展裂纹尖端场的分区构造及其随各

参数的变化规律 1

1  基 本方 程

平面坐标系如图1所示1其中X A( A= 1, 2) 为固定坐标系, o_xy和 o_rH为跟随裂纹尖端以

恒定速度 V 沿X 1 一起移动的随动坐标系1

 图 1 固定坐标系与随动坐标系         图 2 弹粘塑性力学模型

弹粘塑性力学模型如图 2所示, 由此可建立如下的联立方程组:

  
E= Ee + Ep, Ee = CB R, ÛEp = KSp,

S = Sv + S p, S v = GÛEp, S p = Rp- Rm
p ,

( 1)

其中: E、R、S 分别为总应变、总应力及偏应力张量, 下标 e、p、v 分别表示弹性、塑性和粘性分

量, Rm
p 为平均塑性应力张量, C为四阶柔度张量, K为塑性流动因子, G为粘性系数;上标点表

示对时间的导数 1
定义等效应力 �R、等效塑性应力 �Rp 和等效塑性应变�Ep 分别为

  �R =
3
2

S ij S ij

1/ 2

, �Rp =
3
2

S
p
ij S

p
ij

1/ 2

, �Ep = Q3
2
ÛEp

ijÛEpij
1/ 2

dt , ( 2)

则对于线性硬化材料有

  �Rp- k �Ep = 0, ( 3)

其中硬化系数 k 为一非负常数1考虑材料的人工粘性系数 G具有如下形式:

  G= c(�E
#

p)
- C   (0 < C< 1) , ( 4)

式中 c 为非负常数,并假设在裂纹尖端,应力和应变均具有 r
- D

(0 < D< 1/ 2) 的幂奇异性,则

由式( 1)的量级匹配可得:

  D=
1
C

- 11 ( 5)

把有关的量代入式( 1) ,经过推导并整理可得分量形式的本构方程为:

  ÛEij =
1+ M

E
ÛRij -

M
E
ÛRkk Dij +

3S ij

2�R
2
3c

1/ (1- C)

H [�R- k �Ep] [�R- k �Ep]
1/ ( 1- C)

, ( 6)
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其中: E 为弹性模量, M为 Poisson比, Dij为Kroneker符号,Heaviside阶跃函数为

  H[�R- k�Ep] =
1,   当 �R- k�Ep > 0,

0,   当 �R- k�Ep [ 01
( 7)

几何方程和运动方程分别为:

  Eij =
1
2

( ui , j + uj, i ) , ( 8)

  Rij , j = Q&ui1 ( 9)

2  Ò型动态扩展裂纹渐近解

在平面应变不可压缩条件下,引入位移势函数 U = r
2- D

m( H) , 则极坐标下的位移分量可

以表示为

  ur = -
5U
r5H, uH=

5 U
5r

1 ( 10)

做出如下变换:

  Rr = r
- D

[ F( H) + G ( H) ] , RH = r
- D

[ F( H) - G ( H) ] , RrH = r
- D

I ( H) , ( 11)

  �R = . ( H) r
- D

, �Ep = r
- D

Q( H) , ( 12)

并引入下列无量纲量:

  

R =
1
V

2L
3c

1/ (1- C)

, �K=
3R

2�.
�H ( �. - hQ) ( �. - hQ)

1/ ( 1- C)
,

n( H) = sinHmc( H) - (2 - D) cosHm( H) ,

�F =
F
L

, �G =
G
L

, �I =
I
L

, �. =
.
L

, M
2

=
QV2

L
, h =

k
L

,

( 13)

其中 L为剪切模量,且

  �H( �. - hQ) =
1,   当 �. - hQ > 0,

0,   当 �. - hQ [ 01
( 14)

把各相关量分别代入几何方程式( 8)、运动方程式( 9)和本构方程式( 6) , 经无量纲化并整

理得控制方程为:

  Qc = - DQcotH+
R

sinH
( �. - hQ)

1/ (1- C)
, ( 15)

  �Gc=
2Dnc
sinH

-
3R�G

�. sinH
(�. - hQ)

1/ (1- C)
- D�G cotH+ 2�I , ( 16)

  �Fc=
2Dnc
sinH

-
3R�G

�. sinH
(�. - hQ)

1/ (1- C)
- D�G cotH+ D�I -

    DM2
[ ncsinH- (1- D) n cosH] , ( 17)

  (1 - M
2
sin

2
H)�Ic =

    M
2sinH 2�G sinH+ D�I cosH+

3R�I

�.
(�. - hQ)

1/ (1- C)
+ (1- D2) n -

    M
2
[ (1- D) nsinH+ DnccosH] + D( �F + �G ) - 2�G , ( 18)

  (1 - M
2
sin

2
H) nd = - (1- D

2
) n - D�I cosH-

3R�I

�.
(�. - hQ)

1/ (1- C)
-

    D(�F + �G) sinH+ M
2sinH[ (1- D) nsinH+ DnccosH] , ( 19)

其中撇号代表对坐标 H的导数 1
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边界条件为:

  
�F (0) = �G (0) = nc(0) = 0, �I (0) =

1

3

DQ(0)
R

1- C

+ hQ(0) ,

�F (P) - �G(P) = �I (P) = 01
( 20)

以 Q(0) 和 n(0) 为未知量进行双参数打靶, 对各参数分别取可能的数值进行了大量计

算,结果表明裂尖场是连续的,不存在间断线 1解随单参数的变化规律为:

1) 随 M单调递减,即裂纹扩展速度减小,各分区与解的变化都很小,并且裂尖场的分区构

造并不发生变化 1当 M y 0时趋于下文的准静态解 1
2) 随 h 单调递增,即材料的硬化程度增加,应力幅值和塑性应变单调递增, 裂尖场的构造

呈现复杂的变化(参见表 1,其中 H1、H2、H3 分别表示弹性卸载区、第二塑性区、第二弹性区的起

始边界线角度) :当 C= 0. 8, R = 1. 1, M = 0. 1时,裂尖场由 h = 0时的弹粘性 _理想塑性无

卸载区状态变为出现弹性卸载区和第二塑性区,随后第二塑性区消失,此后第二塑性区又和第

二弹性区共同出现1并且只要裂尖场不是满塑性,则随着 h 的增大, 塑性区必减小而弹性区必

增大1
表 1 解随 h 的变化 ( C= 0. 8, R = 1. 1, M = 0. 1)

h - n (0) Q( 0) H1/ (b) H2/ (b) H3/ (b)

0. 5 6. 836 9E- 1 1. 514 7E+ 1 67. 201 4 112. 817 3 150. 947 9

0. 4 1. 582 7E- 1 2. 328 7E+ 0 169. 907 0 ) )

0. 3 1. 043 5E- 1 1. 326 2E+ 0 174. 443 5 179. 994 3 )

0. 2 7. 907 1E- 2 9. 292 9E- 1 176. 556 3 179. 907 8 )

0. 1 6. 346 8E- 2 7. 137 9E- 1 178. 080 4 179. 601 4 )

0. 0 5. 259 7E- 2 5. 780 4E- 1 ) ) )

  3) 随 R单调递减(相当于 c递增) ,此时材料的粘性增加,应力幅值和塑性应变单调递增,

解的变化非常显著, 但塑性流动因子以及裂尖场的各个分区大小不随 R 变化,这表明粘性系

数中的常数 c对裂尖场的构造没有任何影响,它只影响裂尖场的应力和应变的强度1当 R = 0

时,方程组无解 1
4) 随 C单调递减(相当于 D递增) ,此时材料的粘性和裂尖场的奇异性都增加, 应力幅值

和塑性应变都单调递减1裂尖场构造随 C的增加发生小范围的变化: 当 h = 0. 01, R = 1. 1, M

= 0. 1时, 裂尖场由满塑性变为出现弹性卸载区和第二塑性区(构造变化与 h的取值有关) ,但

由于这两个区都很小相应的分区大小变化也很小 1 因此, C对裂尖场构造的影响可以忽略不

计1

3  Ò型准静态扩展裂纹渐近解

引入Airy 应力函数 <( x , y ) 或 <( r , H) , 使得应力表达式自动满足静平衡方程

  Rr =
1
r
5 <
5 r

+
1
r
2
52
<

5H2
, RH =

52<
5r

2 , RrH = -
52

5r5H
<
r

, ( 21)

应变率协调方程为

  
52ÛEr
5H2

+
5
5r

r
2 5ÛEH
5r

- r
5ÛEr
5 r

= 2
52

( r ÛErH)

5r5H 1 ( 22)

由量级分析,设应力函数 <的表达式为:
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  < = r
2- D

b( H)1 ( 23)

引入无量纲量

  �b =
b
L1 ( 24)

把相关量代入式( 22) ,经无量纲化并整理得控制方程:

  �ZcsinH+ (2+ D)�Z cosH- 3R[ ( D2- 1)�W1- �W
d
1+ 4D�Wc

2] = 0, ( 25)

式中

  

�Z( H) = �bdd+ 2( D2- 2D+ 2)�bd+ D2(2- D) 2�b ,

�0 ( H) =
(�. - hQ)

1/ (1- C)

�.
,

�W1( H) = �0( H) [�bd+ D(2- D)�b ] ,

�W2( H) = 0( H) [ (1 - D)�bc] ,

( 26)

其它各无量纲量的含义与动态问题相同 1所需的另一方程与式( 15)相同1
边界条件为:

  
�b (P) = �bc(P) = �b (0) = �bd(0) = �bdd(0) = 0,

�bc(0) = -
DQ(0)

R

1- C

+ hQ(0) ( 3(1 - D) )1
( 27)

以 Q(0) 和�bÊ (0) 为未知量进行双参数打靶,计算结果与动态结果(M = 0. 001) 相对比如

图3所示, 两者吻合得非常好, 并且裂尖场的构造也是完全一致的1这表明当 M y 0时,本文的

动态解能够退化为准静态解1
进一步考虑当硬化系数 h = 0时,即可退化为HR解[ 8] 的模型, 两者的本构方程形式完全

相同, 数值计算结果也表明两者均不含弹性卸载区, 即裂尖场的构造相同, 归一化的应力角分

布曲线如图 4所示(文[ 8] 中的 n = 6对应于本文中的 C= 0. 833 3)1这进一步反映了本文中
模型的合理性1

 图 3  准静态解与 M y 0 时动态解的比较 ( C= 0. 75)        图 4  与 HR解的比较

4  结   论

1) 采用弹粘塑性力学模型,并假设人工粘性系数 G= c(�E
#
p)

- C
(0< C< 1) ,通过渐近分析

表明裂纹尖端的应力和应变均具有形如 r
- D

(0 < D< 1/ 2) 的幂奇异性,奇异性指数 D由粘性

系数中等效塑性应变率的幂指数 C唯一确定1
2) 对不可压缩条件下的平面应变Ò型动态扩展裂纹问题,裂尖场分区构造的控制参数是
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材料的硬化系数 h ,分区构造随 h 的变化呈现复杂的变化规律 1在弱硬化情况下,二次塑性区

可以忽略;而在较强硬化时,不仅不能忽略二次塑性区,而且还要考虑二次弹性区,才能得到正

确的裂尖场构造 1
3) 在粘性系数表达式所含的两个材料参数中, 系数 c 对裂尖场的构造没有任何影响, 它

只影响裂尖场的应力和应变的强度; 而幂指数 C的影响则可以忽略不计,即认为它只影响裂

尖场的奇异性程度1 因此, 可以认为材料的粘性不影响裂尖场的分区构造1
4) 当裂纹扩展速度趋于零时, 本文的粘塑性动态解可以还原为相应的准静态解; 并且当

硬化系数为零时,本文的弹粘塑性解能够退化为文献[ 8]的弹性_非线性粘性 HR解 1 因此,本

文的解具有良好的包容性与合理性 1
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Abstract: An elastic_viscoplastic constitutive model was adopted to analyze asymptotically the tip_

field of moving crack in linear_hardening materials under plane strain condition. Under the assumption

that the artificial viscosity coefficient was in inverse proportion to power law of the rate of effective

plastic strain, it is obtained that stress and strain both possess power law singularity and the singular-i

ty exponent is uniquely determined by the power law exponent of the rate of effective plastic strain.

Variations of zoning structure according to each material parameter were discussed by means of nu-

merical computation for the tip_field of mode Ò dynamic propagating crack, which show that the

structure of crack tip field is dominated by hardening coefficient rather than viscosity coefficient. The

secondary plastic zone can be ignored for weak hardening materials while the secondary plastic zone

and the secondary elastic zone both have important influence on crack tip field for strong hardening

materials. The dynamic solution approaches to the corresponding quasi_static solution when the crack

moving speed goes to zero, and further approaches to the HR( Hui_Riedel) solution when the harden-

ing coefficient is equal to zero.

Key words: quasi_static propagation; dynamic propagation; linear_hardening material; elastic-

viscoplastic material; crack_tip field
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