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多尺度辛格式求解复杂介质波传问题
X

马坚伟,  杨慧珠

(清华大学 工程力学系, 北京 100084)

(钟万勰推荐)

摘要:  在哈密顿体系中引入小波分析, 利用辛格式和紧支正交小波对波动方程的时、空间变量进

行联合离散近似, 构造了多尺度辛格式 ) ) ) MSS( Multiresolution Symplectic Scheme) # 将地震波传播

问题放在小波域哈密顿体系下的多尺度辛几何空间中进行分析,利用小波基与辛格式的特性, 有

效改善了计算效率,可解决波动力学长时模拟追踪的稳定性与逼真性# 
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引   言

传统的动力学问题, 都是在单尺度下拉格朗日体系欧氏空间中, 建立控制方程的初边值问

题# 由于问题的非线性和介质边界的不规则以及控制方程阶数高, 使很难得到满意解# 在

Hamilton体系下就可引入对偶变量,将问题放在辛几何空间中, 利用现代数学工具解决动力学

中的诸问题# 随着最优相模拟理论的建立, Hamilton 体系已被引入到应用力学、等离子体物

理,高能加速器设计和椭圆型偏微分方程等中,导出一套哈密顿算子矩阵的本征函数向量展开

求解方法, 在理论和计算机处理上都显示出很大优点[ 1~ 5]# 一般的非辛算法往往会引入人为

的耗散机制以及非Hamilton系统原有的干扰和歪曲# 而基于Hamilton系统的辛算法有一套完

整的守恒规律, 将离散相流看成一系列离散辛变换,可保持原系统的辛结构等基本特征# 保证

了算法的高质量和逼真性,尤其在有关结构性、整体性、稳定性及长时跟踪能力方面有不可比

拟的优势# 对解决动力系统长期预测以及地震波传播问题的长时模拟均有重要意义# 

小波分析是一种多尺度方法, 将问题的放在一系列嵌套空间中进行分析,其在偏微分方程

(PDEs)理论与计算方法中的研究已显示出很大的优点[ 6~ 10]# 由于小波基具有消失矩等特性,

保证了基于小波的各类算法所得的系数阵有很大稀疏性,且可以在光滑区域用粗网格,在近奇

异区用精细网格局部细化而不必对整个问题重新进行离散,最大限度的优化计算效率和内存

需求# 利于解决大梯度, 冲击和边界层等传统算法很难处理的问题# 

在地震勘探应用中, 波传常假设无能量耗散, 此时在Hamilton体系下即为一个无限维哈系

523

 应用数学和力学,第 25 卷 第 5期( 2004年 5 月)

  Applied Mathemat ics and Mechanics            应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X 收稿日期:  2002_09_11; 修订日期:  2003_09_26

基金项目:  国家自然科学基金资助项目( 19872037)

作者简介:  马坚伟( 1976) ) ,男, 浙江东阳人,博士( E_mail: majw98@ mails. tsinghua. edu. cn) ;

杨慧珠 (联系人. T el: + 86_10_62783149; Fax: + 86_10_62781824; E_mail: yhz@ mail. tsinghua.

edu. cn) .



统随时间的演化过程# 此演化过程实质上是一个单参数连续的辛变换,对应的数值算法应为

辛几何算法# 本文在哈体系中引入小波分析,首次提出一种快速保辛的多尺度辛格式,将波传

问题放在多尺度辛几何空间中进行# 在辛空间中使问题进行降阶, 辛算法可保证长时模拟追

踪的稳定与逼真性; 多尺度空间正交小波基离散,使哈密顿矩阵稀疏化,改善计算效率# 文中

旨在提出一种思想# 

1  波传问题的多尺度Hamilton形式

以一维问题为例,考虑有限域变系数模型:

  

a( x )52tu = 5x ( a( x )5xu ) + s( x , t ) ,

u( x , 0) = 5 tu( x , 0) = 0,

u( x , t ) = g( u)   ( x I #) ,

( x ( t ) I 8 @ (0, ] ) ) , ( 1)

其中 a( x ) 为波阻抗, s( x , t ) 为震源子波, u( x , t ) 表示波场# 记(
#
) = 5 t ( ) , 引入广义动量

p ( x , t ) = a( x ) Ûu ( x , t ) ,并令( ) J 表示在 0 ~ J 尺度上的空间变量小波变换多尺度近似解,即

如: pJ表示p 在正交小波基中的展开,其由小波分解的细节子空间 Wj ( j = 1, 2, ,, J ) 和近似子

空间 VJ 的投影之和得到:

  pJ = 6
J

j = 1
6
k

d
j
k Wj, k( x ) + 6

k

s
J
k WJ , k( x ) , ( 2)

其中 s
j
k k I Z、d

j
k k I Z分别为系数的近似与细节部分,它可通过内积求得# 即:

  s
j
k = Q

]

- ]
u( x ) Uj, kdx , d

j
k = Q

]

- ]
u ( x ) Wj, kdx# ( 3)

且满足递推公式:

  s
j
k = 6

L- 1

l= 1
h ls

j- 1
l+ 2k+ 1, d

j
k = 6

L- 1

l= 1
gls

j- 1
l+ 2k+ 1# ( 4)

简单考虑 Dirichlet边界, ( 1)可写成:

  

Ûp J( x
( j )
m , t ) = aJx( x

( j )
m ) uJx ( x

( j)
m , t ) + a( x

( j )
m ) uJxx( x

( j )
m , t ) + s ( x

( j)
m , t ) ,

ÛuJ ( x ( j)
m , t ) =

1

a( x
( j )
m )

pJ ( x
( j )
m , t ) ,

uJ ( x
( j)
m , 0) = 0, pJ ( x

( j )
m , 0) = 0,

uJ (0, t ) = uJ( xb , t ) = 0,

( 5)

其中, x ( j )
m = S2j- 1m, ( m = 0, 1, ,, N/ 2j- 1) , j I (0, J ] , S, N 分别为零尺度(原信号) 下的采样

间隔和长度; uJx ( x
( j)
m ) = DJx#uJ( x ( j )

m ) , aJx ( x
( j)
m ) = DJx#aJ ( x ( j )

m ) , uJxx( x
( j )
m ) = DJxx#uJ ( x ( j)

m ) ,

DJx、DJxx 分别表示微分算子d/ dx、d2/ dx 2的小波基展开# 本文采用Daub4紧支正交小波,有较

好的局部特性且利于算法实现# 

引入状态向量 z = ( p , u)
T
= ( pJ ( x

( j)
m ) , uJ( x

( j )
m ) )

T
= ( pdJ , p s

J , ,, pd1, ps1, udJ , usJ , ,,

ud
1, us1) , 其中 p d

J , p s
J , udJ , usJ , j I (0, J ] 分别表示广义动量、位移在小波域 j 尺度下的细节与

近似部分系数# 则( 5)式可写成:

  Ûz = Hz + a( t ) , ( 6)

其中哈密顿阵 H =
0 A

B 0
, A = aJx ( x

( j)
m ) DJx+ a( x

( j )
m ) DJxx , B = diag 1/ a( x ( j )

m ) # 这里 H
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为无穷小辛矩阵, 即JHJ
T
= - H

T
, J =

0 In

- In 0
, In为n阶单位阵# A( t ) 是由震源引起的,

对应地面激发式点震源 s (0, t ) X 0( t I [ 0, t 0] ) ,则其只有子矩阵(尺度)中的第一个元素为非

零# 注意到 t > t 0时, ( 6)为一保守Hamilton正则方程# 

在辛变换下,系统在任一时刻的状态可由初始状态通过相流 G
t
H 变换得到, 即

  z( t ) = G
t
H( z (0) ) , ( 7)

当然也可通过变分的方法同样得到( 6)式, 即作用在波动方程辛流形上的 Hamilton量可定

义为:

  H ( u, Ûu ) =
1
2 Q| Ûu |

2dx + Q+ ü +2dx # ( 8)

引入对偶变量, 并在多尺度分解中取尺度截断 ( j [ J ) , 即变为有限维Hamilton系统,则有:

  H( p, u, t ) =
1
2
p
T
Bp -

1
2
u
T
Au + f ( t )# ( 9)

其中 f ( t ) 与震源有关# 由 Hamilton正则方程即可得到( 6)式:

  Ûp = -
5H
5 u + A( t ) = Au + A( t ) , Ûu =

5H
5p = Bp# ( 10)

式( 6)或( 10)即是此波传问题在多尺度Hamilton体系下的表达了,问题的求解转换为小波

域相空间的求解# 

2  Hamilton矩阵计算及稀疏性分析

由于波阻抗恒正,故 B为一正定对角阵# 由于小波基的消失矩特性, 算子和函数在小波

域中均具有稀疏性, 这导致了 A , 也即Hamilton阵的稀疏, 具体如下# 

2. 1  DJx , DJxx 的计算

将微分算子 O在二维正方块正交小波基下展开,并取尺度截断 j [ J , 得到

  O = { Aj , Bj , Cj }
j = J
j = 1 , TJ ( 11)

其中 Aj = QjOQj , Bj = QjOPj , Cj = PjOQj , TJ = PJOPJ# Pj , Qj = Pj- 1- Pj 分别表示子空间

Vj , Wj 的投影算子# 

  令 Ajil , B
j
il , C

j
il , r

j
il分别代表矩阵Aj , Bj , Cj , Tj = PjTPj 的元素, 则对算子 d/ dx 有

  
Ajil = 2- jAi- 1, B

j
il = 2- jBi- 1,

Cjil = 2- jCi- 1, r
j
il = 2- j

ri- 1# 
( 12)

由双尺度差分方程, 进一步写成:

  

Ai = 2 6
L- 1

n= 0
6
L- 1

m= 0

gngmr2i+ n- m , Bi = 2 6
L- 1

n= 0
6
L- 1

m= 0

gnhmr 2i+ n- m ,

Ci = 2 6
L- 1

n= 0
6
L- 1

m= 0

gngmr 2i+ n- m , ri = 2 6
L- 1

n= 0
6
L- 1

m= 0

hnhmr 2i+ n- m# 

( 13)

可见, 算子在小波基的展开完全由 r l ,即 V0 子空间的表示所决定# 对( 13)的最后一式推导得

到:

  rl = 2 r 2l +
1
2 6

L / 2

k= 1
a2k- 1( r2l- 2k+ 1+ r 2l+ 2k- 1) , ( 14)

  6
l

lrl = - 1, r- l = - rl , r 0 = 0, ( 15)
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其中, an = 2 6
L- 1- n

i= 0

hihi+ n( n = 1, ,, L - 1) 表示 H = { hk}
k= L- 1
k= 0 的自相关系数# 

采用 Daub4小波 (M = 4) ,由(14)、(15) 联立解得{ rl }
L- 2
l = 1( L = 2M)# 进一步求得(13) 中

的各系数,图 1中 1 ~ 4图线分别表示 al、c l、bl、rl 在正半轴的值# 类似得到算子 d2/ dx 2的各

系数,如图 2# 

图 1 V0 子空间中一阶微分算子矩阵的系数   图 2  V0子空间中二阶微分算子矩阵的系数

根据( 12)即可求子空间(子矩阵) Aj , Bj , Cj , Tj 中的元素Ajil , B
j
il , C

j
il , r

j
il了# 由多尺度分解

理论知,元素下标的取值范围应为 i , l I 70, N/ 2
j8,但由于(15) 中 l I [- 2M+ 2, 2M- 2] ,导

致了(12) 中元素为非零值时,须 | i - l | I [- 2M+ 2, 2M - 2]# 所以,实际上 Aj , Bj , Cj , TJ

都只是一个带宽为 4(M - 1) 的窄带矩阵# 图 3和图 4分别给出 J = 3时 DJxx 的分解结构及

未经阈值处理的窄带稀疏示意图# 

图 3  DJxx 的分解结构       图 4 窄带稀疏矩阵

2. 2  aJx ( x
( j )
m ) 的计算

子矩阵 A 中的系数aJx ( x
( j )
m ) = DJx#aJ ( x ( j )

m ) 的计算可快速实现:

  
d̂
j
k = 6

l

A
j
k+ ld

j
k+ l + 6

l

B
j
k+ ls

j
k+ l ,

ŝ
j
k = 6

l

C
j
k+ ld

j
k+ l ,

j I [ 0, J )# ( 16)

最粗尺度下,则
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d̂
j
k = 6

l

A
J
k+ ld

J
k+ l + 6

l

B
J
k+ ls

J
k+ l ,

ŝ
j
k = 6

l

C
J
k+ ld

J
k+ l + 6

l

T
J
k+ ls

J
k+ l ,

( 17)

d̂ , ŝ , d , s分别表示aJx , aJ 的细节与近似系数# 由于小波基的消失矩特性,保证了上述得到的

向量仍为稀疏[ 5]# 经阈值处理后哈密顿阵 H 和状态向量 z可进一步稀疏化,这也是MSS快速

实现的关键# 

3  多尺度Hamilton系统的辛格式

对可分Hamilton系统,即 H ( p , q ) = V( q ) + T ( p ) 有 n 阶显示辛格式
[ 3]
:

  Sn ( S) = 7
n

i= 1

ST ( ciS) SV ( d iS) + O( Sn) , ( 18)

其中 S为步长, ST ( ciS) , SV ( diS) 为( p , q ) y ( pc, qc) 的辛映射:

  
ST ( c iS) : qc= q + ciS

5T
5p , pc = p ,

SV( d iS) : qc= q , pc = p - diS
5 V
5p # 

( 19)

参数 ci , d i可确定,对 S2( t ) 有 c1 = c2 = 0. 5, d1 = 1, d2 = 0# 采用二阶梯形格式:

  z
n+ 1

= z
n
+

S
2
( Hz

n
+ Hz

n+ 1
) +

S
2
( A( tn+ 1) + A( t n) )# ( 20)

其中 t
n
= nS, z

n
= z ( t

n
)# 将上式写成递推形式:

  z
n+ 1

= FSz
n
+ f ( A) , FS = < -

S
2
H , <( K) = 1- K

1+ K
, f ( A) =

S
(2I - SH)

# 

( 21)

这里演化矩阵 FS为辛矩阵,故( 21)即为多尺度二阶辛算法# 相空间中状态向量的求解已转化

为小波域中重要系数的求解了,它可由重构得到# 基于Hamilton 体系的辛算法保证了每次迭

代过程都是辛变换, 从而避免了人为耗散等缺点, 可逼真反映原物理过程# 

设 z
n 已得到,求 z

n+ 1# 引入 ẑ
n+ 1

= z
n+ 1

+ z
n
= ( p̂

n+ 1
, û

n+ 1
) ,由(21) 两边同加 z

n 得:

  
p̂

n+ 1
J = 2pn

J +
S
2
Aû

n+ 1
J +

S
2
[ �A( t n+ 1) + �A( tn) ]

û
n+ 1
J = 2u

n
J +

S
2
Bp̂

n+ 1
J

  ( n = 0, 1, 2, ,) , ( 22)

消去得到:

  A0 û
n+ 1
J = b

n ( 23)

其中 A0 = B
- 1

- ( S2/ 4) A, bn = Spn
J + 2B- 1

u
n
J + ( S2/ 4) [ �A( tn+ 1) + �A( t n) ]# A0仍为窄带稀

疏阵,至此(23) 式可采用传统的稀疏阵快速算法求解了# 进一步, û
n+ 1
J 回代入(22) 得到 p̂

n+ 1
,

即可求得 z
n+ 1 了(具体实例另文给出)# 

4  结   论

本文在 Hamilton体系中引入小波分析, 提出一种小波 ) 辛格式自适应混合算法# 旨在提

出一种多空间分析问题的思想,为波传问题的模拟提供了一条新途径,并可应用于其它学科领

域# 进一步,可以采用高阶辛格式,对多维问题可用多辛算法[ 11] ,即在空间某方向也同时用辛
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格式离散# 引入插值小波、第二代小波变换等技术来更好处理复杂域一般边界、不规则采样等

问题也是我们需深入研究的课题# 
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Multiresolution Symplectic Scheme for Wave

Propagation in Complex Media

MA Jian_wei,  YANG Hui_zhu

( Depar tm ent of Engineer in g Mechanics , T sin ghua Un iver sity ,

Beijing 100084, P . R . China )

Abstract: A fast adaptive symplectic algorithm named multiresolution symplectic scheme (MSS) was

first presented to solve the problem of the wave propagation in complex media, using the symplectic

scheme and Daubechies. compactly supported orthogonal wavelet transform to respectively discretise

the time and space dimension of wave equation. The problemwas solved in multiresolution symplectic

geometry space under the conservative Hamiltonian system rather than the traditional Lagrange sys-

tem. Due to the fascinating properties of the wavelets and symplectic scheme, MSS is a promising

method because of little computational burden, robustness and reality of long_time simulation.

Key words: wavelet transform; multiresolution; symplectic; wave propagation
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