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柔性杆柔性铰机器人动力学分析
X

章定国,  周胜丰

(南京理工大学 理学院, 南京 210094)

(傅衣铭推荐)

摘要:  研究由 N 柔性杆和N 柔性铰组成的空间机器人的动力学问题# 把柔性铰简化成一个线性

扭转弹簧,采用假设模态法表示杆件的弹性变形, 运用 Kane 方法对全柔机器人进行动力学建模,

推导出完整的系统动力学方程组# 通过一个数值仿真算例, 验证所做工作的可行性, 并分析了柔

性效应对机器人动力学响应的影响# 
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引   言

在机器人动力学特性分析中通常将机器人系统模化为由刚性杆和刚性铰组成的多刚体系

统[ 1, 2] ,然而,随着机器人朝着高速、轻质方向发展,机器人各部件的弹性变形对机器人末端的

运动精度和系统振动等产生了不可忽视的影响# 传统的多刚体系统模型已经无法正确描述实

际的机器人系统的动力学问题,柔性效应对机器人动力学特性的影响受到了各国学者的高度

重视# 机器人系统的柔性主要包括臂杆的柔性和铰的柔性,文献[ 3]至文献[ 10]研究了臂杆柔

性铰为刚性情形,而文献[ 11]至文献[ 15]研究了刚性杆柔性铰情形# 少数研究者还研究了柔

性杆和柔性铰并存情形[ 16~ 18] ,然而从其给出的算例看,只停留在单杆的模型上,少见多杆情

形# 本文研究了由 N 柔性杆和N 柔性铰连接而成的全柔空间机器人的动力学问题,采用Kane

方法推导全柔机器人的动力学方程,并研制了相应的动力学仿真软件# 文末通过一个算例说

明了本文所作的工作,并分析了柔性效应对机器人动力学响应的影响# 

1  柔性机器人的物理模型

考虑具有 N 个柔性铰和N 个柔性杆的空间开链式机器人,驱动器是直流发动机, 安装在

臂杆上# 

1. 1  柔性铰的模型简化
考虑转动柔性铰的情形,在小变形的情况下, 柔性铰可以简化为一个刚度系数为 ki 的线

性扭转弹簧, ki综合考虑了驱动器和传动系统的刚度, 设 qi为杆 i 的理论转角, Ei 为扭转弹簧
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所引起的变形转角, Hi为杆i的实际转角, 则 Hi = qi+ Ei# <i是第i个驱动转子的转角, N i为传

动系统的传动比,则有 <i = N iqi# 

1. 2  柔性杆件的简化模型
假设所研究的机器人的臂杆为长形杆,且每个臂杆的长细比很大, 故可把杆件视为 Euler_

Bernoulli梁, 忽略剪切变形和微元转动惯量的影响# 臂杆作大范围刚性运动, 而由杆件变形引

起的弹性位移很小# 

2  柔性机器人的运动学

2. 1  坐标系的建立和坐标系变换
对于第 i 杆件, 建立 4个正交坐标系, 坐标系( X bYbZb) i 固定在第 i 杆件的近端(在铰 i

处) , X b 沿杆件 i 未变形时的中心轴, 这个坐标系作为第 i 杆件的基础参考系 # 坐标系

( X dYdZ d) i固定在杆件 i 的远端 (在铰 i + 1 处)# 在杆件 i 未变形时, ( X dYdZ d) i 看作是

( X bYbZ b) i 沿杆件 i 的轴线方向平移杆件 i 的长度L i 而成 # 坐标系(H xH yH z ) i 是杆件 i 的

Denavit_Hartenberg[ 1] 坐标系,固定在第 i 杆件的远端# 坐标系( X dYdZ d) i 与坐标系(H xH yH z ) i

之间的4 @ 4齐次变换矩阵 dH i是一个常数阵,坐标系(H xH yH z)
c
i 固定在杆件 i的近端,铰 i未

动作时, ( H xH yH z )
c
i 与(H xH yH z) i- 1重合, 它们之间的变换矩阵 HH

i- 1
i 只是 Hi 的函数# 坐标系

(H xH yH z )
c
i 与( X bYbZb) i之间的变换矩阵Hbi也是一个常数阵# 定义铰 i变换矩阵 Ti为从坐

标系( X dYdZ d) i- 1到坐标系( X bYbZb) i的变换矩阵,则

  Ti = dHi- 1HH
i- 1
i Hbi , ( 1)

显然 Ti只是变量Hi的函数# 定义 Ei是杆件i的变形变换矩阵, 即从坐标系( X bYbZb) i到杆件

i 变形后坐标系( X dYdZd) i的变换矩阵# 由于杆件 i 的变形是微变形,故 Ei可以近似表达为

  Ei = Ei 1+ Ei2 ( 2)

其中

  Ei1 =

1 0 0 L i

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

, Ei2 =

 0 - Ui3  Ui2 Di1

 Ui3  0 - Ui1 Di2

- Ui2  Ui1  0 Di3

 0  0  0 1

, ( 3)

其中 Ui = ( Ui1 U
i
2 U

i
3)

T和 Di = ( Di1 D
i
2 D

i
3)

T分别是杆件 i在坐标系( X dYdZ d) i处的弹性变形角

位移和弹性变形线位移# 

令 A
i- 1
i 是坐标系( X bYbZb) i- 1到( X bYbZb) i 之间的 4 @ 4齐次变换矩阵, 则

  A
i- 1
i = Ei- 1T i =

R
i- 1
i p

i- 1
i

0 1
, ( 4)

其中 R
i- 1
i 是 3 @ 3 方向余弦矩阵, 0 是 1 @ 3 零矩阵, p i- 1

i 是从 ( X bYbZb) i- 1 的原点指向

( X bYbZ b) i 的原点的矢量在坐标系( X bYbZ b) i- 1中的坐标列阵# 

2. 2  广义速率的选取
采用假设模态法描述杆件的变形,则杆件 i 上在 x 处微元的变形角位移和变形线位移分

别可以表示为

  Ui = 6
n
i

k= 1

Uik ( x ) e
i
k( t ) , ( 5)
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  Di = 6
n
i

k= 1

Dik ( x ) e
i
k( t ) , ( 6)

其中, e
i
k 是杆件i的第k 个模态坐标,是时间 t的函数; n i为臂杆i的模态数; U

i
k、D

i
k是杆件i的

第 k 个模态矢量,是位置 x 的函数,各含有 3个分量 Uik j、D
i
k j ( j = 1, 2, 3)# 

按照文献[ 18]的方法,选取广义速率 Uj j = 1, ,, 2N + 6
N

i= 1

n i

  Uj = Ûqj ,   j = 1, ,, N , ( 7)

  Uj = ÛHj- N ,   j = N + 1, ,, 2N , ( 8)

  Uj = Ûeik ( t ) ,   j = 2N + 6
i- 1

r= 1
nr + k; 1 [ k [ ni ; i = 1, ,, N# ( 9)

2. 3  运动学分析
下面采用文献[ 10]和文献[ 18]给出的思路对机器人系统进行运动学分析# 定义杆件 i- 1

近端坐标系( X bYbZb) i- 1 的角速度为 Xi- 1
,远端坐标系( X dYdZd) i- 1的角速度为

* Xi- 1
, 则

   * Xi- 1
= Xi- 1

+ ÛUi- 1
, ( 10)

上式递推初始条件是: X
0
= 0, ÛU0 = 0, *

X
0
= 0# 

( X bYbZ b) i 的角速度为

  Xi = R
i
i- 1 * Xi- 1

+ H
i
zÛHi = R

i
i- 1 * Xi- 1

+ H
i
z UN+ i ,   i = 1, 2, ,, N# ( 11)

Xi的第j 个偏角速度 Xij 为

  Xij =

0   (1 [ j [ N ) ,

R
i
i- 1 X

i- 1
j = R

i
j- NH

j- N
z   (N < j < N + i ) ,

H
i
z   ( j = N + i) ,

0   (N + i < j [ 2N ) ,

R
i
mU

m
k   j = 2N + 6

m- 1

r = 1

n r+ k ; 1 [ k [ nm ; 1 [ m [ i - 1 ,

0   j > 2N + 6
m- 1

r = 1
nr ; m \ i ,

( 12)

对 Xi 求一次时间导数得杆件 i 的近端坐标系( X bYbZb) i 的角加速度Ei为

  Ei = R
i
i- 1E

i- 1
+ ( R

i
i- 1 * Xi- 1

) @ ( UN+ iH
i
z ) +

    ÛUN+ iH
i
z + R

i
i- 1( *

X
i- 1 @ ÛUi- 1

+ &Ui- 1
) , ( 13)

定义坐标系 ( X bYbZ b) i 的原点速度为 v
i
, 则

  v
i
= R

i
i- 1( v

i- 1
+ Xi- 1 @ p

i- 1
i + ÛDi- 1

) , ( 14)

于是 v
i 的第j 个偏速度 v

i
j 为

  v
i
j =

0   (1 [ j [ N) ,

R
i
i- 1( v

i- 1
j + Xi- 1

j @ p
i- 1
i )   (N < j < N + i) ,

0   (N + i [ j [ 2N ) ,

R
i
i- 1( v

i- 1
j + Xi- 1

j @ p
i- 1
i )   2N < j [ 2N + 6

i- 2

r = 1
nr ,

R
i
i- 1 D

i- 1
k   j = 2N + 6

i- 2

r= 1

nr + k; 1 [ k [ ni- 1 ,

0   j > 2N + 6
i- 1

r= 1

nr ,

( 15)
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对 v
i 求一次时间导数得坐标系( X b YbZb) i 的原点的加速度 a

i 为

  a
i
= R

i
i- 1[ a

i- 1
+ Ei- 1 @ p

i- 1
i + Xi- 1 @ ( Xi- 1 @ p

i- 1
i ) + 2Xi- 1 @ ÛDi- 1

+ &Di- 1
]# ( 16)

递推初始条件: a
0
= - g

0
,其中 g

0
为重力加速度# 

设杆件 i 任一点p 变形前的位矢为 r
i
p ,变形量为 Dip ,则其速度 v

i
p 和第j 个偏速度 v

i
p j 分别为

  v
i
p = v

i
+ Xi @ ( r

i
p + Dip ) + 6

n
i

k= 1

Dip kÛe ik( t ) , ( 17)

  v
i
p j =

v
i
j + Xij @ ( r

i
p + Dip )   j [ 2N + 6

i- 1

r = 1

n r ,

Dip k   j = 2N + 6
i- 1

r= 1

nr + k ; 1 [ k [ ni ,

0   j > 2N + 6
i

r = 1

nr ,

( 18)

p 点的加速度a
i
p 为

  a
i
p = a

i
+ Ei @ ( r

i
p + Dip ) + Xi @ [ Xi @ ( r

i
p + Dip ) ] + 2 Xi @ ÛDip + &Dip# ( 19)

3  柔性机器人的动力学方程

下面我们运用Kane 法来推导系统的动力学方程, 并遵循文献[ 10]和文献[ 18]给出的推导

过程# 

3. 1  系统的广义主动力
在用Kane法时,不仅要考虑全部主动力对广义主动力的贡献, 同时还必须考虑柔性杆件

的内力和柔性铰的内力对系统广义主动力所作的贡献# 

¹ 相邻杆件之间的理想约束力对系统广义主动力的贡献为0# 

º 重力对系统广义主动力的贡献实际上已经由公式( 16)的初始条件考虑了,不用另求# 

» 施加在铰 i 处的驱动力矩为 Si , 它对应的第 j 个广义主动力为

  ( FA )
i
j =

Si ,   i = j ,

0,   i X j ,
( 20)

所有驱动力矩 Si ( i = 1, 2, ,, N ) 所对应的第 j 个广义主动力为

  ( FA ) j = 6
N

i= 1
( FA )

i
j =

Sj ,   1 [ j [ N ,

0,   j > N# 
( 21)

¼柔性杆的内力对系统广义主动力的贡献

柔性杆 i 的内力对第j 个广义主动力的贡献为(忽略柔性杆件的拉压和扭转)

  ( FL )
i
j = - Q

L
i

0
EiIi

52 Dip
5x 2 # 52

5x 2( D
i
p j )dx , ( 22)

其中, x 为变形前微元 p 沿梁长度方向离( X bYbZb) i 坐标原点的距离, E iIi为截面的弯曲刚度# 

所有柔性杆的内力对第 j 个广义主动力的贡献为
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  ( FL ) j = 6
N

i= 1

( FL )
i
j =

0,   j [ N ,

0,   N < j [ 2N ,

6
N

i = m

( FL )
i
j ,

   2N + 6
m- 1

r= 1
nr < j [ 2N + 6

m

r= 1
n r; 1 [ m [ N# 

( 23)

½ 柔性铰的内力对广义主动力的贡献# 

根据文献[ 18]得,第 i 柔性铰的内力对第j 个广义主动力的贡献( FJ)
i
j 为

  ( FJ )
i
j =

ki Ei ,   j = i ,

- kiEi ,   j = N + i ,

0,   j X i ; j X N + i ,

( 24)

于是所有柔性铰的内力对第 j 个广义主动力的贡献( FJ ) j 为

  ( FJ ) j = 6
N

i= 1

( FJ)
i
j =

kj Ej ,   j [ N ,

- kj- N Ej- N ,   N < j [ 2N ,

0,   j > 2N# 

( 25)

3. 2  系统的广义惯性力

系统的广义惯性力由杆件的广义惯性力和驱动转子的广义惯性力构成, 下面分别求出这

两部分的广义惯性力# 

¹ 柔性杆对广义惯性力的贡献
设第 i 柔性杆上p 处微元的质量为 dm, 则其第 j 个广义惯性力为

  d( F*
L )

i
j = - v

i
pj#aipdm, ( 26)

于是整个杆件 i 的第j 个广义惯性力为

  ( F
*
L )

i
j = QQQi

d( F
*
L )

i
j = - QQQi

v
i
p j#aipdm, ( 27)

将公式( 18)代入公式( 27)得

  ( F
*
L )

i
j =

- QQQi
( v

i
j + Xij @ *

r
i
p )#aipdm   j [ 2N + 6

i- 1

r = 1
nr ,

- QQQi
Dip k#a ip dm   j = 2N + 6

i- 1

r= 1
nr + k; 1 [ k [ n i ,

0   j > 2N + 6
i

r= 1
n r ,

( 28)

其中

  *
r
i
p = r

i
p + Dip = r

i
c + r

i
cp + Dip , ( 29)

公式( 29)中的 r
i
c是杆件 i 的质心位置矢量, ricp 是质心到p 点的矢量# 

公式( 28)中的第 1行还可以进一步表达成

  ( F
*
L )

i
j = - v

i
j#QQQi

a
i
p dm- Xij#QQQi

(
*
r
i
p @ a

i
p )dm = - v

i
j#F*

i - Xij#T*
i , ( 30)

公式( 30)中的 F
*
i 和T

*
i 分别表示为

  F
*
i = QQQi

a
i
pdm = Mi [ a

i
+ E

i @ r
i
c + X

i @ ( X
i @ r

i
c) ] +

      E
i @ E

i
+ X

i @ ( X
i @ E

i
) + 2 X

i @ ÛEi
+ &Ei

, ( 31)
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其中

  E
i
= QQQi

Dip dm = QQQi 6
n
i

k= 1
Dip ke

i
k( t )dm = 6

n
i

k= 1
E
i
k e

i
k ( t ) , E

i
k = QQQi

Dip k dm,

和

  T
*
i = QQQi

(
*
r
i
p @ a

i
p )dm =

    ( M ir
i
c+ E

i
) @ a

i
+

*
I
i#Ei + X

i @ (
*
I
i# Xi ) + 2A

i
+ B

i
, ( 32)

其中

  A
i
= QQQi

 *
r
i
p @ ( Xi @ ÛDip) dm = QQQi

[ (
*
r
i
p#ÛDip ) Xi - (

*
r
i
p# Xi )ÛDip ] dm =

    QQQi
 *

r
i
p# 6

n
i

k= 1
Dip kÛe ik( t ) Xidm - QQQi

[ (
*
r
i
p# Xi )ÛDipdm =

    6
n
i

k= 1

h
i
kÛe ik( t ) Xi - QQQi

( Xi# *
r
i
p) ÛDip dm,

  h
i
k = QQQi

(
*
r
i
p#Dip k)dm,

  B
i
= QQQi

 *
r
i
p @ &Dip dm = QQQi

 *
r
i
p @ 6

n
i

k= 1
D
i
p k &e ik( t )dm = 6

n
i

k= 1
H

i
k &e ik( t ) ,

  H
i
k = QQQi

(
*
r
i
p @ Dip k) dm,

M i为杆件的质量,
*
I
i 为杆件 i变形后关于坐标系( X bYbZb) i原点的惯量张量, 微变形时,

*
I
i

近似等于杆件 i 变形前惯量张量# 

公式( 28)中的第 2行可表达为

  ( F
*
L )

i
j = - a

i#Ei
k + Ei#Hi

k + Xi#( Qi
k - h

i
k X

i
) +

       2Xi# 6
n
i

j= 1
R
i
j kÛe ij ( t ) + 6

n
i

j = 1
r
i
j k&eij ( t ) , ( 33)

其中

r
i
j k = QQQi

( Dipj#Dipk)dm, Ri
j k = QQQi

( Dip j @ Dip k)dm, Q
i
k = QQQi

( Dip k#Xi ) * r ip dm# 

整个机器人的所有杆件所对应的广义惯性力 ( F
*
L ) j 为

  ( F
*
L ) j = 6

N

i= 1
( F

*
L )

i
j =

0   ( j [ N ) ,

6
N

i= j- N

( F
*
L )

i
j   (N < j [ 2N ) ,

6
N

i= m

( F
*
L )

i
j ,

  2N + 6
m- 1

r= 1
nr < j [ 2N + 6

m

r= 1
nr; 1 [ m [ N ,

( 34)

º 转子对广义惯性力的贡献

由文献[ 18]得,系统转子对广义惯性力的贡献 ( F
*
r ) j 为

  ( F
*
r ) j = 6

N

i= 1
( F

*
r )

i
j =

- I
j
rN

2
j &qj ,   1 [ j [ N,

0,   j > N,
( 35)
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其中 I
j
r 是第j 个转子沿自转轴的转动惯量# 

3. 3  柔性机器人动力学方程

将式( 21)、( 23)、( 25)、( 34)、( 35)代入Kane 方程

  ( FA ) j + ( FL ) j + ( FJ ) j + ( F
*
L ) j + (F

*
r ) j = 0, ( 36)

得到柔性机器人动力学方程为

  I
j
r N

2
j &qj - kj Ej = Sj ,   1 [ j [ N , ( 37)

  6
N

i = j- N

( F
*
L )

i
j - kj- N Ej- N = 0,   N < j [ 2N, ( 38)

  6
N

i= m

( F
*
L )

i
j + 6

N

i= m

( FL )
i
j = 0,   2N + 6

m- 1

r = 1

nr < j [ 2N + 6
m

r = 1

nr ; 1 [ m [ N , ( 39)

上述方程( 37) ~ ( 39)共有 2N + 6
N

i = 1
ni 个方程, 含有 2N + 6

N

i= 1
n i 个未知数, 动力学方程自行封

闭,能积分求解# 

4  数值仿真实例

本实例是由 2柔性杆和 1刚性杆连接而成的 3杆件机器人及其对应的刚性机器人的数值

仿真,图 1和图 2分别是该机器人简化模型的正视图和俯视图# 柔性杆件的长细比很大, 可视

为Euler_Bernoulli梁, 3个铰都为柔性转动铰# 柔性杆长 L1 = L 2 = 7. 11 m, 刚性杆长 L3 =

11358 9 m, 3杆件的质量分别为M 1= 314. 88 kg, M2 = 279. 2 kg, M3 = 455. 62 kg# 铰的柔性简

化弹簧刚度系数 k1 = k2 = k 3 = 1. 33 @ 106Nm/ rad, E1I 1 = E2I 2 = 3. 8 @ 106Nm2# 由图示位

置静止释放下落# 

  图 1 3杆柔性机器人正视图       图 2  3杆柔性机器人俯视图

 图 3  H1的变化曲线图     图 4 H2 的变化曲线图    图 5  H3的变化曲线图

仿真的部分结果如图 3~ 图 10所示# 这些图都是柔性机器人与其相应刚性机器人同一

运动参数的对照图, 实线代表柔性机器人的运动参数变化图,虚线代表刚性机器人的运动参数
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 图 6  ÛH1的时间变化率     图 7 ÛH2 的时间变化率    图 8  ÛH3的时间变化率

图 9 第 2杆末端弹性变形位移        图 10  第 2杆末端弹性变形速度

变化图# 从图 3~ 图 5看出 Hi ( i = 1, 2, 3) 在两种情形下较接近,而从图 6 ~ 图 8中可以看出

ÛHi ( i = 1, 2, 3) 在柔性时有明显的波动,两种情形有较大差别# 图 9和图10分别表示了第 2柔

性杆末端的弹性变形位移和弹性变形速度, 而刚性机器人的变形为 0# 从这些结果可以看出

机器人结构的柔性对其动力学性态的影响,忽略这些柔性效应, 将在机器人动力学建模和控制

中带来错误,柔性效应不容忽视# 
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Dynamic Analysis of Flexible_Link and

Flexible_Joint Robots

ZHANG Ding_guo,  ZHOU Sheng_feng

( School of Sciences , Nan jin g Univer sity of Scien ce an d Technology ,

Nanjing 210094, P . P . China )

Abstract: The dynamic modeling and simulation of an N_flexible_link and N_flexible_joint robot was

reported. Each flexible joint is modeled as a linearly elastic torsional spring and the approach of as-

sumed modes was adopted to describe the deformation of the flexible_link. The complete governing e-

quations of motion of the flexible_link_joint robots were derived via Kane. s method. An illustrative ex-

ample is given to validate the algorithm presented and to show the effects of flexibility on the dynam-

ics of robots.

Key words: flexible robot; dynamics; numerical simulation; modeling
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