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结构动力学逆特征值问题的同伦解法
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摘要:  将结构动力学反问题视为拟乘法逆特征值问题, 利用求解非线性方程组的同伦方法来解

决结构动力学逆特征值问题,这种方法由于沿同伦路径求解,对初值的选取没有本质的要求, 算例

说明了这种方法是可行的# 
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引   言

结构设计、参数识别、模型修改等问题是结构动力学中常要解决的问题# 这类问题属于结

构动力学反问题,它的特点是无论正问题是否为线性问题,反问题均是非线性问题, 因此解决

这类问题计算量较大# 一般是将其描述为一类关于设计变量的函数[ 1~ 5] , 转化为一个等价的

非线性方程组, 然后利用 Newton法求解[ 6] ,Newton迭代法是局部二次收敛的一种算法, 初值在

真解附近时收敛很快,初值选取不当,结果有可能发散# 

实际结构如飞行器结构比较复杂, 设计变量比较多,相应的逆特征值问题求解要求迭代初

解与真解充分靠近, 但往往由于很难取得满足收敛条件的初值而使计算失效# 此外,一般也只

能求得问题的个别解,而这些解并不一定是实际问题所需要的, 收敛性问题是工程计算中经常

碰到的一个难题# 在代数特征值反问题中,常见的有加法问题和乘法问题,类似Allgower 等
[ 7]

提出非线性方程组的同伦方法, Chu[ 8]和徐树方[ 9]亦给出了求解经典代数特征值反问题中的加

法问题的同伦方法, 其基本思想是首先将加法问题转化为等价的方程组,然后利用同伦算法求

解# 同伦方法通过引入一个变量 t I [ 0, 1] ,构造一个F t ( x ) 形式,使得 F t ( x ) 是从R
n @ [ 0, 1]

到R
n
的一个连续映射,而F 0( x ) 和 F1( x ) 是一个同伦,根据同伦不变量定理,能够确定其映射

度, 由Kroneeker定理可以给出解的存在性,并且 F1( x ) 的解就是我们需要的解# 求解时把平

凡映射 F0( x ) 的零点与 F1( x ) 的零点一一对应地用同伦路径连接起来, 这个特点对初值的选

取没有本质限制,具有整体收敛性# 结构动力学反问题实质上是一个广义逆特征值问题中的

乘法问题[ 10] ,由于不能严格满足经典乘法问题条件,本文提出将其看作拟乘法问题,基于经典
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代数特征值反问题的理论研究了同伦方法解的存在性和数值算法# 为保证非线性方程求解过

程是沿同伦路径进行的, 采用经典的预估_校正方法时,首先用梯度法选取初值,使其在同伦路

径上,然后用Newton迭代法进行校正,发挥两种算法各自长处# 为保证计算精度, 对特征向量

进行正交化,算例说明了本文方法是可行的# 

1  结构动力学中的逆特征值问题

1. 1  含参数动力学特征值问题

对于如下的动力特征方程

  KX = MX 8 , ( 1)

其中 K是结构刚度矩阵, M是质量矩阵, X = ( x 1, x2, ,, x n) 是振型矩阵, 8 = diag( X11, X
2
2,

,, X2n) 是频率矩阵(diag(#) 表示对角矩阵, I 表示单位矩阵) ,并且满足下列条件

  X
T
MX = I , ( 2)

  X
T
KX = 8# ( 3)

考虑到一般只能提供低阶动态信息,这时

  X
T
rMXr = Ir , ( 4)

  X
T
rKXr = 8 r# ( 5)

其中 Xr = ( x 1, x 2, ,, xr) , 8 r = diag( X21, X
2
2, ,, X2r) ( r [ n) 分别为低阶的振型和频率# 众

所周知,结构的刚度和质量矩阵是由结构的物理参数和几何参数决定的,不妨假设这组参数为

p = ( p 1, p 2, ,, p n)
T
,其中元素代表弹性模量、材料密度,则刚度矩阵和质量矩阵是物理参数p

的函数,分别表示为 K( p) , M( p) , 类似于文献[ 1~ 5]的动力模型假设,有

  K(p ) = 6
n

i= 1
Ki ( p ) , M( p ) = 6

n

i= 1
Mi ( p)# ( 6)

1. 2  求解方法

为了确定参数 p, 建立下面非线性方程组

  Xi ( p ) - X
*
i = 0   ( i = 1, ,, r )# ( 7)

本文采用Newton法解式( 7)表示的非线性方程组,令

  gi ( p ) = Xr( p) - X*i   ( i = 1, ,, r )# ( 8)

其中 g( p) = ( g1( p) , g2( p) , ,, g r( p ) )
T# 

2  同伦方法理论背景

2. 1  拟乘法逆特征值问题

经典乘法逆特征值问题提法[ 11] :给定矩阵 A I R
n@ n和 + = diag( K1, K2, ,, Kn ) I R

n@ n
,

并且 A = A
T
,求 X = diag( x 1, x 2, , xn ) I R

n@ n
,使得 L( XA) = L( + ) 成立,其中 L(#) 表示

矩阵特值从大到小排列所得到的向量# 而对于结构动力学而言,理论上刚度和质量矩阵具有

正定性, 8 = diag( X21, X
2
2, ,, X2n) 是频率矩阵,如果令

  A(p ) = K( p ) , X( p) = M
- 1

(p )# ( 9)

可以给出类似于经典乘法问题的拟乘法问题提法:给定 8 = diag( X
2
1, X

2
2, ,, X

2
n ) I R

n@ n
,对

于 A(p ) = K( p) , X( p) = M
- 1

( p ) I R
n@ n

,并且 A( p ) = A( p)
T
,求 p = ( p 1, p 2, ,, pn ) , 使

得
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  L( X( p) A( p) ) = L( 8)

成立# 

2. 2  同伦的构造

参照文献[ 11]的做法,令

  F(p , t ) = L( X( p) ( I + t( A( p) - I) ) ) - X
2
, ( 10)

其中, X2 = ( X2i ) , t I [ 0, 1] ,则 F( p , t ) 是从 R
n @ [ 0, 1] 到 R

n 的一个连续映射,并且有:

  F0(p ) = F( p , 0) = L( X(p ) ) - X2 ( 11)

  F1(p ) = F( p , 1) = L( X(p ) A(p ) ) - X2, ( 12)

F (p , t ) 是一个同伦,与经典乘法问题相比较, X( p) 不再是对角矩阵, 而是一个满阵,并且是p

的函数# 显然拟乘法问题比经典乘法问题复杂的多# 

3  数值计算过程

3. 1  初值预估

如从 F0( p) 的对应零点 x
(0)
P 出发,能够算出 F( p , tk) = 0的近似解,要用梯度法对 F( p ,

t k+ 1) = 0的解进行初值预估, 梯度法的迭代格式为

  �pk+ 1
= �p ( k )

- A
¨F( �p ( k )

, tk )

+¨F( �p ( k )
, tk ) +

, ( 13)

其中- F̈(�p ( k )
, tk) / + F̈ (�p ( k )

, tk) + 为搜索方向, A表示步长# 

预估过程中,令 tk+ 1 = tk + hk+ 1, hk+ 1是预估步长# 为使计算结果在同伦路径上,每次迭

代后, 需要判断所求 �p ( k+ 1) 是否属于集合 7 , 根据文献[ 9] , 7 中的元素要求满足一定排列顺

序,这个条件很难满足,当 hk+ 1 很小时, �p ( k ) 和 �p ( k+ 1) 很靠近,通过对 �p ( k+ 1) 的分量重新排列,

使排列后的 �p (k+ 1) 属于集合 7# 

3. 2  校正

由式( 13)获得满足同伦路径的初解后, 用Newton迭代法计算,迭代格式为

  Fc(�p ( k )
, tk) $�p

( k )
= F(�p

( k )
, tk) , ( 14)

  �p ( k+ 1)
= �p

( k)
- $�p

( k )# ( 15)

由下式判断 �p (k+ 1) 是否进入Newton域,对于任意给定的 E, 如果

  +F (�p
( k+ 1)

, tk+ 1) + ] < E, ( 16)

则令 y
( 0)

= �p
( k+ 1)

,用式(14)、(15) 迭代两次,得 y
(1)

, y
(2)

, 判断

  +y
(1)

- y
(0) +2 [ +y

(2)
- y

(1) +2 ( 17)

是否成立, 如果成立则认为进入 Newton域, 用Newton 法继续迭代, 如果不成立, 则改变 tk+ 1步

长 hk+ 1为原来的二分之一(即 0. 5hk+ 1) ,大小按照式(13) 重新计算 �p ( k+ 1)# 

3. 3  正交化

由于计算过程的舍入误差,由式( 1)所产生的向量 X1, X2, ,, Xn 之间可能会失去正交性,

计算表明严重影响收敛速度,为改善向量 X1, X2, ,, Xn 之间的正交性,需要对其进行必要的

修正,对这个问题的处理,本文参考文献[ 12]的做法

  Xi = X
(

i ( X
( T

iMX
(

i )
- 1/ 2# ( 18)

3. 4  计算步骤

1) 选择初值 p
(0)

,预估步长 hk+ 1和精度 E,设 k = 0, t 0 = 0;
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图 1 2单元悬臂梁模型

2) 当 p = p
k时, 用有限元方法计算 K( p

( k)
)

和M( p
( k )

) ;

3) tk = tk- 1+ hk+ 1,求特征方程 KX = MX 8

特征值 Xi ( p
( k )

) 和相应的特征向量 Xi ( p
( k )

) , 构

造 F (p
( k )

, tk) ,对特征向量按照式( 18)正交化;

4) 计算 Fc( p ( k )
, tk ) ;

5) 按梯度法计算 �p ( k+ 1)
,重排 �p ( k+ 1)

;

6) 令 y
(0)

= �p ( k+ 1)
, 按 Newton 法计算 y

(1)
,

y
(2)

, 检验式(17) 是否成立, 如果成立, 继续; 否则

令步长 hk+ 1 = 0. 5hk+ 1, 执行步骤 3;

7) 计算 y
( i )

,使 +F( �p ( k+ 1)
, tk+ 1) + ] < E;

8) 若 tk = 1,完成;否则令 k = k + 1和重复步骤2) ~ 7)# 

4  数 值算 例

算例 1  以文献[ 13]中的二单元悬臂梁模型作为算例, 分成 2个单元, 每个单元长 l = Q

= 1,横截面积 A = 420, E = 1 000,以惯性矩为设计变量,给定前 2阶特征值 K1 = 3. 68, K2 =

16. 57,用本文方法设计出的惯性矩分别为 Iy = 2, Iz = 9, 与真实结果一致# 

( a) Newton 法                ( b) 同伦法

图 2  特征向量正交化情形下的迭代过程

算例 2  取自文献[ 4] ,图 4表示一个 10杆桁架结构,弹性模量 E = 7. 0 @ 1010N/m2
,质量

密度 Q= 2 770 kg/ m3
, g = 9. 81 m/ s2, 以横截面积为设计变量,最小单元面积为 0. 5cm2# 

表 1 给定部分频率的桁架结构截面积设计

给定频率

X/ (Hz)
区段

各杆截面积 A / ( cm2)

1 2 3 4 5

X1 = 10

X2 = 15

1 74. 62 80. 54 17. 23 46. 90 0. 50

2 8. 03 39. 83 81. 39 70. 17 30. 81

X1 = 5

X2 = 15

1 17. 55 6. 71 14. 87 25. 99 10. 41

2 8. 29 11. 45 5. 00 5. 00 12. 94

结果与文献[ 4]一致# 
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( a) Newton 法                ( b) 同伦法

图 3 特征向量未正交化情形下的迭代过程

5  结 束语

本文提出用同伦方法来解决结构动力学逆特征值问题,采用将结构动力学逆特征值问题

图 4 10 杆桁架结构

视为一类拟乘法逆特征值问题# 算例表明用同伦方法

求解结构动力学中广义逆特征值问题是可行的, 从算例

可以看出, 是否采取特征向量正交化措施, 对收敛速度

的影响极大# 尽管同伦方法的计算量一般情况要大于

Newton法, 由于计算过程中不断要寻找同伦路径, 因此

耗时多也是自然的# 但是它在理论上解决了初值的选

取过程,工程上是很有意义的# 
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Homotopy Solution of the Inverse Generalized

Eigenvalue Problems in Structural Dynamics

LI Shu,  WANG Bo,  HU Ji_zhong

( In stitute of Air cr aft Design , Beijing Univ er sity of Aeronautics &

Astr onautics , Beijing 100083, P . R . Chin a )

Abstract: The structural dynamics problems, such as structural design, parameter identification and

model correction, are considered as a kind of the inverse generalized eigenvalue problems mathemat-i

cally. The inverse eigenvalue problems are nonlinear. In general, they could be transformed into nonlin-

ear equations to solve. The structural dynamics inverse problems were treated as quasi multiplicative

inverse eigenalue problems which were solved by homotopy method for nonlinear equations. This

method had no requirements for initial value essentially because of the homotopy path to solution. Nu-

merical examples were presented to illustrate the homotopy method.

Key words: structural dynamics; homotopy method; inverse problem
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