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基于 Roe格式的可压与不可压流
的统一计算方法

X
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(上海大学, 上海市应用数学和力学研究所, 上海 200072)

(戴世强推荐)

摘要 :  以 Navier_Stokes 方程为基础, 基于有限体积的时间推进的预处理技术,提出了一个可以用

来求解可压与不可压流场的统一的计算方法# 原始变量选用压力、速度与温度, 通过矩阵变换与

重构,使得对流项系数矩阵在可压与不可压条件下都不会奇异, 将可压与不可压流场的计算方法

统一起来# 采用Roe格式计算对流通量, 采用中心差分格式计算扩散通量# 算例表明, 该方法可

以进行高Mach 数、中等Mach 数、低 Mach 数及不可压流场的计算# 由于采用了 Roe格式, 该方法还

可以捕获不连续流场的间断面# 
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引   言

在跨音、超音及高超音流场计算方面,时间推进技术已经被证明是一种很好的方法# 当求

解跨音及超音流场时,这种方法具有很好的稳定及收敛特性# 然而, 在低Mach数区域内,当速

度 U与音速 c 相比很小时( U n c) , 时间相关的流体力学方程组的对流项系数矩阵的几个特

征值不处于同一数量级, 方程组奇异,此时,时间推进方法就很难收敛# 采用可压流场解法求

解低Mach数流动问题仍然是当前计算流体力学的一个难题# 压力校正法是求解不可压流场

的基本方法,时间推进法在不可压流场的求解中很难发挥作用# 设计一种具有高效率与高稳
定性的、能够同时处理可压与不可压、高Mach数与低Mach数的统一的时间推进的流体力学计

算方法很有意义# 预处理技术通过一系列矩阵变换,使得对流项系数矩阵的特征值与Mach数

无关且所有特征值始终处于同一数量级,这样, 不管对高Mach数与低Mach数、可压还是不可

压流动,时间推进解法都可以获得令人满意的稳定的收敛解# 

在现有的文献中,已有不少预处理技术的报道,有些是关于通用意义上的预处理方法的论

述,即不论是可压还是不可压、高Mach数还是低Mach数,该方法都适用;有些则将精力集中于

低Mach数流动方面# Turkel
[ 1]
和 Guillard等人

[ 2]
讨论了求解不可压与低Mach数可压流场的预
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处理方法; Stort i等人[ 3]报导了一个用于求解不可压流的显式预处理技术; Weiss等人[ 4]将预处

理技术应用于变密度与常密度流动中; Merkle 等人[ 5]将预处理技术推广到适用于工质的任意

状态方程; Choi等人[ 6]和Weiss等人[ 4]考虑了粘性流动的预处理技术; Edwards[ 7]采用 AUSM+

格式,将预处理技术推广到各种速度下的真实流体# 

Roe格式[ 8]具有自动捕获不连续流场中间断面的强大功能# 为了使研制的程序不但能够

统一可压与不可压流场的计算方法,而且能够捕获如激波、气液两相流的交界面等间断面,本

文提出了基于高阶隐式逆风Roe格式的有限体积预处理方法# 文中给出了控制方程及其预处
理矩阵,导出了预处理方法中用到的特征值及特征向量及 Roe矩阵# 

1  控 制方 程

三维曲线坐标系 ( N, G, F) 下的连续方程、动量方程与能量方程可以表达如下:

  5W
5t

+
5E
5N+

5F
5G+

5G
5F=

5EM

5N +
5FM

5G +
5GM

5F+ S , ( 1)

这里, W为未知的守恒型变量, E、F和 G是无粘通量, E
M、FM、GM是扩散项, S 是源项;

  W=

Q

Qu

Qv
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Qe

, E =

QU

QUu + pNx

QUv + pNy

QUw + pNz

( Qe + p ) U
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QW

QWu + pFx

QWv + pFy

QWw + pFz
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,

  U = V#l , V = V#m, W = V#n ,

Q是密度, w、v、u分别是x、y和z方向上的速度分量, e是单位质量上的总内能, p 是静压, Qe =

QH - p = Q( h + ( u
2

+ v
2

+ w
2
) / 2) - p , H 是总焓, h 是静焓, V = ui + vj + wk, l = Nx i +

Ny j + Nz k, m = Gx i + Gy j + Gz k, n = Fx i + Fy j + Fz k# 

为了使方程组封闭, 采用任意的状态方程来描述密度、压力与温度之间的关系, Q= Q( p ,

T )# 如对理想气体, Q= p / ( RT ) ;对实际气体,可以用 Redl ich_Kwong状态方程, p = RT / ( M-

b) - a/ ( M( M+ b) T ) , 也可以用Van der Waals状态方程( p = RT / ( M- b) - a/ M2
) ;对不可

压流体,用密度 Q为常数作为状态方程# 

2  预 处理

将方程( 1)中的守恒型未知变量 W转化为原始变量 Q,并引入预处理矩阵 #, 得到下式:

  #
5Q
5t

+
5E
5Q

5Q
5N+

5F
5Q

5Q
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5G
5Q

5Q
5F=

5EM

5Q
5Q
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5Q
5Q
5G+

5GM

5Q
5Q
5F+ D# ( 2)

这里预处理矩阵 #依赖于所选用的原始变量,如 Q = ( p , u , v , w , T ) ,文献[ 4] 中给出了如下

形式的 #:

  # =

( 0 0 0 QT

u ( Q 0 0 uQT

v ( 0 Q 0 vQT

w ( 0 0 Q wQT

H ( - 1 Qu Qv Qw QTH + Qcp

, Ur =

Ec,    当 | V | < Ec,

| V | ,   当 Ec < | V | < c,

c,    当 | V | > c,

这里, ( = 1/ U
2
r - QT / ( Qcp ) , QT = 5Q/ 5T , cp = 5 h/ 5T , E是一个很小的数, | V | 是绝对速

度# 
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3  特征值与特征向量

让 Ar = #
- 1

(5E /5Q) , Br = #
- 1

(5F / 5Q) , Cr = #
- 1

(5G/ 5Q) ,以 Ar 为例,可以导出 Ar

的特征值为( U, U, U, Û + Cc, Û- Cc) ,其中 Û = ( 1- A) U, Cc = A
2

U
2

+ ( Url )
2
, A= ( 1-

BU2
r) / 2, B= 5Q/5p - QT / ( Qcp )# 

对理想气体, B可以化简为1/ c
2
, A= 0,所以当 Ur = c时,预处理方法中 Ar的特征值与传

统的方法中对流项系数矩阵的特征值完全一样, 即这时用预处理方法与不用预处理方法是等

效的; 当速度很低时,如果用传统方法, U n c, 相对于声速 c, U是小到可以忽略的量, 因此几

个特征值不处于同一量级,方程组是病态的, 但在预处理方法中, Ur = Ec, A y 0. 5, Ar 的所有

特征值与速度U处于同一量级# 对恒密度的不可压流动, B= 0, A= 0. 5, Ar的所有特征值与

速度 U处于同一量级# 所以, 在预处理方法中, 不管工质的压缩性或流动Mach数如何, 所有

对流项系数矩阵的特征值都处于同一数量级,方程组不会奇异, 因此可能获得稳定的收敛解# 
矩阵 Ar 的左、右特征向量可以表达如下:
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这里 < = �UA- �c, U= �UA+ �c, J= ( Q2<2
+ 1) c

2
p + <2

, ; = ( Q2U2
+ 1) c

2
p + U2

, Nc2
x + Nc2

y

+ Nc2
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+ U
2
r# 

根据对称性原则, 同样可以获得 Br 的左、右特征向量( LB, RB) 和 Cr 的左、右特征向量

( LC, RC)# 

4  Roe格式

应用 Roe的 Riemann逼近方法
[ 8]

,每个单元边界上的无粘通量 E可以表达如下:

  Ei+ 1/ 2, j , k = 0. 5[ E( Q
+

) + E( Q
-

) - �A( Q
+

- Q
-

) ] i+ 1/ 2, j, k ,

这里 �A = �# | �A r | , | �Ar | = �RA | �+A | �LA ,下标( i , j , k) 规定了单元的位置, Q
- 和 Q

+ 是单元

界面上重构后的左、右Riemann不变量, �Ar和�#分别是Roe平均的Ar和## �A是Jacobi矩阵Roe

平均, ( �LA , �RA ) 是 �Ar 的左、右特征向量# �+A 是�Ar 的特征值的对角阵# 无粘通量 F和G的表

达与 E类似# 

5  空间和时间离散

在变换后的坐标内,考虑一个有限控制单元 dNdGdF,这个单元的中心点位于( i , j , k) ,这

个单元的体积是 d Vi , j, k , 时间步数为 n# 方程组( 2)可以离散为如下形式:

  # i, j, kDQ
n+ 1
i, j, k dVi , j, k / $t + ( E

n+ 1
i+ 1/ 2, j, k - E

n+ 1
i- 1/ 2, j, k) + ( F

n+ 1
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n+ 1
i, j- 1/ 2, k) +

671基于 Roe格式的可压与不可压流的统一计算方法



    ( G
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M
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对原始变量 Q, 采用如下高精度的重构格式:

  
Q

-
i+ 1/ 2 = Qi + 0. 25[ ( 1- R) ( Qi - Qi- 1) + ( 1+ R) ( Qi+ 1 - Qi ) ] ,

Q
+
i+ 1/ 2 = Qi - 0. 25[ ( 1- R) ( Qi+ 2 - Qi+ 1) + ( 1+ R) ( Qi+ 1 - Qi ) ]# 

可以证明, D= 0. 5时,该格式是具有三阶精度的逆风格式# 

为了加强对角占优的特性,让 DQ+
i+ 1/ 2 = DQi+ 1且DQ-

i+ 1/ 2 = DQi , 这样有:
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类似地, ( F
n+ 1
i , j+ 1/ 2, k - F

n+ 1
i , j- 1/ 2, k) 和( G

n+ 1
i, j , k+ 1/ 2 - G

n+ 1
i , j , k- 1/ 2) 也可以详细地表达出来,将上述所

有关系代入方程( 3) , 应用块状三对角求节器, 可以逐条线地解出原始变量DQn+ 1# 

6  算   例

为了验证上述计算方法, 下面给出了几个典型算例,如超音速平板流动、亚音速平板流动、

很低速度平板流动、不可压绕流、含激波的跨音速流动# 

 图 1  Mach数为 2. 0时的速度分布比较      图 2 Mach数为 0. 5时的速度分布比较

图1是Mach数为 2. 0时平板流动的速度分布, 图2是Mach数为 0. 5时平板流动的速度分

布,网格数为 80 @ 80, 实线是本文的计算结果, 小方块是 Blasius精确解,可见本文的计算结果

与精确解完全一致# 

图3给出了Mach数为 0. 01时的速度分布, 图 4给出了该Mach 数下的温度分布, 实线是

本文的计算结果# 从这两幅图可以看出,在低速流动时,预处理方法的计算结果与精确解是一

致的# 特别值得一提的是,本文计算过程中采用了双精度, 从温度分布图上可以看出, 流场具

有极高的分辨率# 
图5是水绕流半圆头状物体的等压线图, 计算网格为 140 @ 120, Reynolds 数为 13 600# 

Rouse和McNown对这样一个问题做过详细的试验[ 9]# 图 6给出了本文计算结果与试验的比
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较,实线是本文的计算结果,小方块是试验值,横坐标 s / d 是半圆头最前端起的行程与直径之

比,纵坐标是无量纲压力# 从图 6可以看出,本文计算结果与试验值吻合较好,证明本文的计

算方法对不可压流场的计算是可行的# 

 图 3  Mach数为 0. 01时的速度分布比较      图 4  Mach数为 0. 01时的温度分布比较

        图 5  等压线分布            图 6 物体表面的压力分布比较

图 7 缩放喷管内的等压线

将本文方法用于缩放喷管内含有激波问题的

流场仿真
[ 10]

,压比为 0. 72, Reynolds数为 172 800# 
图7给出了喷管内的等压线分布, 紊流模型采用

Baldwin_Lomax 代数模型# 无粘通量采用三阶精

度,粘性项采用二阶精度# 图 7可以看出,在喉部下游,一个正激波被捕获# 可见,本文方法对

于存在间断面的流场仿真是成功的# 

7  结   论

利用预处理技术,本文发展了一个统一的流体力学计算方法,它可以同时求解可压与不可

压N_S 方程# 该预处理程序是由一个基于有限体积全隐 Roe格式的可压缩流场求解器发展而

来# 文中给出了流动控制方程、预处理矩阵、相应的特征值及特征向量等# 算例表明, 该方法

可以求解超声速流动、跨声速流动、亚声速流动、低速流动、不可压流动,还能捕获流场的间断

面# 
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Unified Computation of Flow With Compressible and

Incompressible Fluid Based on Roe. s Scheme

HUANG Dian_gui

( Shanghai In stitute of Applied Ma them atics and Mechanics , Shan ghai Un iver sity ,

Shan ghai 200072, P . R . China )

Abstract: A unified numerical scheme for the solutions of the compressible and incompressible

Navier_Stokes equations is investigated based on a time_derivative preconditioning algorithm. The

primitive variables were pressure, velocities and temperature. The time integration scheme was used

in conjunction with a finite volume discretization. The preconditioning was coupled with a high order

implicit upwind scheme based on the definition of a Roe. s type matrix. Computational capabilities are

demonstrated through computations of high Mach number, middle Mach number, very low Mach num-

ber, and incompressible flow. It has also been demonstrated that the discontinuous surface in flow

field can be captured for the implementation Roe. s scheme.

Key words: flow field; preconditioning; compressible fluid; incompressible fluid
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