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摘要 :  利用粘性逼近方法, 在自反 Banach 空间的框架下,研究无限族非扩张映象及对给定的压缩

映象的迭代程序的收敛性问题# 在适当的条件下, 证明了该迭代序列强收敛于某一公共不动点,

而且这一公共不动点也是自反 Banach 空间中某一变分不等式的唯一解# 所得结果改进和推广了

一些人的最新的结果# 
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1  引言及预备知识

关于迭代序列

  x n+ 1 = Kn+ 1f ( x n) + (1 - Kn+ 1) Tn+ 1x n,   P n \ 0, ( 1)

对一个,有限个或无穷多个非扩张映象 T 1, T 2, ,的收敛性问题, 在Hilbert空间或 Banach 空间

的框架下,已被许多人引入和研究(如文献[ 1] ~ 文献[ 7]及其参考文献)# 本文的目的是在自

反Banach空间的框架下,研究无限族非扩张映象 T 1, T 2, ,及对给定的压缩映象f 的迭代程序

(1) 的收敛性问题# 在适当的条件下, 证明了该迭代序列 xn 强收敛于Ti , i = 1, 2, ,之一公

共不动点 p , 而且这一公共不动点是下面的变分不等式的唯一解

  3( f - I ) p , J ( y - p )4 [ 0,   Py I F, ( 2)

其中 F 是T i , i = 1, 2, ,的公共不动点的集合# 本文所得结果改进和推广了 Xu[ 7] , O. Hara

等[ 5] , Song 等[ 6] , Jung[ 4] , Chang[ 3] , Shioji等[ 8]及 Shimizu等[ 9]文中相应的结果# 

为叙述方便起见,我们首先追述某些定义,符号及结论# 

本文处处假定 E是一自反Banach空间, C是E之一非空闭凸子集# E
* 是E的对偶空间,

而 J B E y 2
E*

是由下式定义的正规对偶映象

  J ( x ) = f I E
*
, 3x , f 4= +x +# +f + , +x + = +f + ,   x I E,

其中3#, #4表广义对偶对# 以后, 我们用 j 表单值正规对偶映象,而用F (T) 表T 的不动点的集

合# 如果 x n 是E 中之一序列, 我们将用 x n y x (相应地 x n _ x , x n z x ) 表 x n 强(相应地,

弱,弱*
) 收敛于 x# 
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定义 1. 1(文献[ 2] )  Banach空间 E 称为具有一弱序列连续的正规对偶映象J BE y E
*
,

如果 J 是单值的而且是弱_弱* 连续的,即, 对 E 中的任一序列 x n ,如果在 E 中xn _ x ,则在
E

* 中, J ( x n) z J ( x )# 

由定义1. 1,可得下面的结果

引理 1. 1  如果 E 是一自反 Banach空间,其具有一弱序列连续的正规对偶映象,则

1) E满足Opial条件,即,在 E中当x n _ x ,且 y X x 时,则 lim sup
ny ]

+xn- x + < lim sup
ny ]

+xn

- y + (见文献[ 10] )# 

2) (半闭原理)  如果 T B E y E 是一非扩张映象,则映象 I - T 是半闭的,即, 对 E 中的

任意的序列 x n ,如果 xn _ x 而且( x n - Tx n) y y , 则( I - T) x = y (见文献[ 11] )# 

引理 1. 2
[ 12]  设 E 是一实Banach空间, J BE y 2

E
*

是正规对偶映象,则对任意的 x , y I
E , 下面的不等式成立

  +x + y +2 [ +x +2
+ 23y , j ( x + y )4,   Pj ( x + y ) I J ( x + y ) ,

  +x + y +2 \ +x +2
+ 23y , j ( x )4,   P j ( x ) I J ( x )# 

引理 1. 3[ 13]  设 an , bn , cn 是 3个非负的实序列,满足条件

  an+ 1 [ (1- An) an + bn + cn,   P n \ n0,

其中 n0是某一非负整数, An < (0, 1) , 6
]

n= 0

An = ] , bn = o ( An) 且 6
]

n= 0

cn < ] , 则 an y 0(当

n y ] )# 
定义 1. 2  设 E 是一自反 Banach空间, C是E 之一非空闭凸子集,而 S( t ) t I R

+ 是 C到

其自身的一族映象# S ( t ) t I R
+ 称为 C 上的非扩张映象半群,如果其满足下列的条件

1) S( t 1+ t2) x = S ( t1) S( t 2) x 对任意 t 1, t 2 I R
+ 及 x I C# 

2) S(0) x = x 对每一x I C# 
3) 对每一 x I C, t | y S ( t ) x 是连续的# 

4) +S ( t ) x - S ( t ) y + [ +x - y +对每一 t I R
+ 及 x , y I C# 

引理 1. 4(文献[ 14] )  设 E 是一致凸的 Banach空间, C 是 E之一非空的有界闭凸子集, T B
C y C 是一非扩张映象# 对每一 x I C,定义映象 T n B C y C , n = 1, 2, ,

  T n x =
1
n 6

n- 1

j= 0
T

j
x# 

则    l im
ny ]

sup
x I C

+T n x - T(T n x ) + = 0# 

引理 1. 5(文献[ 9] )# 

1) 设H 是一H ilbert空间, C 是H 之一非空有界的闭凸子集, S, T B C y C 是二非扩张映

象使得 ST = TS# 对每一 x I C, 如果定义

  T n( x ) =
2

n( n + 1) 6
n- 1

k= 0
6

i+ j= k

S
i
T

j
( x ) ,

则    l im
ny ]

sup
x I C

+T n x - S ( T n x ) + = 0,

而且   l im
ny ]

sup
x I C

+T n x - T(T n x ) + = 0# 

2) 设 S( t ) t I R
+ 是 C 上的一非扩张映象半群# 对每一 x I C, t > 0, 令

  T t ( x ) =
1
tQ

t

0
S ( u) x du,

则    l im
ny ]

sup
x I C

+T t ( x ) - S ( s ) ( T t ( x ) ) + = 0,   P s I R
+ # 
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2  公共不动点的逼近问题

设 E 是一 Banach空间, C 是E 之一非空闭凸子集, f B C y C 是具压缩常数B I (0, 1) 的

压缩映象# 设 T n 是由C 到C 的一非扩张映象序列# 设 tm 是(0, 1) 中之一数列,且 tm y
0(当 m y ] )# 对每一 m \ 1定义一映象 Tt

m
B C y C

  T t
m
( x ) = tm f ( x ) + (1- tm) Tm x ,   Pm \ 1, x I C# 

易知,对每一 m \1, Tt
m
是由C 到C 的一压缩映象# 由 Banach压缩映象原理,存在唯一的不

动点 z m I C 使得

  z m = tm f ( zm) + (1- tm) Tm zm ,   Pm \ 1# ( 3)

关于迭代序列 z m 的收敛性问题, 我们可以证明下面的定理

定理 2. 1  设 E是一实的自反Banach空间, 且其具有一弱序列连续的正规对偶映象 J BE

y E
*
, C是E之一非空闭凸子集, Tm , m = 1, 2, ,是 C到C的一非扩张映象序列,使得公共不

动点集 F := H
]

n= 1
F (T n) X ª,而 f B C y C 是一具压缩常数B I (0, 1) 的压缩映象# 如果存在

一族非扩张映象 GC CI # B C y C ,其中 # 是一有限或无限的指标集, 使得

  ª X H
CI #

F( GC) < H
]

n= 1
F(T n ) , ( 4)

而且对 C 中的每一有界子集K 下面的式子成立

  l im
ny ]

sup
x I K

+GC( T n ( x ) ) - T n x + = 0# ( 5)

则 zm 强收敛于某一p I F, 而且它是下面的变分不等式在 F 中的唯一解

  3( f - I ) ( p ) , J ( y - p )4 [ 0,   Py I F# ( 2)

现在我们证明本文的主要结果

定理 2. 2  设 E是一实的自反Banach空间, 其具有一弱序列连续的正规对偶映象 J BE y
E

*
, C 是E 之一非空闭凸子集, T n, n = 1, 2, ,是 C到C的一非扩张映象序列,使得公共不动

点集 F := H
]

n= 1
F(T n) X ª ,而 f B C y C是一具压缩常数B I (0, 1) 的压缩映象# 对任意给定

的 x 0 I C, 设 x n 是由下式定义的迭代序列

  x n+ 1 = Kn+ 1f ( x n) + (1 - Kn+ 1) Tn+ 1x n,   P n \ 0, ( 6)

其中 Kn 是( 0, 1)中的一序列# 如果下列的条件满足

( � ) l im
ny ]

Kn = 0# 

( � ) 6
]

n= 0
Kn = ] # 

( � ) 存在由 C 到C的一族非扩张映象: GC CI # (其中 #是一有限或无限的指标集)使得

  ª X H
CI #

F( G# ) < F:= H
]

n= 1
F (T n) , ( 7)

而且对 C 的每一有界子集K 下式成立

  l im
ny ]

sup
x I K

+GC( T n ( x ) ) - T n x + = 0,   PC I ## ( 8)

则由( 6)式定义的序列 x n 强收敛于某一公共不动点p I F ,而且这一不动点也是变分不等式

(2) 在 F 中的唯一解# 
证明  在定理 2. 2的条件下,易知定理 2. 1的条件被满足# 由定理 2. 1知, 由( 3)定义的

序列 zm 强收敛于 p I F ,而且它是变分不等式(2) 在 F 中的唯一解# 

另一方面, 由定理 2. 2的假定,我们也能证明由( 6)式定义的序列 xn 是有界的,而且
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  l im
ny ]

+xn - GCx n + = 0,   PC I #, ( 9)

  lim sup
ny ]

3( f - I ) p , j ( x n+ 1- p )4 [ 0# ( 10)

现在我们证明 x n y p ( n y ] )# 事实上, 由( 6)及引理 1. 2有

  +xn+ 1- p +2
= +(1- Kn+ 1) ( T n+ 1xn - p ) + Kn+ 1( f ( xn ) - p ) +2 [

    ( 1- Kn+ 1)
2 +Tn+ 1x n- p +2

+ 2Kn+ 13f ( xn ) - p , j ( x n+ 1- p )4 [

    ( 1- Kn+ 1)
2 +xn - p +2

+ Kn+ 1B +x n- p +2
+ +x n+ 1- p +2

+

    2Kn+ 13f ( p ) - p , j ( x n+ 1- p )4# ( 11)

令

  Cn+ 1 = max 3f ( p ) - p , j ( xn+ 1 - p )4, 0 ,   Pn \ 0# ( 12)

由( 10) ,易于证明 Cn \0和 Cn y 0(当 n y ] )# 把( 12)代入( 11)并简化之,即得

  +xn+ 1- z +2 [
1 - Kn+ 1(2 - B)

1- BKn+ 1
+xn - p +2

+

          2Kn+ 1 Kn+ 1M + 2Cn+ 1 ,   Pn \ n0# ( 13)

其中 M 为某常数# 又因

  
1 - Kn+ 1(2 - B)

1- BKn+ 1
= 1-

2Kn+ 1(1- B)
1- BKn+ 1

[ 1 - 2Kn+ 1(1 - B) ,

故有

  +xn+ 1- z +2 [ 1 - 2Kn+ 1(1- B) +x n - p +2
+

          2Kn+ 1 Kn+ 1M + 2Cn+ 1 ,   Pn \ n0# ( 14)

由定理的假定知,引理 1. 2的所有条件被满足,从而

  l im
ny ]

+xn - p + = 0, 当 x n y p I H
]

i= 1
( F ( T i ) )# 

定理 2. 2得证# 

3  应   用

在本节中, 我们将利用定理 2. 2证明 Shimizu, Takahashi
[ 9]

, O. Hara等
[ 5]

, Song, Chen, Zhou
[ 6]

文中的某些最新结果是定理 2. 2的推论,

推论3. 1  设 E是一致凸的Banach空间,具有一弱序列连续的正规对偶映象 J BE y E
*
,

C 是E 之一非空的有界的闭凸子集,而 T B C y C是一非扩张映象,且 F (T) X ª# 对每一 x

I C 定义映象T n B C y C , n = 1, 2, ,

  T nx =
1
n 6

n- 1

j = 0

T
j
x ,   n \1# ( 15)

设 f B C y C 是任意给定的具压缩常数 B I (0, 1) 的压缩映象# 对任意给定的 x 0 I C 定义

一迭代序列 x n

  x n+ 1 = Kn+ 1f ( x n) + (1 - Kn+ 1) Tn+ 1x n,   P n \ 0, ( 16)

其中 Kn 是[ 0, 1]中之一序列# 如果下面的条件满足

( � ) Kn y 0 ( n y ] )# 

( � ) 6
]

n= 0
Kn = ] # 

则序列 x n 强收敛某一p I F (T) , 它是变分不等式(2) 在 F 中的唯一解# 

证明  易知,对每一 n \ 1, T n 是一由C 到C 的非扩张映象,而且
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  F(T ) = H
]

n= 1
F (T n)# ( 17)

由引理3. 1, lim
ny ]

sup
x I C

+Tn x - T (T n x ) + = 0# 

取 GC CI # = T (单点集) , 得知定理 2. 2的所有条件被满足# 故推论 3. 1的结论由定理

212直接可得# 

推论 3. 2  设 C 是实Hilbert空间 H 中的一非空的有界闭凸子集, Kn 是[ 0, 1] 中的一序

列,满足推论3. 1中的条件( � ) 和( � )# 设 f BC y C 是任意给定的具压缩常数B I (0, 1) 的

压缩映象# 设 S, T B C y C 是两个非扩张映象, ST = TS 且F ( S) H F(T ) X ª# 令

  T n( x ) =
2

n( n + 1) 6
n- 1

k= 0
6

i+ j= k

S
i
T

j
x ,   x I C , n \1# 

对任意给定的 x 0,定义一序列 x n

  x n+ 1 = Kn+ 1f ( x n) + (1 - Kn+ 1) Tn+ 1x n,   P n \ 0,

则 x n 强收敛于某一公共不动点p I ( F ( S ) H F (T) ) = H
]

n= 1
F (T n) ,而且 p 是变分不等式(2)

在( F( S ) H F (T) ) 中的唯一解# 

证明  易知,对每一 n \ 1, T n 是C 到C 的一非扩张映象,而且

  F( S) H F( T) = H
]

n= 1
F (T n)# ( 18)

在定理 2. 2中取 GC CI # = S , T (二元集) ,则推论 3. 2的结论由定理 2. 2直接可得# 

推论 3. 3  设 C是实Hilbert空间H 中的一非空的有界闭凸子集, Kn 是(0, 1) 中的一序列,满

足条件: Kn y 0而且6
]

n= 1

Kn = ] # 设 S( t) t I R
+ BC y C是一非扩张映象半群,且 H

t I R
+
F( S( t )) X

ª# 对 x I C 及每一 t n > 0(其中 tn 是一正的发散的实序列) 定义一映象 T n B C y C

  T n( x ) =
1
tnQ

t
n

0
S ( u) x du,   x I C, n \ 1# ( 19)

设 f B C y C是具压缩常数 B I (0, 1) 的压缩映象# 对任意给定的 x 0 I C 定义一序列 x n

  x n+ 1 = Kn+ 1f ( x n) + (1 - Kn+ 1) Tn+ 1x n,   P n \ 0# 

则 x n 强收敛于某一p I H
t I R

+
F ( S ( t ) ) = H

]

n= 1
F(T n) ,而且 p 是变分不等式(2) 在 H

t I R
+
F ( S( t ) )

中的唯一解

证明  易知,对每一 n \ 1, T n 是C 到C 之一非扩张映象,而且

  H
s I R

+
F( S( s) ) = H

]

n= 1
F(T n )# ( 20)

在定理2. 2中取 GC CI # = S ( s ) s I R
+ , 则推论 3. 3的结论可由定理 2. 2直接可得# 
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On the Problem of Nearest Common Fixed Point of

Nonexpansive Mappings
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Sichuan 644007, P . R . China ;
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Abstract: The purpose is by using the viscosity approximation method to study the cnvergence prob-

lem of the iterative scheme for an infinite family of onexpansive mappings and a given contractive

mapping in a reflexive Banach space. Under suitable conditions, it was proved that the iterative se-

quence converges strongly to a common fixed point which was also the unique solution of some varia-

tional inequality in a reflexive Banach space. The results presented extend and improve some recent

results.

Key words: sequence of nonexpansive mappings; viscosity approximation; common fixed point; de-

mi_closed principle; weakly sequentially continuous duality mapping; normalized duality

mapping
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