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摘要 :  运用线性稳定性理论, 结合 Floquet理论和 Chebyshev 配点法对管流内有周期脉动分量的粘

性分层流的参数共振现象进行了研究,得到不同流动参数对流场的失稳和参数共振特性的影响# 
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引   言

自19世纪以来,对射流破碎机理的理论研究一直吸引人们的兴趣# Plateau [ 1]观察到在静

止空气中的圆柱形液体射流会破碎成长度为半径 9倍的等长液段# 此后又有许多学者进行了

相关方面的大量的理论研究# Rayleigh[ 2] , Taylor[ 3] , Lin等人[ 4~ 8]和周哲玮等人[ 9~ 12]都对失稳

的机制进行了比较深入的研究# 研究表明, 射流失稳有两种模式: 一种是表面张力产生的

Rayleigh模式,一种是剪切产生的Taylor 模式# 已有实验[ 13, 14]
表明, 脉动的雾化气体将使雾化

微滴的直径更集中, 也更小# 周哲玮和汤晓东[ 10]曾研究了在周期脉动的速度激励下无粘气液

两相射流的参数共振问题# 他们的研究证实周期脉动有利于得到直径更小、分布更均匀的液

滴,且理论上所得的液滴直径以及粒径随工艺参数的变化规律与实验结果趋势一致,这表明由

脉动引起流场的参数共振是可以改善喷射雾化质量的# 正是这些有意义的结果,激发了进一

步研究参数共振下的射流破碎问题的兴趣# 

本文研究了竖直圆管内有周期脉动的环状气流作用下同轴圆柱液体射流的稳定性, 并考

虑了流体粘性的影响# Lin等人[ 6, 7]曾研究了定常管流中的有粘分层流的界面稳定性问题# 

而对于管流内分层流周期脉动的影响目前还未见有文献报道# 本文运用线性稳定性理论,结
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合Floquet理论和 Chebyshev 配点法,对有周期脉动分量的同轴气液分层流的稳定性进行了研

究,分析了多个流动参数对流场参数共振的影响# 

1  理论模型和基本流

考虑半径为 R2 的竖直圆管内的气液分层流动,其中半径为 R1 的圆柱状液体被同轴心的

气体所环绕(如图 1)# 假设液体和气体均为有粘不可压,则流动满足的方程为

  
Qi

dVi

dt
= - Qi g - p̈ i + Li ¨2

Vi ,

#̈Vi = 0,

( 1)

图 1  圆管内有脉动分层

流的物理模型

其中 i = 1, 2分别代表液体和气体, Vi、Qi、p i、Li分别为液体和

气体的速度矢量、密度、压力和动力学粘性系数, t 表示时间, g

为重力加速度,取 z 轴正向竖直向上# 边界条件为:

1) 在轴心 r = 0处满足轴对称边界条件:

  V1r =
5V 1z

5r
= 0; ( 2)

2) 在气液界面 r = G处满足运动学边界条件:

  5G
5 r

= Vir - Viz
5G
5 z

, ( 3)

切向速度连续条件

  V1z = V2z , ( 4)

法向速度连续条件

  V1r = V2r; ( 5)

动力学边界条件:

切向平衡条件

  L1
5 V1r

5z
+

5 V1z

5r
= L2

5 V2r

5z
+

5V 2z

5r
, ( 6)

法向平衡条件

  p 1- 2L1
5 V1r

5r
- p 2 - 2L2

5 V2r

5r
- R

1
R

+
1

+
1

R
+
2

= 0; ( 7)

3) 在管壁 r = R2处满足:

  V2r = V2z ; ( 8)

其中 Vir、Viz 分别为液体和气体在径向、法向的速度分量, r、z 分别为径向、轴向坐标, G为界面

的径向坐标, R为表面张力系数, R
+
1、R

+
2 为界面上的主曲率半径# 设液体在 r = 0处的速度

W0为特征速度,液体射流半径 R1 为特征长度,将时间、压力、速度矢量、坐标分别无量纲化:

  t
*

=
tW0

R 1
, p

*
i =

p i

Q1W
2
0
, V

*
i =

Vi

W0
,   ( r

*
, z

*
, G* ) = ( r , z , G) / R1# 

得到的无量纲参数有

Re =
Q1W0R1

L1
, Fr =

W
2
0

gR1
, We =

R
Q1W

2
0R 1

, Q =
Q2
Q1

, R =
Re
Fr

, N =
L2
L1

, L =
R2

R1
,

其中 Re 为 Reynolds数, Fr 为 Froude数, We为Weber数, Q为气液密度比, R 为Reynolds数与

Froude数之比, N 为气液动力学粘性系数比# 为了书写简便,以后无量纲量的星号上标均省
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略# 

考虑到基本流的周期脉动性, 我们设管流的基本流为 Ui = (0, 0, �Vi ( r , t ) ) , 且

  
�V 1( r , t ) = �Z 1( r ) + �W1( r , t ) ,

�V 2( r , t ) = �Z 2( r ) + �W2( r , t ) ,

其中 �Z i ( r ) 和 �Wi ( r , t ) 分别是定常基本流和非定常基本流的轴向分量# 假设气体和液体流动

中的压力梯度均为非零常数并且相等,由无量纲后的控制方程以及边界条件( 2) ~ ( 8)可得基

本流定常部分与文献[ 6]中是一致的,其表达式为

  

�Z1( r) = - 1+
Nr

2

[ N - (1- L
2
) ]

1-
(1- Q)

4N
R[ 2lnL + ( 1- L

2
) ] ,

  0 [ r [ 1,

�Z2( r) = -
( L

2
- r

2
)

[ N - (1- L
2
) ]

1 -
(1- Q)

4N
R[ 2lnL + (1- L

2
) ] +

  (1 - Q)
4N

R L
2
- r

2
- 2ln L

r
,   1 [ r [ L# 

( 9)

基本流的非定常部分为

  
�W1( r , t ) = �W1C( r ) cos( Xt ) + �W1S( r ) sin( Xt ) ,

�W2( r , t ) = �W2C( r ) cos( Xt ) + �W2S( r ) sin( Xt ) ,
( 10)

其中 �W1C( r ) = WS#g1( r ) , �W1S( r ) = WS#g2( r ) , �W2C( r ) = WS#g3( r ) , �W2S( r ) = WS#g4( r ) 是

速度脉动的幅值函数,可以由控制方程和边界条件确定# 对任意给定的 r , �W1C( r )、�W1S( r )、

�W2C( r )、�W2S( r ) 皆是 WS的正比例函数# 因此,本文称 WS是周期脉动速度的振幅因子# 

将基本变量写成基本流加小扰动的形式,即

  Vi = Ui + V
c
i , p i = pi + p

c
i , G= 1+ Gc, ( 11)

其中 p i 代表基本流的压力, V
c
i、p

c
i、Gc代表小扰动量# 本文只考虑轴对称问题, 因此设 V

c
i =

( V
c
ir , 0, V

c
iz )# 将扰动用流函数来表示:

  V
c
ir =

1
r

5 <i
5 z

, V
c
iz = -

1
r

5 <i

5r
# ( 12)

可将轴对称小扰动量写成

  [ <i ( r , z , t ) , p
c
i ( r , z , t ) , Gc( z , t ) ] = [ Ui ( r , t ) , f i ( r , t ) , h ( t ) ]#eikz

, ( 13)

这里 k 代表波数, Ui、f i、h 分别是 <i、p
c
i、Gc的振幅函数# 

将式( 11) ~ ( 13)带入无量纲的控制方程,线性化并消去压力项,可得到关于扰动流函数的

方程# 

2  Chebyshev配置法

本文采用 Chebyshev配点法(详见文献[ 15] )对得到的方程进行求解# 为了提高计算效率

和精度,需要对坐标进行非线性变换# 内部液体和外部气体的坐标非线性变换分别为

  r1 =
1
2 1 +

tanh( Dy 1)

tanh( D)
, r 2 = 1 +

A 1( y 2- 1)

A 2- y 2
,

这里 A 2= - 1- 2A 1/ ( L - 1) , A 1和 D为可调节参数# D越小, A 1越大,非线性变换越接近线性

变换# 对于较大的 D和较小的A 1, 所配置的点就更多的分布在剪切层内# 

方程的解可以用 Lagrange插值基函数展开# 函数 F ( y , t ) 可以表示为
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  F( y ) = 6
N

j= 0

F ( yj ) Wj ( y ) ,

其中 Wj ( y )
N
j= 0是以 yj

N
j = 0 为插值节点的 Lagrange插值基函数, 即

  Wj ( yl ) = Djl   ( j , l = 0, 1, ,, N)# 

本文的配置点采用 Gauss_Lobatto节点,有

  Wj ( y ) =
(- 1)

j+ 1
(1- y

2
) T

c
N ( y )

cj N
2
( y - yj )

  ( j = 0, 1, ,, N ) ,

  c0 = cN = 2, cj = 1,   1 [ j [ N - 1,

其中 TN ( y ) = cos( N arccos( y ) ) 是定义在区间[ - 1, 1]上的 Chebyshev 多项式# 

这样,得到(设 U1 j = U1( yj , t ) , 其它类似) :

  d
dt

( E
2
1U1j ) =

1
Re

E
2
1E

2
1U1j - ik�V1( r, t ) | j E

2
1 U1 j +

    ik
d
2
�V1( r , t )

dr
2

j
-

2
(1 + tanh( Dy 1 j ) / tanh( D) )

d�V1( r , t )

dr j
U1 j , ( 14)

  d
dt

( E
2
2U2l ) =

1
Re

N
Q

E
2
2E

2
2 U2l - ik�V 2( r, t ) | j E

2
2 U2l +

    ik
d2�V2( r , t )

dr
2

l
-

1
(1+ A 1( y 2l - 1) / ( A 2- y 2l ) )

d�V2( r , t )

dr l
U2l , ( 15)

其中 j = 1, ,, M1; l = 1, ,, M 2, M1、M 2分别为液体、气体配置的点数, I1、I2分别为M 1、M2维

单位矩阵# 且

  E
2
1 =

d2

dr
2
1

-
1
r1

d
dr 1

- k
2
I1,

  E
2
1E

2
1 =

d4

dr
4
1
-

2
r 1

d3

dr
3
1

+
3

r
2
1

- 2k
2 d3

dr
3
1

+
2k

2

r 1
-

3

r
3
1

d
dr1

+ k
4
I1,

  E
2
2 =

d
2

dr
2
2

-
1
r2

d
dr 2

- k
2
I2,

  E
2
2E

2
2 =

d4

dr
4
2
-

2
r 2

d3

dr
3
2

+
3

r
2
2

- 2k
2 d3

dr
3
2

+
2k

2

r 2
-

3

r
3
2

d
dr2

+ k
4
I2# 

边界条件为:

1) y = - 1处

  U1M
1

=
dU1j
dr 1 M

1
j

= 0; ( 16)

2) y = 1处

  dh
d t 1

= ikU11 - ik�V 1( r, t ) h | 1, ( 17)

  U11- U21 = 0, ( 18)

  
dU1j
dr1 1j

=
dU2l

dr2 1l
-

d�V 1( r , t )

dr 1 1
-

d�V2( r , t )

dr2 1
h | 1 = 0, ( 19)

  
d
2
U1j

dr
2
1 1 j

-
dU1j
dr 1 1j

+ k
2U11- N

d
2
U2l

dr
2
2 1l

-
dU2l

dr 2 1l
+ k

2 U21 -

    
d
2
�V 1( r , t )

dr
2
1 1

-
N d

2
�V 2( r , t )

dr
2
2 1

h | 1 = 0, ( 20)
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  d
dt

dU1j
dr1 1j

- Q
dU2l
dr2 1l

=
1

Re

d
3
U1 j

dr
3
1 1 j

-
d
2
U1j

dr
2
1 1j

+ (1- 3k
2
)
dU1j
dr 1 1 j

-

    ik�V1( r , t ) | 1
dU1j
dr1 1j

+
2k

2

Re
+ ik

d�V1( r , t )

dr1 1
U11-

    N
Re

d3U2l
dr

3
2 1l

-
d2U2l

dr
2
2 1l

+ (1 - 3k
2
)
dU2l

dr 2 1l
+ ikQ�V2( r , t ) | 1

dU2l

dr 2 1l
-

    
2k

2

Re
N + ikQ

d�V 2( r , t )

dr 2 1
U21- ik( 1- k

2
) We h | 1; ( 21)

3) y = - 1处

  U2M
2

=
dU2l
dr 2 M

2
l

= 0# ( 22)

在方程( 14)、( 15)中分别去掉前两个与后两个共 8个方程,用 8个边界条件( 16)、( 18) ~ ( 22)代

替,由于界面函数 G也是未知量,所以我们再多加一个方程(17)# 这样,我们得到包含了 M1+

M2+ 1个未知量

  U11, U12, ,, U1M
1
; U21, U22, ,, U2M

2
; h

的方程,形成了形如

  M
5 U
5t

= [ B + C#cos( Xt ) + D#sin( Xt ) ] U ( 23)

的参数共振方程组, 其中 U= ( U11, U12, ,, U1M
1
; U21, U22, ,, U2M

2
; h)

T# 该方程组为周期系

数的常微分方程组, 因此可以采用 Floquet理论进行求解# 

3  Floquet理论

在系统( 23)中, M、B、C、D 是常数矩阵# 根据Floquet理论
[ 16]

,存在一个常数矩阵 R ,对

于所有的 t 满足

  S ( t + T) = R#S( t ) , ( 24)

其中 T 是周期, S 是基本解矩阵且满足

  M
5 S
5 t

= [ B + C#cos( Xt ) + D#sin( Xt ) ]#S# ( 25)

设 S 的特征值也即 Floquet乘数为 Ki ( i = 1, ,, M1+ M 2+ 1) , 则系统( 23)的解可以写为

  Ui = eCitZi ( t ) ,

其中 Zi ( t ) = Z i ( t + T ) 为周期函数, Ci称为特征指数,且

  Ci =
1
T
lnKi# ( 26)

这样为了求 Ci 我们必须先求R# 由式( 24)得到

  S ( T) = R#S (0) ,

由上式可知, 若赋初值 S (0) = I ,则 S ( T) = R# 因此对(25) 积分一个周期,就得到 R# 本文

取基本解矩阵的最大特征值的模为 Kmax , 相对应的实部、虚部分别为 Re( Kmax)、Im( Kmax)# 由

式(26) 求得的对应特征指数的实部为 Re( C)# 这样系统的稳定性就可以由基本解矩阵 S ( T )

的最大特征值的模 Kmax或特征指数的实部Re( C) 来决定, 其中本文称Re( C) 为系统的最大增

长率# 当 Kmax > 1(也即Re( C) > 0) 时,系统为不稳定;当 Kmax < 1(也即Re( C) < 0) 时,系

统为稳定的;当 Kmax = 1(也即 Re( C) = 0) 时,系统为中性稳定# 
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4  计算结果分析

本文在经过收敛性测试计算后,将液体和气体中的配置点数目分别为取为 M1 = 55, M2

= 131# 计算中非线性坐标变换中的参数 D= 0. 8, A 1 = 6# 文中用到的 Fr = 2 000# 

本文在Lin的文献[ 6]的基础上,引入周期脉动激励# 本文研究的对象是空气和水# 如果

不加特殊说明, 计算中的物理参数都是基于这两种流体# 空气和水的密度比和粘性比为 Q =

0. 001 3, N = 0. 018; 其他的参数如Weber数、脉动振幅和频率都在一定范围内变化# 图2和图

3显示的是脉动速度的幅值和频率对系统稳定性的影响# 

从图 2可以看出,对于给定的较大振幅因子 WS, 随着波数 k 的增大, 系统经历了不稳定、

稳定、不稳定、稳定 4个过程# 这两个不稳定区就是参数共振区# 随着振幅因子的增加, 不稳

定波对应的扰动增长率单调增加, 从而共振区更明显, 系统更加不稳定# 对于较小的振幅因

子,只出现一个不稳定区# 

图3显示了脉动频率对扰动增长率的影响曲线图# 该图表明,对于所给参数, 波数_增长

率平面也可以观察到参数共振现象# 随着脉动频率的增加, 第 1个共振区的变化不显著# 而

第2个共振区则不同, 脉动频率的增加,使得共振区有明显右移的趋势,不稳定波对应的波数

明显增大# 对于所给参数,存在一个最优的脉动频率 X = 20; 在这个频率的脉动速度的激励

下,第 2个共振区存在最大的扰动增长率# 

N = 0. 02, Q = 0. 001 3, Re = 400, We = 1,    N = 0. 018, Q = 0. 001 3, Re = 400, We = 1,

X = 40, L = 10, Fr = 2 000 WS = 50, L = 10, Fr = 2 000

    图 2  振幅因子对增长率的影响          图 3 脉动频率对增长率的影响

图 4考察了Weber数对增长率的影响# 该图中波数_增长率平面上也可以看到两个共振

区# 一般地, Weber 数对系统的共振起到稳定的作用# 但图 4显示, Weber 数对共振区的影响

却完全不同# 随着Weber 数的不断增大,第 1个共振区的最不稳定扰动波所对应的增长率在

不断减小,而第 2个共振区的最不稳定扰动波对应的增长率在不断增大# 由图可知,在不同的

共振区,表面张力产生不同的影响# 

Reynolds数对增长率的影响参见图 5# 图中显示随着 Reynolds数的增大,即液体的粘性的

减小, 波数_增长率平面上出现了参数共振现象# 对于所给的参数, 当 Reynolds数比较小的时

候,系统只出现了一个不稳定区# 随着 Reynolds数的增大,出现第 2个共振区, 并且共振区也

在增大# 这说明减小液体的粘性,使得 Reynolds数增大,有利于发生共振# 即液体的粘性对系

统起着稳定性的作用# 
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N = 0. 018, Q = 0. 001 3, Re = 400, X= 45,      N = 0. 018, Q = 0. 001 3, X= 45, We = 1,

We = 1, W S = 50, L = 10, Fr = 2 000 WS = 50, L = 10, Fr = 2 000

    图 4  Weber数对增长率的影响          图 5 Reynolds数对增长率的影响

我们还研究了密度比和粘性比对稳定性的影响# 结果表明,增大密度比,更易于发生共振

现象, 有两个不稳定区,系统更不稳定;粘性比的增大则能推迟共振区的出现# 但这两个参数

的影响均不明显# 

5  结   论

本文运用流动稳定性理论,结合 Floquet理论和 Chebyshev 配点法,对竖直管流内有周期脉

动分量分层流的参数共振现象进行了研究,讨论了各个参数对失稳区域的影响及其对系统稳

定性的作用:

1) 增大脉动速度的振幅和频率能使最不稳定增长率所对应的波数增加# 

2) Weber数的增大能有效地抑制不稳定波的增长, 减小共振区# 

3) 随着Reynolds数的增大,共振区越来越明显# 

4) 粘性比和密度比对系统的稳定性没有明显的影响# 

5) 和定常流的稳定特征相比, 在周期脉动速度的激励下, 不稳定波的波长更加集中# 这

与文献[ 10, 17]中Mathieu方程的参数共振规律是一致的# 

由于计算上的困难, 目前只能计算出部分脉动振幅和脉动频率对系统的稳定性影响# 对

于更大范围的参数变化下的流动稳定性特性尚需进一步的探讨# 
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Floquet Stability Analysis of Two_Layer Flows

With Periodic Fluctuation in a Vertical Pipe

WANG Yan_xia,  HU Guo_hui,  ZHOU Zhe_wei

( Shangha i In stitut e of Applied Mathem atics and Mechanics ,

Shan gha i Univer sity , Shanghai 200072, P . R . China )

Abstract: Based on linear stability theory, parametric resonance of a liquid_gas cylindrical flow with

periodic fluctuation in a vertical pipe was discussed by using Floquet theory and Chebyshev collocation

method. The effects of different physical parameters on the instability of flow and the properties of

parametric resonance were investigated.

Key words: stability; Floquet theory; parametric resonance
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