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在重力场和磁场影响下自旋刚性
航天器的周期运动
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摘要:  考虑重力场和磁场对轴对称航天器本体的影响, 研究其质心在圆形轨道上的运动# 通过

降低系统的运动方程数,并将它变成为一个带电粒子在电磁场作用下的平面运动# 确认系统运动

是稳定的,并通过 Liapunov全纯积分定理,构建其近似的周期运动# 
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引   言

一个卫星的运动主要由两部分组成:沿轨道的公转和卫星自转# 众所周知,在一定假设条

件下, 两种运动是互相耦合的# 通常情况下, 公转轨道半径远大于卫星的典型尺寸, 而卫星的

自转速度又远快于公转的平均速度# 在这种情况下,假定公转轨道运动满足Kepler定律, 于是

对航天器姿态运动的研究可独立于轨道运动# 

有许多干扰力作用在航天器上,使航天器受到周围环境场的交互作用# 在一定条件下,对

航天器和一种或多种环境场的交互作用的研究是可行的# 

Mesch等人[ 1] , Beletsky[ 2] , Kovalenko[ 3] , Guran[ 4] , Sanguk Lee等人[ 5] , Panagiotis等人[ 6]在研发

控制卫星旋转运动和姿态的系统中, 就考虑了地球磁场对卫星磁化的作用# Guran
[ 7]
通过

Poincar�映射技术, 研究了自旋陀螺卫星的周期性、伪周期性和混沌运动# Chen Li_qun 等

人[ 8, 9]研究了在地球赤道平面附近圆形轨道上, 带内阻尼调控装置的磁刚性航天器的混沌运

动# 

显然,一个绕固定点运动的航天器的自转运动可以通过六阶微分运动方程( Euler_Poisson

方程) 描述# 许多人利用问题已知的 3 个初积分, 在方程式降阶上曾做过许多尝试# 

Kolosoff[ 10]把描述重刚体的运动方程,转变为由 Yehia[ 11]提出的粒子平面运动方程, 又利用 Lia-
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punov[ 12]的小参数法,确认转化后的方程式存在周期解# 

本文研究在地球磁场中一个圆形轨道上,由于受重力场和磁场影响,带有永久磁性的轴对

称刚性航天器的旋转运动# 通过在惯性椭球体上建立等温坐标系,将航天器的运动方程简化,

变为受重力、磁力和回转力作用的平面运动方程# 应用 Liapunov 的全纯积分法,得到航天器运

动接近周期的解,以及系统稳定的充分必要条件# 

1  系统的 Lagrange函数

令 OXcYcZc和OX 0Y0Z 0为具有共同原点 O的 2个直角坐标系,坐标系原点位于航天器的

质心处# OXcYcZc为轨道坐标系, OXc为轨道运动方向的切线方向, OYc为轨道平面的法线方

向, OZc为相对地心的轨道矢径方向# OX0Y0Z0为航天器的惯性主轴坐标系# 令 H、W和<为

Euler 角# W为进动角,其所在平面与 Z0轴正交# H为章动角, 即 Zc轴与Z0轴的夹角, <为航

天器绕 Zc轴的自旋角# 设航天器关于 Z0轴动力学对称, A、B、C为航天器的主惯性矩,即满

足 A = B# 

令 A、B、C为轨道直角坐标系的单位向量# A、B、C的方向分别为轨道平面切线方向、轨

道平面法线方向及轨道半径方向(例子可见 Yehia 的文献[ 13] ) ,

  

A= ( A1, A2, A3) = ( cosWcos <- sinWsin<cosH,

        - cosWsin<- sinWcos<cosH, - sinWsinH) ,

B= ( B1, B2, B3) = ( sinWcos<+ cosWsin<cosH,

        - sinWsin<+ cosWcos<cosH, - cosWsinH) ,

C= ( C1, C2, C3) = ( sin <sinH, cos<sinH, cosH)# 

( 1)

系统的Lagrange函数为

  L =
1
2
X#XI - V 0, ( 2)

其中 X为航天器的角速度

  X = ( p , q , s ) = ÛWC+ ÛHn + <
#

D, ( 3)

其中 D= (0, 0, 1) , n = ( cos<, sin<, 0) , n为结点线上的单位向量# V 0为地球重力场和磁场施

加于航天器的有势力:

  V0 =
3
2
82CI#C+ M#H , ( 4)

其中 8 为轨道角速度, I = diag( A , B , C) 为航天器在原点 O 处的惯性矩阵# 

令 H 为沿轨道半径方向分布的统一磁场, M 为航天器被磁化部分的总磁力矩(沿航天器

的对称轴方向) # 

  H = HC= H ( C1, C2, C3) , M = M (0, 0, 1) , ( 5)

从而

  V0 =
3
2
82

( C - A ) C2
3+ HMC3# ( 6)

利用变换

  X = Xc+ 8B, ( 7)

研究相对于轨道系统的卫星运动,其中 Xc为航天器在轨道系统中的角速度,从而在轨道系统

中卫星的 Lagrange函数为:

924 Y#A#阿布德尔_阿齐兹   M#H#耶赫亚   F#A#阿布德_萨兰姆   M#纳德万



  L =
1
2
A ( p

2
+ q

2
)

1
2
Cr

2
- V 0, ( 8)

其中

  

p = WsinHsin<+ Hcos<+ 8B1,

q = WsinHcos<+ Hsin<+ 8B2,

r = WcosH+ <+ 8B1# 

( 9)

2  运动方程的简化

在所考虑的系统中, 利用 Liapunov的全纯积分[ 12]# 首先,将运动方程简化成另一种形式,

以适应该积分# 使用 Yehia[ 11]的结果, 将受重力场和磁场作用下航天器的运动方程,简化为一

带电粒子在有势力和 Lorentz力(沿轨道半径分布的磁场作用产生)作用下的平面运动方程# 

很明显, <为Lagrange函数 L 中的一个循环变量,依照Routh方法,利用循环积分消去 W,

使运动方程降阶

  5L
5 < = Cr = f   (任意常数) , ( 10)

航天器运动问题的 Routh函数为:

  R = L - f < = R 2+ R1+ R0, ( 11)

其中

  R2 =
A
2
[ ÛW2sin2H+ ÛH2

] ,

  R1 = 8AÛHsinW+ [ 8A cosHsinHcosW+ f cosH] ÛW,

  R0 = -
3
2 8

2
( C - A) cos

2
H-

1
2 8

2
AsinHcosW+

    MH cosH- 8f sinHcosW# 

现依据下面的公式对变量进行替换,

  W= arcsinu, ( 12)

  H= arccos
v A / C

1- mv
2

, ( 13)

其中

  m = (A - C ) / C# 

这样,变换后的 Routh函数的二次项成为

  R2 =
A
2

1- v
2

1 + mv
2

u
2

1- u
2+

A
C

Ûv 2

(1- v
2
)

2
(1+ mv

2
)

# ( 14)

如果,进一步引入Yehia[ 11]中的新坐标系 x、y 以及新的自变量 S, 则有

  sinx = u, ( 15)

  y =
A
CQ

v

0

dv

(1 - v
2
) 1 + mv

2
, ( 16)

  dt = LdS# ( 17)

其中

  L= (1 - v
2
) / (1 + mv

2
)# 

解方程( 15)、( 16)中的 u、v, 得到Routh函数为:
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  R =
1
2
( xc2

+ yc2
) + f P

R
Q
yc+ Q

T
Q
xc + U, ( 18)

其中

  

P = u, q = (1- u
2
) , R = - 8 1+ mv

2
,

T = 8
A
C

+
f

AC

1 + mv
2

1 - v
2

1 - u
2

v , Q= 1- v
2
,

U = L -
3
2
82

( C - A )
v

2

C (1- v
2
)
-

1
2
82

(1- u
2
) +

  1
A

MH
v

2

C(1 - v
2
)
- 8f 1- u

2 1 + mv
2

1- v
2

( 19)

和

  dt = LdS# 

利用 Routh函数方程

  d
dS

5R
5xc -

5R
5x = 0,

d
dS

5R
5yc -

5R
5y = 0# ( 20)

将运动方程表达为新变量形式(有势力和Lorentz力作用下带电粒子的水平运动方程)

  xd = - Fyc+ Ux , yd = Fxc+ Uy , ( 21)

其中

  F =
5
5x

PR
Q -

5
5y

qT
Q =

    cos
2
x

1- v
2 - 8 1+ mv

2 1- v
2cos- 1

x - 8m -
f
A

cos- 3
x @

    ( v
2
- v

4
) 1+ mv

2
- 8 1 - v

2 1 + mv
2 +

    f
A

cos- 3
x (1 + mv

2
) (1 + 2v - v

2
) # 

新系统有 Jacobi积分

  xc2
+ yc2

= 2U, ( 22)

运动的可能区域由不等式 U( x , y , h , f \ 0) 给出# 

3  系统的周期解

从 Jacobi积分( 22)着手,在等温坐标系下解方程( 21)

  

U = L( h + w ) , L =
(1- v

2
)

1 + mv
2 ,

w = -
3
2
82

( C - A )
v

2

C(1- v
2
)
-

1
2
8 (1- u

2
) +

  1
A

MH
v

2

C (1- v
2
)
- 8f 1 - u

2 1+ mv
2

1- v
2 ,

( 23)

其中 F、u、v 为x、y 的函数, U为力函数, h 为能量常数, f 为面积常数# Yehia
[ 14]
给出的系统稳

定解为:

  Ux = 0, Uy = 0, Uz = 0# ( 24)

排除考虑 | u | = | v | = 1的点, 系统( 24)可写成
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  wx = 0, wy = 0, h + wz = 0# ( 25)

令P 0( x 0, y 0) = P 0( f ) 代表稳定点集 P i ( x i , yi ) 中任意一点, 且相应的能量常数为 h0 =

h0( f )# 

式( 25)中前两个方程相应点集的坐标 P0i ( x 0i (f ) , y 0i ( f ) ) 对应稳定运动, 第 3个方程对

应每个运动的能量常数值# 

遵循Yehia在文献[ 14]中提出的方法,用点 P0邻域中参数 f 的固定值, 构造系统( 21)的周

期解# 设

  x = x 0 + N, y = y 0 = y + G, ( 26)

方程( 18)和( 19)可写为:

  

Nd+ F ( x 0 + N, y + G) Gc- UN( x 0+ N, y + G; h) = 0,

Gd- F ( x 0+ N, y 0+ G) Nc- UG( x 0+ N, y0 + G; h) = 0,

Nc2
+ Gc2

- 2U( x 0+ N, y 0+ G; h) = 0,

( 27)

其中 h 为受扰运动的能量常数# 为构造系统( 21)的周期解,应用 Liapunov 全纯积分定理(见

Liapunov 于 1956年的文献)# 周期解是以 c为参数的幂级数, 其中 c由h确定# 当 c y ] 时,

该解趋近于零, 而当 h y h0时,有

  N= 6
]

s = 1

c
s
x
( s)

, G= 6
]

s= 1

c
s
y
( s)

, h = h0+ 6
]

s= 1

c
s
hs, ( 28)

其中 hs 为常数, x
( s)
、y

( s)
是 S(同为周期 T )的周期函数# 

周期 T 可展开为

  T =
2P
;

1 + 6
]

s= 1
c
s
T s # ( 29)

当 h = h0时,系统( 27)的零解对应于系统的稳定运动# 

引入新变量

  u = ; 0S, ( 30)

有如下形式的解

  

x
( s)

= a1s+ 6
s

r = 1

( a
( r)
1s cosru + b

( r)
1s sinru) ,

y
( s)

= a2s+ 6
s

r = 1

( a
( r)
2s cosru + b

( r)
2s sinru)# 

( 31)

在 c的一级近似中,周期解( 26)为:

  x = x 0 + cx
(1)

, y = y 0+ cy
( 1)

, ( 32)

其中 x
( 1)、y (1) 为 S的周期函数# 

坐标与时间间的关系由下式给出

  t - t 0 = Q
S

0
L( x ( S) , y ( S) )dL, ( 33)

从而,方程( 21)的一级近似和二级近似可写为

  
;

2
0

d2
x
(1)

du
2 + F 0 ; 0

d2
y
(1)

du
2 + Acx (1)

+ Bcy (1)
= 0,

; 2
0

d
2
y
(1)

du2 + F 0 ; 0
d

2
x
(1)

du2 + Ccy ( 1)
+ Bcx (1)

= 0;

( 34)
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; 2
0

d
2
x
(2)

du2 + F 0 ; 0
d

2
y
(2)

du2 + Acx (2)
+ Bcy (2)

=

  [ Ly0wxx0+ L0wxxy0] x
( 1)

y
(1)

+ Fy0 ; 0y
( 1) d2

y
(1)

du2 ,

;
2
0

d2
y
(2)

du
2 - F 0 ; 0

d2
x
(2)

du
2 + Ccy ( 2)

+ Bcx (2)
=

  L0h2+
1
2
[ x

(1)
]

2
[ Ly0wxx0+ L0wxxy0] +

  1
2
[ y

(1)
]

2
[ 3Ly0wyy0+ L0wyyy0] + Fy0 ; 0y

( 1) dx ( 1)

du
# 

( 35)

下标零对应 x = x 0, y = y 0 值:

  Ac = - L0wxx0, Cc= - L0wyy0, Bc = - L0wxy0# 

系统( 31)的特征方程给出两个频率

  ; 0 =
1

2
Ac+ Cc+ F

2
0 ? ( Ac+ Cc+ F

2
0)

2
- 4( AcCc- Bc2

)
1/ 2 1/ 2# ( 36)

考虑以下两种可能的情况:

1. AcCc- Bc2
> 0( w 在P0处有极值)# 若

  F
2
0 > AcCc- Bc2

- Ac- Cc, ( 37)

方程( 36)有两个不同的频率# 该条件在 w 极大值处总成立# 

2. AcCc- Bc2
< 0( w 在P0处有鞍点)# 这时,只有一个频率,即在方程( 36)中取正号# 

在第 1种情况中,每 1个频率对应 1族周期运动,并由任意参数 c确定, 而第 2种情况中,

只能得到 1族周期运动# 

当频率( 36)为不可度量时,从级数( 28)和( 29)中,可求得所有 h s 值和系数# 只要当 | c |

小于限定值,级数将绝对收敛# 

式( 31)中的两个方程的解为:

  x
( 1)

= ( ; 2
0- Cc) sinu , y

(1)
= Bcsinu - F0 ; 0cosu, h1 = 0# ( 38)

系统( 21)的周期解族的 1级近似,与频率 ; 0 对应,可从下式得到

  

x = x 0+ ( ; 2
0 - Cc) csinu,

y = y 0+ c( Bcsinu - F0 ; 0sin u) ,

h = h0# 

( 39)

通过方程( 38) ,方程( 34)简化为

  

; 2
0

d2
x
(2)

du2 + F 0 ; 0
d2
y
(2)

du2 + Acx (2)
+ Bcy (2)

= D0+ D1cos2u + D2sin2u,

; 2
0

d2
y
(2)

du2 + F 0 ; 0
d2
x
(2)

du2 + Ccy ( 2)
+ Bcx (2)

= K0+ K1cos2u + K2sin2u,

( 40)

其中

  D0 =
1
2
Bc( ; 2

0- Cc) [ Ly0wxx0+ L0wxxy0] ,

  D1 = -
1
2
( ; 2

0- Cc) [ Ly0wxx0+ L0wxxy0] - 2Bc; 2
0F0Fy0,

  D2 =
1
2
[ Fy0 ; 0( Bc2

- F
2
0 ;

2
0) - F 0 ; 0( ;

2
0- Cc) ( Ly0wxx0+ L0wxxy0) ] ,
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  K0 = L0h2+
1
4
[ ( ; 2

0- Cc) ( Ly0wxx0+ L0wxxy0) - 2F0Fy0 ;
2
0( ;

2
0- Cc) +

    ( 3Ly0wyy0+ L0wyy0) ( Bc2
+ F

2
0 ;

2
0) ] ,

  K1 =
1
4
[- ( ; 2

0- Cc) ( Ly0wxx0+ L0wxxy0) - 2F0Fy0 ;
2
0( ;

2
0- Cc) +

    ( 3Ly0wyy0+ L0wyy0) ( F
2
0 ;

2
0- Bc2

) ] ,

  K2 =
1
2
[ Fy0 ; 0Bc( ; 2

0- Cc) - F0 ; 0Bc(3Ly0+ wyy0 + L0wyyy0) ]# 

系统( 21)的周期解族的 1级近似,含有点 P0 邻域中参数 f 的固定值

  

x = x 0+ ( ; 2
0 - Cc) csinu +

CcD0- BcK0

AcCc- Bc2 +

  c
2 16 ;

4
0- 4( Ac+ Cc+ F

2
0)

2
;

2
0+ AcCc- Bc2 - 1 @

  [ ( Cc- 4 ; 2
0) D1- BcK1- 2F0 ; 0K2] cos2u +

  [ ( Cc- 4 ; 2
0) D2 - BcK2+ 2F0 ; 0K1] sin2u ,

y = y 0+ c( Bcsinu - F0 ; 0cosu) +
AcK0- BcD0

AcCc- Bc2 +

  c
2 16 ; 4

0- 4( Ac+ Cc+ F
2
0) ;

2
0+ AcCc- Bc2 - 1 @

  [ ( Ac- 4 ;
2
0) K0- BcD1+ 2F 0 ; 0D2] cos2u +

  [ ( Ac- 4 ; 2
0) K2- BcD2- 2F0 ; 0D1] sin2u ,

h = h0+
c

2 ; 2
0

2L0
[ Bc2

+ ( ; 2
0- Cc) - F

2
0Cc]# 

( 41)

1级近似周期运动的轨迹是相似的椭圆,具有共同中心 P0# 每个椭圆的轴与 x 轴的夹角为

  1
2

arctan
2Bc( ; 2

0- Cc)
( ; 2

0- Cc)2
- Bc2

- F 0 ;
2
0
, ( 42)

每根轨迹和一个 h 值对应# 椭圆共同中心的坐标为

  ( x , y ) = x 0+
CcD0- BcK0

AcCc- Bc2 c
2
, y 0+

AcK0- BcD0

AcCc- Bc2 c
2 # ( 43)

4  结   论

通过构造惯性椭球体上的等温坐标系,将重力场和磁场中的轴对称刚性航天器的运动方

程简化,变成在有势力和 Lorentz力作用下带电粒子的平面运动方程,有势力和 Lorentz力由沿

轨道半径分布的磁场作用产生# 利用Liapunov全纯积分定理,得到稳定的近似周期解,以及系

统稳定的充分必要条件# 
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Periodic Motions of a Spinning Rigid Spacecraft Under the

Influence of the Gravitional and Magnetic Fields

Yehia A. Abdel_aziz1,  M. H. Yehia2,  F. A. Abd El_Salam3,  M. Radwan3

( 1. Nationa l Resear ch In stitute of Astr onomy and Geophysics , Helwan , Ca ir o , Egypt ;

2. Mathemat ics Deptar tm en t , Faculty of Scien ce , Man soura Un iver sity ,

Mansour a , Egypt ;

3. Astr onomy Deptar tm ent , F aculty of Scien ce , Ca ir o Univer sity ,
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Abstract: The motion of a magnetized axisymmetric spacecraft about its center of mass in a circular

orbit is considered, taking the gravitational and magnetic effects of the central body into account. E-

quations of motion of the redueced system are transformed to equations of plane motion of a charged

particle under the action of electric and magnetic fields. Stationary motions of the systemwere deter-

mined and periodic motions near them are conustructed using the Liapounov theorem of the holomor-

phic integral.

Key words: periodic motions; Routhian; rigid spacecraft
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