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摘要:  藉助于凸规划的 Lagrange 对偶理论,建立了 Mises 屈服条件下理想刚塑性材料 Hill最大塑

性功原理的对偶问题,并据此建立了极限分析的一个不可微凸规划模型# 该模型不仅避免了对屈

服条件的线性化,而且其离散化形式为线性约束下 Euclid模之和的极小化问题# 针对 Euclid模的

不可微性,提出理想刚塑性体极限分析的一种光滑化算法# 通过计算平面应力和平面应变问题的

极限荷载因子和相应的坍塌机构,验证了算法的有效性# 
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引   言

极限分析上、下限定理的建立使得数学规划迅速成为研究和发展极限分析理论和算法的

主要手段# 线性规划在离散结构极限分析中的应用已经比较成熟,如 Dorn 等人将杆系结构的

极限分析问题表述为线性规划模型[ 1, 2] , 并利用线性规划对偶理论首次揭示刚架结构极限分

析上、下限定理之间的对偶关系[ 3]# 而对于连续体的极限分析, 其上、下限定理对应为非线性

规划,直接求解都有困难:对于下限分析,屈服条件线性化后将导致大规模的问题,特别是对于

平面应变和三维问题,导致了退化的线性规划模型;而上限分析的非线性规划模型虽然避免了

对屈服条件的线性化,但其模型中的目标函数在最优解处不可微# 因此,优化算法的研究成为

应用非线性规划法进行连续体极限分析的关键# 已有的算法如 Overton等人[ 4]针对纵向剪切

问题极限分析建立的 Newton型算法, 张丕辛等人[ 5]和 Liu等人[ 6]给出的一种无搜索数学规划

算法,以及最近 Andersen等人[ 7]提出的原对偶内点型算法# 

本文利用凸规划对偶理论研究连续体上、下限分析非线性规划之间的对偶关系,并给出极

限分析的一个不可微凸规划模型,其岭散化形式对应于线性约束下 Euclid模之和的极小化问

题# 针对导出的不可微凸规划模型,采用文献[ 8, 9]提出的光滑化方法给出一致逼近 Euclid模

之和的光滑函数,进而给出理想刚塑性体极限分析的一种新型光滑化算法# 
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1  极限分析的不可微凸规划模型

从数学规划的角度分析, 在Mises屈服条件下,极限分析的上限定理与下限定理是互为对

偶的,而上、下限定理之间的对偶关系实质上又体现为塑性理论中Hill最大塑性功原理及其对

偶问题之间的关系# 本节利用凸规划对偶理论来揭示这些对偶关系,并藉此导出极限分析的

一个不可微凸规划模型# 

1. 1  Hill最大塑性功原理的对偶问题

在Mises屈服条件下,刚塑性材料的Hill最大塑性功原理可表述为如下优化问题:

  max
R Q8

R: E( u)d 8,   s. t . f ( R) [ 2R2s, ( 1)

其中 R为 8内应力张量场, u为变形速度向量, E为应变速度张量, f ( R) [ 2R2s 为屈服条件,常

用的Mises屈服条件一般表述为:

f ( R) = ( R11- R22)
2
+ ( R22- R33)

2
+ ( R33- R11)

2
+ 6( R212+ R223+ R231) [ 2R2s# ( 2)

下面研究优化问题( 1)的对偶问题# 为了便于推导,将应力张量和应变速度张量表示为如下向

量形式:

  �R = R11, R22, R33, R12, R23, R31
T
,

  �E( u) = E11( u ) , E22( u) , E33( u) , 2E12( u) , 2E23( u ) , 2E31( u)
T# 

则Mises屈服条件等价为:

  f ( �R) = +Q �R+ [ 2Rs, ( 3)

其中 +# +表示 Euclid 模, 矩阵 Q 的形式依具体问题而定, 如对平面应力和平面应变问题,分

别有

  Q =

1 - 1/ 2 0

0 3/ 2 0

0 0 3

和 Q =

1
2

-
1
2

0

0 0 1

# 

则优化问题( 1)等价为:

  max
�R Q8

( �R)
T
�E( u)d 8  s. t. +Q �R+ [ 2Rs# ( 4)

考虑到Mises条件的凸性,问题( 1)或( 4)为一凸规划, 并且 Slater 约束规范成立# 根据凸规划

强对偶定理有,

  max
R

min
M\0Q8

(�R)T�E( u)d 8 - Q8
M( +Q �R+ - 2Rs)d 8 =

    min
M\0

max
R Q8

(�R)T�E( u)d 8 - Q8
M( +Q �R+ - 2Rs)d 8, ( 5)

其中 M是不等式约束 +Q�R + [ 2Rs的 Lagrange 乘子,力学含义为塑性乘子;左端的极小极大

问题就是原问题( 4) ,而右端的极大极小问题为其对偶问题# 对于式( 5)右端的内层极大化问

题,有

  max
�R Q8

( �R)T�E( u)d 8 - Q8
M( +Q �R+ - 2Rs)d 8 =

    max
�R

min
+y + [ 1 Q8

(�R)T�E( u)d 8 - Q8
M( yT ( Q �R) - 2Rs)d 8 =

    min
+y + [ 1

max
�R Q8

(�R)T�E( u)d 8 - Q8
M( yT ( Q �R) - 2Rs)d 8 =
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    min
+y + [ 1,�E( u )- MQT y= 0

2RsQ8
Md 8 , ( 6)

其中第 1个等式源于 Cauchy_Schwarz不等式, 而第 2个等式由文献[ 10]的推论 37. 3. 2得到# 

故问题( 4)的对偶规划为

  min
y ,M\0

2RsQ8
Md 8 ,   s. t. +y + [ 1, �E( u) - MQ

T
y = 0# ( 7)

进一步等价为

  min
x

2RsQ8
+x +d 8 ,   s. t. QT

x = �E( u)# ( 8)

对于给定的应变速度 �E, 若 Q阵可逆(如平面应力问题) ,则由 x = Q
- T�E( u) 可唯一确定 x;若

Q不可逆,如对于平面应变问题, x I R2
,而�E I R3

, 等式约束 Q
T
x = �E( u) 是一个超定方程,

表达为:

  x 1 = 2E11, x 1 = - 2E22, x 2 = 2E12# ( 9)

为了保证有解, 需要

  E11+ E22 = 0, ( 10)

这个条件就是不可压缩条件# 类似的情况也出现在三维刚塑性问题中# 从数学规划的角度分

析,原问题Mises屈服条件( 2)中的 R11、R22、R33 上可以施加任意大小的静水压力值而不违反屈

服条件,而反映到对偶问题( 8)中,应力无界的对偶表现为变形速度的散度为零, 即不可压缩条

件( 10)# 这就解释了为什么在Mises屈服条件下, 平面应变与三维刚塑性问题的应变速度需要

满足不可压缩条件# 

1. 2  连续体上、下限分析中的对偶关系

根据极限分析的下限定理,理想刚塑性体的极限荷载因子可由如下数学规划来确定:

  max
K, R

K,   s. t.

- ¨T R = 0,   在 8 上,

n
T R = KT,   在 SR A 5 8 上,

f ( R) [ 2R2s# 

( 11)

式( 11)为对应下限定理的非线性规划问题,其中 K表示极限荷载因子, T为力边界SR上的已知

外载, n为SR外法线方向# 不难看到,问题( 11)也是一个凸规划# 下面建立其对偶问题# 为了

便于表述,这里不考虑体力的作用# 

根据凸规划的对偶理论, 问题( 11)的对偶问题定义为

min
u

max
K, R

K- Q8
( ¨TR)#ud 8 +QS

R

( n
T R - KT)#udS | f ( R) [ 2R2s , ( 12)

其中 u 是对应式( 11)中平衡约束的Lagrange 乘子, 其力学含义为虚变形速率[ 11]# 将式( 12)中

的极大极小问题进一步整理为

min
u
0( u) := max

R Q8
R: E( u) d 8 : f ( R) [ 2R

2
s ,   s. t.

QS
R

T#udS = 1,

E( u ) = 0. 5( ¨u+ ¨u
T
) ,

u = 0,   在 Su 上# 

( 13)

利用上一小节关于Hill最大塑性功原理对偶问题的讨论, 可给出极大极小问题( 13)中内层极

大化问题的解析表达式, 从而导致:
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  min
x, u

2RsQ8
+x +d 8 ,   s. t.

QS
R

T#udS = 1,

�E( u) = Q
T
x,

E( u) = 0. 5( ¨u+ ¨u
T
) ,

u = 0,   在 Su 上# 

( 14)

式( 14)就是对应上限定理的非线性规划模型# 与文献[ 5, 6]中上限定理的非线性规划比较,模

型( 14)中多出了一类变量 x 和一组等式约束条件# 由上一节分析, 对于平面应力问题和平面

应变(或三维) 问题,变量 x可以按不同途径消去# 因此, 式( 14)是上限定理非线性规划模型

的统一表述,适用于任何连续体的极限分析# 式( 11)向式( 14)的推导证明了两类非线性规划

问题的对偶关系# 

注意到,问题( 14)的目标函数为 Euclid模的积分, 而约束条件为线性等式约束,因此是一

个凸规划# 虽然该问题在形式上比较简单,但有限元离散后,极限状态下大量的单元处于刚性

状态,即目标函数中的Euclid模为零, 给问题的数值求解带来很大困难# 在下一节里, 专门讨

论此类问题的数值算法# 

2  极限分析的光滑化算法

问题( 14)离散化后的模型总可以表示为下述线性约束下的 Euclid模之和的极小化问题:

  minF ( x) := 6
m

i= 1

+A
T
i x - bi +,   s. t . ET

x = c, ( 15)

其中 Ai I Rn@ l
, bi I Rl

, i = 1, 2, ,, m, E I Rn@ k
, c I Rk

且E为列满秩矩阵# 

注意到,在使 A
T
ix - b i = 0的点 x 处F ( x) 是不可微的,为了克服该不可微性给数值求解

带来的困难,一种常见的方法是,寻找 F( x ) 的光滑函数将其转化为一光滑优化问题来处理# 

虽然通过在 F ( x) 中引入一个小参数 L即可给出其光滑形式 6
m

i= 1 +A
T
ix - b i +2

+ L
2
,但

直接利用此光滑形式并不能有效地得到问题(15)的满意解# 这是因为,如果在最优解 x
* 处,

存在某个 i I 1, 2, ,, m 使得 +A
T
ix

*
- b i + = 0,则极小化此光滑函数时, +A

T
ix - b i +与

L将同步趋向于 0,从而使相应的光滑化算法缓慢地收敛到最优解# 

本文给出 F( x) 的一种新的有效光滑形式# 观察到 F( x ) 可以重新表述为

  F( x) = 6
m

i = 1

max(0, +A
T
ix - bi +) ,

因此,利用文献[ 8, 9]中的光滑化方法, 便得到其一致光滑近似

  FL( x) := L6
m

i= 1
ln 1+ exp[ + bi - A

T
ix +/ L] # 

与 6
m

i= 1
+A

T
ix - bi +2

+ L2相比, 此光滑函数中的指数函数使得 + bi- A
T
ix +和 L不再具

有相同的尺度化,从而导致Euclid模 + bi - A
T
ix +的下降不会过多地依赖于光滑参数 L的减

小,有助于得到问题( 15)的高精度最优解# 

利用光滑函数 FL( x) , 不可微优化问题( 15)的求解就可以转化为解光滑问题

  minFL( x)  s. t . ET
x = c# ( 16)

本文采用增广 Lagrange函数法来求解等式约束问题( 16)# 定义增广Lagrange函数

  L L( x, C, A) := FL( x) - CT ( ET
x - c) + ( A/ 2) +E

T
x - c +2# ( 17)
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该方法通过求解如下序列无约束凸极小化问题来产生问题( 16)的解:

  min
x I Rn

L Lk ( x, C
k
, Ak) , ( 18)

其中 Ak 是单调增加的罚参数序列, Lk 是单调减少的光滑参数序列,乘子 Ck在每完成一个

极小化之后根据下述公式进行修正:

  Ck+ 1
i := Cki - Ak( ET

x
k
- c ) ,   i = 1, 2, ,, n# ( 19)

3  数 值试 验

用MATLAB编写的程序在 PC ( Pentium 4 CPU 2. 4GHz, DDR内存256MB)上实现上述算法,

其中问题( 18)的求解是通过强Wolfe_Powell线搜索的有限内存 BFGS算法[ 12]实现的,并且当

  + ẍ LLk ( x
k
, Ck , Ak) + [ 1. 0 @ 10- 2

时,就终止当前迭代# 

3. 1  平面应力问题[ 5]

对图 1所示含缺陷的正方形平板在均匀拉伸荷载作用下的极限荷载因子和坍塌速度场进

行计算# 取 a = 0. 25, L = 2# 根据对称性,只需计算四分之一部分# 消去变量 x,将 u 用三

角形三节点单元离散化, 屈服应力取1# 
图2~ 4分别展示了网格尺寸 h为 1/ 16、1/ 24和 1/ 32时的坍塌示意图,这些变形示意图是

按极限状态下流动速度乘以时间常数 ( dt = 0. 25) 并与未变形时的节点坐标叠加后绘制的,其

中填充颜色的为塑性区域# 极限状态下,四分之一平板由一条狭长的塑性流动区和两块刚性

区组成,其中左下角的刚性区沿狭长塑性区颈缩# 文献[ 5]中计算的极限荷载因子为 0. 789 1# 
表1给出本文极限荷载因子的计算结果# 

表 1 不同网格大小下的极限荷载因子

h- 1 4 8 12 16 20 24 28 32

K* 0. 921 599 0. 861 512 0. 831 476 0. 815 217 0. 804 933 0. 797 746 0. 792 318 0. 788 508

  图 1  带缺陷的平板示意图     图 2  网格尺寸 h 为 1/ 16时坍塌状态

3. 2  平面应变问题[ 7, 13]

考虑图 5所示的平面应变问题,其含有深度为 L - a的对称无限窄切缝# 由对称性,只需

计算四分之一部分# 在实际计算时,取屈服应力为1, L = 1, a = 1/ 3# 事先消去变量 x ,速度

场 u 用矩形四节点单元离散# 

图6展示了网格尺寸 h 为 1/ 18时的坍塌示意图,该图是按极限状态下流动速度乘以常数

(dt = 0. 05) 并与结构未变形时节点坐标叠加后绘制的,其中填充颜色的部分为塑性区域# 在

极限状态下,四分之一区域由一条狭长的塑性流动区和三块刚性区组成# 表 2给出极限荷载
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因子的计算结果,同时列出了文献[ 13]中采用线性规划的单纯型法计算的结果和采用内点

法[ 7]计算的结果作为比较# 

 图 3 网格尺寸 h 为 1/ 24时坍塌状态     图 4  网格尺寸 h 为 1/ 32时坍塌状态

   图 5  平面应变问题示意图   图 6  网格尺寸 h 为 1/ 18时的坍塌示意图

表 2 极限荷载因子 K*

h- 1 6 12 18

光滑化法 1. 017 0. 976 0. 961

内点法[7] 1. 017 0. 976 0. 960

单纯型法[13] 1. 262 1. 227 1. 208

4  结 束语

本文利用非线性规划的理论和算法研究了连续体的塑性极限分析# 通过讨论Hill最大塑

性功原理的对偶问题,证明了上、下限分析非线性规划模型之间的对偶关系, 并给出了一个统

一表述的极限分析非线性规划模型( 14) ,该模型适用于包括平面应力、平面应变及三维问题等

在内的理想刚塑性连续体的极限分析; 所提出的非线性规划模型在形式上属于线性等式约束

下的 Euclid模之和的极小化问题,非常适合于数值计算;针对相应目标函数的不可微性, 本文

提出一个有效的、易为工程人员所接受和使用的光滑化算法# 算例表明本文的模型和算法能

够获得很好精度的极限荷载因子和符合力学直观的塑性流动场# 
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Nonsmooth Model for Plastic Limit Analysis

and Its Smoothing Algorithm

LI Jian_yu1,  PAN Shao_hua2,  LI Xing_si1

( 1. State Key Labora tor y of Str uctur al An aly sis for Industr ial Equ ipment ,

Dalian Un iv er sity of Technolo gy , Dalian 116023, P . R . China ;

2. Depar tm ent of Applied Ma them atics , South China Un iver sity of Technology ,

Guangzhou 510641, P . R . China )

Abstract: By means of Lagrange duality theory of the convex program, a dual problem of Hill. s max-i

mum plastic work principle under Mises. yielding condition was derived and whereby a non_differen-

tiable convex optimization model for the limit analysis were developed. With this model, it is not nec-

essary to linearize the yielding condition and its discrete form becomes a minimization problem of the

sum of Euclidean norms subjected to linear constraints. Aimed at resolving the non_differentiability of

Euclidean norms, a smoothing algorithm for the limit analysis of perfect_plastic continuum media was

prposed. Its efficiency was demonstrated by computing the limit load factor and the collapse state for

some plane stress and plain strain problems.

Key words: plastic limit analysis; duality; non_smooth optimization; smoothing method
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