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某些四阶时滞微分方程解的稳定性
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摘要:  利用 Liapunov 函数法,得到了一个新的、证明某些四阶非线性时滞微分方程零解渐近稳定

的结果# 建立结果的限制性条件弱于其他文献给出的的方法# 
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引   言

在微分方程理论和应用领域中,稳定性是非常重要的问题# 至今,确定线性和非线性微分

方程解稳定性的有效方法,仍是Liapunov直接法(即Liapunov第二种方法)# 其优点在于, 一般

不需要预先知道解的情况,就可知道解的稳定性# 今天,它不仅是研究微分方程的极好工具,

而且广泛用于控制系统、动力系统、时间滞后系统、电力系统分析、时变非线性反馈系统等的理

论研究中# 它的主要特征为构造一类标量函数或泛函, 也就是 Liapunov 函数或泛函# 但是寻

找一类具有时滞(或非时滞)的高阶微分方程的 Liapunov 函数或泛函, 一般来说是困难的# 最近

几年来,利用 Liapunov 直接法,得到了多种二阶、三阶、四阶、五阶和六阶非线性时滞(或非时滞)

微分方程解稳定性和有界性的极好的结果(见文献[ 1~ 31]及其参考文献)# 值得注意的是,对于

四阶非线性时滞微分方程解的稳定性研究结果却不多(见文献[ 1]、[ 14]、[ 18]、[ 21]、[ 26] )# 

1973年, Sinha[ 21]研究了如下四阶时滞微分方程:

  x
( 4)
( t ) + f ( xd( t ) ) x Ê ( t ) + f 2( xc( t ) , xd( t ) ) xd( t ) + g ( xc( t - r ) ) +

    h( x ( t - r ) ) = 0,

证明了该方程是渐近稳定的# 之后在 1989年, Okoronkwo[ 14]研究了一种四阶标量时滞微分方程

  x
( 4)
( t ) + f ( xd( t ) ) x Ê ( t ) + A2xd( t ) + B2xd( t - h) + g ( xc( t - h) ) +

    A4x ( t ) + B4x ( t - h) = P ( t )

的解具有一致渐近稳定性和有界性的充分条件# 1998年, Bereketoßglu[ 1]给出四阶时滞微分方程

  x
( 4)
( t ) + e( t , x ( t ) , xc( t ) + xd( t ) + x Ê ( t ) ) xÊ ( t ) + f ( t , xd( t - S) ) +

    g( t , xc( t - S) ) + h( x ( t - S) ) = 0

零解的一致渐近稳定性的充分条件# Sadek[ 18]于 2004年在对下面形式的四阶非线性时滞微分
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方程

  x
( 4)

+ A1x
,
+ A2&x + A3Ûx + f ( x ( t - r ) ) = 0

和    x
( 4)

+ A1x
,
+ A2&x + <(Ûx ( t - r ) ) + f ( x ) = 0

的研究中,通过构造两个新的 Liapunov 泛函, 得出方程组零解具有渐近稳定性的充分条件# 最
近,在文献[ 26]中, 作者对四阶非线性微分方程

  x
( 4)

+ U(&x ) x
,
+ h( Ûx )&x + <( Ûx ( t ) ) + f ( x ( t - r) ) = 0

和    x
( 4)

+ U(&x ) x
,
+ h( Ûx )&x + <( Ûx ( t - r ) ) + f ( x ( t ) ) = 0

的零解的渐近稳定性作了研究# 
在本文中, 我们将研究怎样通过构造一个新的 Liapunov 泛函,讨论下面方程的渐近稳定性

问题:

  x
( 4)

+ U(&x ) x
,
+ h( Ûx )&x + <( Ûx ( t - r ) ) + f ( x ( t - r ) ) = 0, ( 1)

其中 r 为正常数, U(&x )、h( Ûx )、<(Ûx ) 和f ( x ) 为连续函数, <(0) = f ( 0) = 0# 导函数 d</ dÛx S

<c(Ûx ) 和 df / dx S f c( x ) 存在且连续# 

本文研究动机主要来自 Sadek[ 18]和TunÔ[ 26]的论文, 但条件和 Bereketoßglu [ 1]、Okoronkwo[ 14]

和Sinha[ 21]的完全不同# 

显然,式( 1)等价于系统

  

Ûx = y , Ûy = z , Ûz = u,

Ûu = - U( z ) u - h( y ) z - <( y ) - f ( x ) + Q
t

t- r
<c( y ( s ) ) z ( s)ds +

  Q
t

t- r
f c( x ( s ) ) y ( s)d s# 

( 2)

1  预 备知 识

为便于得出本文的主要结果,首先给出一些重要的一般自治时滞系统的稳定性准则# 考虑

  Ûx = f ( xt ) , x t = x ( t + H) ,   - r [ H [ 0, t \ 0, ( 3)

其中 f : CH y Rn 为CH 到 R
n 的连续映射, f (0) = 0, CH := < I C ( [- r , 0] , Rn

) : + <+ [
H ; 且当 H 1 < H 时(H 1、H 为正常数) , L (H 1) > 0,且当 + <+ [ H 1,有 | f ( <) | [ L (H 1)# 

  定义 1  x ( t , 0, <) 定义在[ 0, ] ) 上,存在序列 t n :当 n y ] 时 tn y ] # 若元素 W I

CH , 满足 +x tn( <) - W+ y 0( n y ] )、x tn( <) = x ( tn+ H, 0, <) (- r [ H [ 0) ,则称元素 W为

属于 <的 X极限集,记为 8( <)# 

定义 2(见文献[ 31] )  若集合 Q < CH 满足:对任意 < I Q,式(3) 的解 x ( t , 0, <) 定义在

[ 0, ] ) 上,并且当 t I [ 0, ] ) 有 xt ( <) I Q, 则称集合 Q为不变集合# 

引理 1(见文献[ 3]、[ 8]、[ 31] )  若 < I CH 是定义在[ 0, ] ) 上的式(3) 的解 xt ( <) 且满足

x 0( <) = <,又 +xt ( <) + [ H 1 < H , t I [ 0, ] ) ,那么 8 ( <) 称为非空紧不变集且有

  dist( xt ( <) , 8( <) ) y 0,   当 t y ] # 

引理 2(见文献[ 3]、[ 31] )  令 V( <) : CH y R为满足局部Lipschitz条件的连续泛函, V(0)

= 0且满足下列条件:

( � ) W1( | <(0) | ) [ V( <) [ W2( + <+) , W1( r )、W2( r ) 为权函数# 

( � ) ÛV (3) ( <) [ 0, 当 < I CH# 

则式( 3)零解是一致稳定的# 若定义 Z = < I CH : ÛV (3) ( <) = 0 , 则式(3) 零解是渐近稳定

995西密尔#通兹



的,并证明 Z 中最大不变集是Q = 0 # 

2  主 要结 论

在讨论主要定理前, 首先引入记号:

  �8 := ( x , y , z , u) I R4
: | x | < H 1, | y | < H 1,

     | z | < H1, | u | < H 1,H 1 [ H ,

  U1( z ) =

1
zQ

z

0
U( z )dz ,   z X 0,

U(0) ,      z = 0,

和    <1( y ) =
<( y ) / y ,    y X 0,

<c(0) ,     y = 0# 

本文的主要结果如下:

定理  假设存在正常数 A1、A2、A3、A4、$和E, 使得对 �8 中的每个 x、y、z、u , 下列条件成

立:

( � ) A1A2A3- A3<c( y ) - A1A4 U( z ) \ $ > 0,

其中 E [ $/ (2A1A3D) , D = A1A2+ A2A3/ A4;

( � ) 0 < A4- A1 $/ (4A3) < f c( x ) [ A4;

( � ) <c( y ) \ A3和 0 [ <1( y ) - A3 <
$

8A3

A4

2A1A3
;

( � ) 0 [ h ( y ) - A2 [
A1

8
E$
A3

;

( � ) U( z ) \ A1, U1( z ) - U( z ) < $/ (2A2
1A3)# 

那么系统( 2)的零解是渐进稳定的,并得到

r < 2min
EA3

d2A4+ 2K+ d2A1A2
,

3$
16A1A3( A4+ A1A2+ 2L)

,
3EA1

4d1( A4+ A1A2)
# ( 4)

和

  d1 = E+ 1/ A1, d2 = E+ A4/ A3,

  K= ( A4/ 2) ( d1+ d 2+ 1) > 0 和 L = ( A1A2/ 2) ( d 1+ d2+ 1) > 0# 

附注 1 根据定理中条件( � )、( � )、( � )可得:

  U( z ) < A2A3/ A4, <c( y ) < A1A2# 
附注 2 该定理需满足的条件比文献[ 18]中定理 1、定理 2的充分条件要弱, 因此, 该定理包含了上述文

献中得出的结果# 

证明  先定义一个 Liapunov函数 V = V( x t , y t , zt , u t ) :

2V( x t , y t , z t , ut ) = 2d2Q
x

0
f ( N) dN+ 2d 2Q

y

0
h( G) GdG- d 1A4y

2
+ 2Q

y

0
<( G)dG+ d 1A2z

2
+

  2Q
z

0
U( S) SdS- d2z

2
+ d 1u

2
+ 2f ( x ) y + 2d 1f ( x ) z + 2d1<( y ) z + 2d2 yQ

z

0
U( S)dS+

  2d2yu + 2zu + 2KQ
0

- rQ
t

t+ s
y

2
( H)dHds + 2LQ

0

- rQ
t

t+ s
z

2
( H) dHds# ( 5)

明显地, V(0, 0, 0, 0) = 0# 
注意到式( 5)中 2V 可改写为

2V =
1
A3
[ f ( x ) + A3y + d 1A3z ]

2
+

1
U1( z )

[ u + U1( z ) z + d2U1( z ) y ]
2
+ d 1-

1
U1( z )

u
2
+
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  [ d1A2- d2- d
2
1A3] z

2
+ 2d2Q

y

0
h( G) GdG- d1A4 y

2
- d

2
2U1( z ) y

2
+

  2Q
y

0
<( G)dG- A3y

2
+ 2d 1[ <1( y ) - A3] yz + 2d2Q

x

0
f ( N)dN-

1
A3

f
2
( x ) +

  2Q
z

0
U( S) SdS- U1( z ) z

2
+ 2KQ

0

- rQ
t

t+ s
y

2
( H)dHds + 2LQ

0

- rQ
t

t+ s
z

2
( H)dHds# ( 6)

根据定理的假设,常数 d1、d2 的定义以及微分中值定理与积分中值定理,可知:

  2V \ E A4-
A1 $
4A3

x
2
+

$A4

2A1A
2
3
y

2
+

$
4A

2
1A3

z
2
+ Eu2

+

     2d1[ <1( y ) - A3] yz + 2KQ
0

- rQ
t

t+ s
y

2
( H)dHds + 2LQ

0

- rQ
t

t+ s
z

2
( H) dHds# ( 7)

记 W5 为

  W5 S
$A4

4A1A
2
3
y

2
+ 2d1[ <1( y ) - A3] yz +

$
8A

2
1A3

z
2# 

根据不等式

  d
2
1[ <1( y ) - A3]

2
<

4

A2
1
[ <1( y ) - A3]

2
<

A4 $
2

32A3
1A

3
3

  (对所有 y ) ,

得到下面关于 W5的估计

  W5 \ 1
2A3

$A4

A1
| y | -

1
2A1

$
2A3

| z |

2

\0# 

结合该估计式与关于 2V 的估计式( 7)可得

  2V \ E A4-
A1 $
4A3

x
2
+

$A4

4A1A
2
3
y

2
+

$
8A2

1A3
z

2
+ Eu2

+

    2KQ
0

- rQ
t

t+ s
y

2
( H)dHds + 2LQ

0

- rQ
t

t+ s
z

2
( H)dHd s# 

显然 V( x t , y t , zt , ut ) 满足引理 2的条件( � )# 
记 dV( xt , yt , zt , u t ) / dt = dV/ dt为V = V( x t , y t , z t , ut ) 的导数, 直接计算式( 5)和式( 2) ,

可得

  d
dt
V = - [ A4- f c( x ) ] y +

d1z

2

2

- [ h( y ) - d 1<c( y ) - d2 U1( z ) ] z
2
+

     
d

2
1

4
[ A4 - f c( x ) ] z2

- [ d1 U( z ) - 1] u2
- d2

<( y )
y

- A4 y
2
-

     d 1[ h ( y ) - A2] zu + ( d1u + z + d2 y )Q
t

t- r
f c( x ( s ) ) y ( s)ds +

     ( d1u + z + d2y )Q
t

t- r
<c( y ( s) ) z ( s) ds + Ky 2

r -

     KQ
t

t- r
y

2
( s) ds + Lz 2

r - LQ
t

t- r
z

2
( s)d s# 

注意到定理的假设、式( 4)、附注 1,并运用微分中值定理与积分中值定理,可得到:

  0 [ A4- f c( x ) ;

  [ h( y ) - d1<c( y ) - d 2U1( z ) ] z
2 \

    A2- E+
1
A1

<c( y ) - E+
A4

A3
U1( z ) z

2
=

    A2-
1
A1
<c( y ) -

A4

A3
U1( z ) z

2
- E[ <c( y ) + U1( z ) ] z

2 \
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1
A1A3

[ A1A2A3- A3<c( y ) - A1A4 U1( z ) ] z
2
- E[ A1A2+ U1( z ) ] z

2
=

    1
A1A3

[ A1A2A2- A3<c( y ) - A1A4 U( Hz ) ] z
2
- E[ A1A2+ U( Hz ) ] z 2 \

    
$

A1A3
z

2
- E A1A2 +

A2A3

A4
z

2 \

    
$

A1A3
z

2
- EDz 2 \

$
2A1A3

z
2
,

其中 0 [ H [ 1,

  [ d1 U( z ) - 1] u
2 \ E+

1
A1

U( z ) - 1 u
2 \

    E+ 1
A1

A1- 1 u
2
= EA1u

2

和

  d2
<( y )
y

- A4 y
2 \ E+

A4

A3
A3 - A4 y

2 \ EA3y
2# 

综上所述, 可推导出

  d
dt
V [ - EA3y

2
-

$
2A1A3

z
2
- EA1u

2
+

d
2
1

4
[ A4- f c( x ) ] z 2

-

    d1[ h( y ) - A2] zu + ( d1u + z + d2y )Q
t

t- r
f c( x ( s) ) y ( s) ds +

    ( d1u + z + d2y )Q
t

t- r
<c( y ( s ) ) z ( s )ds +

    Ky2
r - KQ

t

t- r
y

2
( s)ds + Lz2

r - LQ
t

t- r
z

2
( s )ds# ( 8)

现在考虑项

  W6 S
d

2
1

4
[ A4- f c( x ) ] z 2

-
EA1

4
u

2
- d1[ h( y ) - A2] zu -

$
16A1A3

z
2
,

该式包含于式( 8)中, 根据不等式

  
d

2
1

4
[ A4- f c( x ) ] < 1

A
2
1
[ A4- f c( x ) ] < $

4A1A3
和

d
2
1

4
[ h ( y ) - A2]

2 [ E$
64A3

,

显然 W6满足

  W6 [ $
4A1A3

z
2
-

EA1

2
| u | -

1
4

$
A1A3

| z |

2

[ $
4A1A3

z
2# 

将上式代入前面 d V/ dt 的不等式,有

  d
dt
V [ - EA3y

2
-

3$
16A1A3

z
2
-

3EA1

4
u

2
+ ( d1u + z +

    d2y )Q
t

t- r
f c( x ( s ) ) y ( s)ds + ( d1u + z + d2y )Q

t

t- r
<c( y ( s) ) z ( s) ds +

    Ky2
r - KQ

t

t- r
y

2
( s)ds + Lz2

r - LQ
t

t- r
z

2
( s )ds# 

注意到 f c( x ) [ A4, | <c( y ) | [ A1A2 和 2uv [ u
2
+ v

2
, 则有

d
dt
V [ - EA3-

1
2
( d2A4 + 2K+ d 2A1A2) r y

2
-

  3$
16A1A3

-
1
2
( A4+ A1A2+ 2L) r z

2
-

3
4
EA1-

1
2
d1( A4+ A1A2) r u

2
+
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A4

2 ( d 1+ d2+ 1) - KQ
t

t- r
y

2
( s )ds +

A1A2

2 ( d1+ d2+ 1) - LQ
t

t- r
z

2
( s )ds# ( 9)

若取 K= ( A4/ 2) ( d1+ d2+ 1) > 0和 L= ( A1A2/ 2) ( d1+ d2+ 1) > 0, 由不等式( 9)可知

  d
dt
V [ - EA3-

1
2
( d2A4+ 2K+ d2A1A2) r y

2
-

    
3$

16A1A3
-

1
2
( A4 + A1A2+ 2L) r z

2
-

3
4
EA1-

1
2
d1( A4+ A1A2) r u

2# 

若取

  r < 2min
EA3

d 2A4+ 2K+ d2A1A2
,

3$
16A1A3( A4+ A1A2+ 2L)

,
3EA1

4d 1( A4+ A1A2)
,

实际上,可得到

  dV( x t , y t , z t , ut ) / dt [ - Q( y 2
+ z

2
+ u

2
)   (对一些常数 Q> 0 )# 

根据 dV( x t , y t , z t , ut ) / dt = 0和系统(2) ,易知 x = y = z = u = 0# 因此, 引理 2的所有条件

得到满足,所以式( 1)的零解是渐进稳定的# 

定理得证# 
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On the Stability of Solutions of Certain Fourth_Order

Delay Differential Equations

Cemil TunÔ
( Depar tment of Mathemat ics , Faculty of Ar ts and Sciences ,

Y�z�n c�Y¥l Univer sity 65080, Van _Turkey )

Abstract: By the use of the Liapunov functional approach, a new result is obtained to ascertain the

asymptotic stability of zero solution of a certain fourth_order non_linear differential equation with de-

lay. The established result is less restrictive than those reported in the literature.

Key words: non_linear delay differential equation of fourth order; stability; Liapunov functional
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