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摘要:  广泛实践集中在直接变量边界积分方程的规则化研究, 其本质是利用简单解消除边界积

分的奇异性# 然而,至今关于平面位势问题的第一类边界积分方程的规则化研究尚未涉足# 致力

于间接变量边界积分方程的规则化方法研究, 基于一种新的思想和观点, 确立平面位势问题的间

接变量规则边界积分方程,它不包含 CPV强奇异积分和 HFP 超奇异积分# 数值算例表明现在的方

法可取得很好的精度和效率,特别是边界量的计算# 
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引   言

不同于别的离散方法,边界元法涉及奇异核积分, 这是由所研究问题的控制微分方程的基

本解(及其导数)所引起的# 按幂划分, 通常有 3种不同的奇异积分[ 1~ 2] :弱奇异积分( Riemann

意义下可积分)、强奇异积分(柯西主值意义下,简称CPV积分)及超奇异积分(Hadamard_Finite_

Part意义下,简称 HFP 积分)# 已发展了许多数值处理技术和边界归化方法, 可分为/ 局部措

施0 [ 3~ 6]和/整体措施0 [ 7~ 10]# 前者是对奇异单元积分的直接计算或近似,有解析和半解析法、

Gaussian求积公式、变换法及有限部分法等# 后者是通过建立新的边界积分方程, 间接计算

CPV和HFP 积分,如域外奇点法,虚边界元法及简单解法等# 

和直接边界元法相比较, 间接法更简单、灵活和适用# 首先, 基本场变量和其导数不直接

关联;其次,间接法更容易改变边界积分方程的形式,以适合不同边界条件的边值问题;再者,

基本场变量的梯度方程中不含有 HFP 积分# 然而,很遗憾, 在边界元家族中间接法的规则化

方程至今尚未得到充分的研究# 本文基于一种新的思想和观点[ 10]
, 建立位势平面问题的间接

变量规则化边界积分方程# 它无需处理 HFP 积分,和已有的直接变量边界元法相比, 大大地

降低了处理问题的复杂性,改进了计算效率和解的精度# 

1  基 本定 理

本文总假定 8是R
2
中的一个有界区域, 8 c是其补域, # = 5 8是它们的共同边界# t ( x) ,
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n( x) 分别是区域 8 的边界# 在点x处的单位切、外法向量# 位势问题的基本解是 u
*
( x, y )

= (1/ 2P) ln(1/ r)# 

引理 1
[ 2]  基本解具有特性

  Q#
ÿ u

*
( x, y )#n( x)d #x =

- 1,   y I 8 ,

0,    y I 8 c# 

定理 1
[ 10]  设 #是分段光滑曲线,那么有

  Q#
r̈

2
, k#n ( x)d #x =

- 2P+ 2Q#

5lnr
5xk

nk( x) d #x ,   y I 8 ,

2Q#

5lnr
5xk

nk( x )d #x ,      y I 8c ,

( k = 1, 2) ,

  
Q#

l̈nr#t ( x)d #x = 0, Q#
r̈

2
, k#t ( x)d #x = 0,

Q#
(̈ r , 1 r , 2)#t ( x)d #x = 0,

  Py I 8 G 8 c,

  Q#
(̈ r , 1 r , 2)#n( x )d #x =

    2Q#
n l ( x)

5lnr
5x k

d #x,   ( k X l ) , Py I 8 G 8c# 

定理 2  设 # 是分段光滑曲线(开或闭) , x̂是 # 的一个点(可能是角点) , 令 d = inf
x I #

| y -

x | 和 h = | y - x̂ | # 若 W( x) I C
0, A

( # ) 和 h/ d [ K 1( K 1是常数) ,那么有

  lim
y I x̂Q#

[ W( x) - W( x̂ ) ]
x k - y k

| x - y |
2 d #x =

    Q#
[ W( x) - W( x̂) ]

xk - x̂ k

| x - x̂ |
2d #x   ( k = 1, 2)# 

证明  我们给出 x̂ 是 #的一个角点, 且 k = 1的情形的证明, 其它同理可证# 对任意的

E> 0, 上式左右两边的差是

  $ = Q#

x 1- y 1

| x - y |
2-

x 1 - x̂ 1

| x - x̂ |
2 [ W( x) - W( x̂) ] d #x# 

对小的 D> 0,设 #D= x I # +x - x̂ | [ D , #c = # - #D# 进一步用 #-D和 #+D分别表示

#D在x̂ 的左、右部分, 于是 $可分成: #-D上的积分 $1、#
+
D上的积分 $2及 #c上的积分 $3# 首

先我们估计 $1# 使用 | yk - x̂ k | [ K 1 | x - y | , 有

  
x 1- y 1

| x - y |
2-

x 1- x̂ 1

| x - x̂ |
2 [

K 2

| x - x̂ |
  ( K 2是常数) ,

又 | W( x) - W( x̂ ) | [ K 3 | x - x̂ |
A
( A, K 3是常数,且 0 < A [ 1) , 所以

  | $1 | [ K 2K 3Q#
-

D

1

| x - x̂ |
1- Ad #x,

#
-
D在端点x̂ 处光滑,因此弧xx̂

O

和相应弦 t的长度比是有界的, 即 | d #x / dt | [ K 4( K 4常数) ,于

是

  | $1 | [ K 2K 3K 4Q
D

0

1

t
1- Adt [ K 5D

A   ( K 5是常数) ,

选择充分小的 D, 可得 | $1 | [ E/ 2# 同样可得 | $2 | [ E/ 2# 当 D固定后,因 x̂不包括在#c内,

因此选择充分小的 | y - x̂ | , 有 | $3 | [ E/ 2# 
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推论 1  在定理 2的条件假设下, 有

  lim
y y x̂Q#

[ W( x) - W( x̂ ) ] ü
*
( x , y )#t ( x)d #x =

    Q#
[ W( x) - W( x̂) ] ü

*
( x , y )#t ( x̂ )d #x,

  lim
y y x̂Q#

[ W( x) - W( x̂ ) ] ü
*
( x , y )#n( x) d #x =

    Q#
[ W( x) - W( x̂) ] ü

*
( x , y )#n( x̂) d #x# 

注 1 定理 2 和推论 1包括了特别的极限过程:对任意给定的 x̂ I # ,令 y y x̂º, 其中 y = x̂ ºhn( x̂ ) ,

x̂º= lim
h y+ 0

( x̂ ºhn( x̂) )# 

2  规则化边界积分方程

我们将推导 8c 上的边界积分方程, 8 上的可如法炮制# 位势表示式[ 2]
是

  u( y ) = Q#
<( x ) u

*
( x, y )d #x +

    Q̂8
f ( x) u

*
( x , y )d 8̂ + C,   y I 8̂ = 8 c或 8 ,

设 x̂ 是 #的光滑点,利用引理 1和定理 1, 可得

  ÿu( y ) = Q8
c

f ( x) ÿu
*
( x, y )d 8 c +Q#

[ <( x) - <( x̂) ] ÿu
*
( x , y )d #x -

    <( x̂) Q#
[ t c( x) - t c( x̂) ] ü

*
( x , y )#t c( x)d #x +

    Q#
[ nc( x ) - nc( x̂) ] ü

*
( x , y )#nc( x)d #x # 

若 x̂ 是 #的二阶光滑点, 有 t l ( x̂ ) I C
0, A

( # ) , nl ( x̂ ) I C
0, A

( #) ( l = 1, 2)# 因此当 y y x̂ ,

使用定理 2和推论1,得规则化边界积分方程( x̂ 被写成 y )

  Q#
<( x)d #x +Q8

c

f ( x)d 8 c = 0, ( 1)

  u( y ) = Q#
<( x ) u

*
( x, y )d #x +

    Q̂8
c

f ( x) u
*
( x, y )d 8 c + C,   y I #, ( 2)

  ÿu( y ) = Q8
c

f ( x) ÿu
*
( x, y )d 8 c +Q#

[ <( x) - <( y ) ] ÿu
*
( x, y )d #x-

    <( y ) Q#
[ t c( x) - t c( y ) ] ¨u

*
( x , y )#t c( x)d #x +

    Q#
[ nc( x ) - nc( y ) ] ü

*
( x, y )#n c( x)d #x , ( 3)

这里 t c( x ) , n c( x) 分别是区域 8 c的边界 # 在点x 处的单位切、外法向量# 

类似地,可得 8 上的规则化边界积分方程

  Q#
<( x )d #x + Q8

f ( x)d 8 = 0, ( 4)

  u( y ) = Q#
<( x ) u

*
( x, y )d #x +
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    Q8
f ( x) u

*
( x , y )d 8 + C,   y I #, ( 5)

  ÿu( y ) = Q8
f ( x) ÿu

*
( x, y )d 8 + <( y ) - Q#

[ <( x) - <( y ) ] ẍu
*
( x, y )d #x -

    <( y ) Q#
[ t ( x) - t ( y ) ] ü

*
( x, y )#t ( x)d #x +

    Q#
[ n( x) - n( y ) ] ü

*
( x, y )#n ( x)d #x # ( 6)

注2  如果 <( x ) I C0, A
1( # ) , t ( x) I C0, A

2( # ) , n( x ) I C0, A
3( # ) , 那么方程( 3)和方程( 6)中的积分的奇

异性被消除# 以上方程经适当的组合变形后, 可适用于任何边界条件的内、外边值问题# 

3  数 值实 施
密度分布函数 <( x) 采用二次不连续插值,形函数为

  W1(x ) =
1
2
N
C

N
C

- 1 , W2(x) =
1
2
N
C

1+ N
C

, W3( x) = 1- N
2

C2,   C I (0, 1]

(当 C= 1属通常的连续插值)# 假设场点是 x
3
(相应的无因次坐标是 N= 0) , 有

  <( x) - <( x3
) =

1
2
N
C

N
C

- 1 [ <( x1
) - <( x

3
) ] +

1
2
N
C

1+
N
C

[ <( x1
) - <( x3

) ] ,

因此因子 N保证方程( 3)和方程( 6)中的积分的奇异性被消除# 

例 1  给定半径为 1的无限长圆柱表面的温度分布

  u( r , H) =
1,   0 < H< P,

0,   P< H< 2P# 

在稳定状态下, 问题的解为下列型式的 Fourier级数[ 1]

  u ( r , H)
u0

=
1
2 + 2 6

]

n = 1

1
nP

r
R

n

sinnH,   n = 1, 3, 5, ,,

表 1 内点数值结果

内点

普通直接法[1] 本文(不连续单元)

24常单元

( 24节点)

48常单元

( 48节点)

12线性单元

( 24节点)

16二次单元

( 48节点)

解析解

1 0. 500 0. 500 0. 500 000 0E+ 00 0. 500 000 0E+ 00 0. 500

2 0. 799 0. 796 0. 795 408 2E+ 00 0. 795 182 6E+ 00 0. 795

3 0. 776 0. 774 0. 772 614 4E+ 00 0. 772 885 3E+ 00 0. 773

4 0. 689 0. 688 0. 686 523 8E+ 00 0. 687 389 0E+ 00 0. 687

5 0. 500 0. 500 0. 500 000 0E+ 00 0. 500 000 0E+ 00 0. 500

6 0. 311 0. 312 0. 313 476 2E+ 00 0. 312 610 9E+ 00 0. 313

7 0. 224 0. 226 0. 227 385 6E+ 00 0. 227 114 6E+ 00 0. 227

8 0. 201 0. 204 0. 204 591 8E+ 00 0. 204 817 4E+ 00 0. 205

 方程( 5)中的常数C的数值结果 4. 999 999 9E- 001  

图1给出内点位置分布# 表 1列出了在不同离散单元数( 12个不连续线性单元和 16个不连续

二次单元)下,内点位势的数值结果及与普通边界元直接法、解析解的比较# 图 2描绘了沿四

分之一边界( 0~ P/ 2)径向通量的数值结果# 
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    图 1 内点分布               图 2 四分之一边界的径向通量

    图 3 表面温度             图 4 通量的最大相对误差收敛曲线

表 2 不使用方程( 4)的间接边界元法

内点 48常单元 96常单元 48线性单元 96线性单元

1 - 0. 332 324 6E- 12 - 0. 183 209 8E- 11 0. 259 013 6E- 14 0. 628 356 8E- 14

2 0. 295 301 5E+ 00 0. 295 193 3E+ 00 0. 292 887 0E+ 00 0. 294 034 9E+ 00

3 0. 272 992 4E+ 00 0. 272 854 2E+ 00 0. 270 455 3E+ 00 0. 271 644 8E+ 00

4 0. 187 458 3E+ 00 0. 187 240 6E+ 00 0. 184 962 2E+ 00 0. 186 070 3E+ 00

5 - 0. 497 456 7E- 08 0. 329 141 3E- 05 0. 888 178 4E- 14 - 0. 106 581 4E- 13

6 - 0. 187 456 5E+ 00 - 0. 187 239 4E+ 00 - 0. 184 962 2E+ 00 - 0. 186 070 3E+ 00

7 - 0. 272 988 5E+ 00 - 0. 272 855 5E+ 00 - 0. 270 455 3E+ 00 - 0. 271 644 8E+ 00

8 - 0. 295 299 2E+ 00 - 0. 295 196 6E+ 00 - 0. 292 887 0E+ 00 - 0. 294 034 9E+ 00

  例 2  如图 3所示, 一个厚壁圆筒,其内、外边界分别半径为 0. 5和 1的圆周,圆筒上给定

表面温度分布边界条件# 几何边界采用等间隔离散,内、外边界的离散节点数的比是 3B5,边

界函数采用二次不连续插值近似# 图 4给出通量的最大相对误差收敛曲线# 
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Novel Regularized Boundary Integral Equations

for Potential Plane Problems
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Abstract: The universal practices have been centralizing on the research of regularization to the

DBIE. The character is elimination of singularities by using the simple solutions. However, up to now

the research of regularization to the first kind integral equations for plane potential problems has never

been found in previous literatures. The presentation was mainly devoted to the research on the regu-

larization of the singular boundary integral equations with indirect unknowns. A novel view and idea

was presented herein, in which the regularized boundary integral equations with indirect unknowns

excluding the CPV and HFP integrals were established for the plane potential problems. With some nu-

merical results, it is shown that the better accuracy and higher efficiency, especially on the boundary,

can be achieved by the present system.

Key words: potential plane problems; boundary integral equations( BIEs) ; indirect BIEs; regularization

of BIEs
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