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圆薄膜在集中力作用下大变形
基本方程的精确解
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摘要: � 利用一种新型的简易方法, 获得圆薄膜在中心集中力作用下的基本方程与边界条件下非

线性边值问题的精确解;并利用现代不动点定理讨论了该问题解的存在唯一性�� 虽然求解的是圆

薄膜在中心集中力作用下的非线性问题,但此原理亦可应用在其它类似的非线性问题��
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1 � 圆薄膜的大变形问题

轴对称圆薄膜的大变形问题, 国内外有众多学者进行研究(参见文献[ 1] ~ [ 5] ) ,特别是陈

山林等获得的以初等函数表示的解析解[ 5]更为突出�� 本文以异于文献[ 5]且较为简易的方法

获得了相同结果,而且利用现代的不动点理论讨论了该方程解的存在唯一性,这些对该解的正

确性与求解方法的探索都是有益的��

圆薄膜在中心集中力作用下的大变形问题的基本方程为

� � P = xsv , ( xs )� = v
2
, ( 1)

式中 P = [ 3(1- �2) ] 3/ 2R2
p / 2�Eh4

, s = - 6(1- �2) R2
N r / Eh

3
, r 为径向半径, R为圆薄膜半径,

h 为厚度, Nr 为径向薄膜力, E为弹性模量, �为泊松系数, p 为集中力, x = r
2
/ R

2
, y = [ 3(1-

�2) ] 1/ 2w / h, v = dy / dx��

在式( 1)中, 令 z = xs ,并消去 v , 得

� � z� = P
2
z
- 2�� ( 2)

相应的边界条件

� � x = 1, 2z�- (1+ �) z = 0, ( 3)

� � lim
x � 0

z ( x ) = O( x
�
) , � � 且 �< 1�� ( 4)

对上述非线性边值问题, 文献[ 5]的解是
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� � z ( x ) = -
9
2
P

2
1/ 3

x +
1- 3�

3(1 + �)

2/ 3

�� ( 5)

2 � 求 � � 解

设 � z� = az
�
, ( 6)

� � � � 图 1 � 解的曲线

这里 a、� 为待定常数, 则 z� = a�z�- 1
z� =

a
2�z 2�- 1

, 代入式( 2)得

� � 0 = a
2�z 2�- 1

- P
2
z
- 2�� ( 7)

令 2�- 1 = - 2,得 �= - 1/ 2, 代入式( 7)得

� � 0 = -
1
2 a

2
+ P

2
z
- 2��

若要上式成立,则必有

� � a
2
= - 2P2�� ( 8)

将 �= - 1/ 2代入式( 6)并积分得

z
3/ 2

=
3
2
a ( x + b ) � � ( b 为积分常数) ,

由式( 8) ,故

� � z =
9
4
a
2
( x + b )

2
1/ 3

= -
9
2
P

2
1/ 3

( x + b )
2/ 3
,

由式( 3)可知 b = (1- 3�) / 3(1+ �) , 故式( 5)成立��

3 � 解的存在唯一性

由图 1知 z (1) � z ( x ) � 0( 0 � x � 1)�� 利用(文献[ 6]或文献[ 7] )有关单调算子的不动

点定理来判定非线性微分方程( 2)、( 3)、( 4)存在唯一解,并求其解的其它形式的表达式; 而且

可利用解的迭代式, 求出满足误差估计的近似解�� 首先给出

引理
[ 6, 7] � 设 E为具有正规锥的实Banach空间, u0 < v0, [ u0, v0] � E ,算子A: [ u0, v0] �

E 单调减,且满足

( � ) u0 � Av0, Au0 � v0;

( � ) u0 � u � v � v0,存在 � � (0, 1) ,使得 �Av - Au � � ��v - u �, 则A 存在唯一

不动点 �u � [ u0, v0] ; 对任意的 w 0 � [ u0, v0] 令 wn = Awn- 1, n = 1, 2, �,则有 �u = lim
n� �

wn��

且有误差估计

� � ��u - wn � � �n �v0- u0 �� ( 9)

在本节中,取 E 为定义于闭区间[ 0, 1]上的连续函数空间,在 E = C [ 0, 1] 取等价范数 �z �

= sup
0 � x � 1

e- Mx | z ( x ) | , �z ( x ) � C[ 0, 1] ,这里 M 为某适当大的正数�� 对式( 2)积分:

� � z� = p
2�

x

0
y
- 2
(�)d�+ c1;

由式( 5) ,

� � c1 = z�(0) = - 2
3

9p 2

2b

1/ 3

, b =
1- 3�

3(1+ �)
��

对上式再积分

� � z = p
2�

x

0�
�

0
z
- 2
(�)d�d�+ c1x + c2; 由式(5) , c1 = z (0) = -

3pb

2

2/ 3

, ( 10)
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依文献[ 6]中化多重积分为单重积分的方法,上式可写成

� � z = p
2�

x

0
( x - �) z

- 2
( �)d�+ c1x + c2 =

�
Az , ( 11)

则 A 的不动点等价于方程( 2) ~ ( 4)的解��

定理 � 设 u0 = z (1) < v0 < 0且

� � v0 � min c
2
2,

p
2

2z 2(1)
+ c1+ c2

2

, 2p
2
c
- 2
1 [ c2- z (1) ] ,

则方程( 2) ~ ( 4)存在唯一连续解 �z ( x ) � [ u0, v0] ,且对任意的 w0 � [ u0, v0] ,令 wn = Awn- 1,

n = 1, 2, �,有 �z ( x ) = lim
n� �

wn�� 且有误差估计( 9)��

证 � 显然, 算子 A : [ u0, v0] � C [ 0, 1] 单调减, 又

� � Av0 =
1
2
P

2
v
- 2
0 x

2
+ c1x + c2 =

�
f ( x ) ,

则 f �( x ) = P
2
v
- 2
0 x + c1,又 f �= p

2
v
- 2
0 > 0, v0 = c2故当 x = - P

- 2
v
2
0c1 = - p

- 2
c
2
2c1时f ( x )

取极小值�� 又

� � f (0) = c2, f (1) =
1
2
p
2
c2+ c1+ c2, f (- p

- 2
c
2
2 c1) = -

1
2
p
- 2
c
2
2c

2
1+ c2,

� � f (0) > f (- pc
2
2c1) , f (1) - f (- p

- 2
c
2
2 c1) = ( p

2
+ c1 c

2
2)

2
/ 2c

2
2p

2
> 0,

从而当 x = - p
- 2
c
2
2 c1时 f ( x ) 在[ 0, 1]取最小值�� 因此

� � Av0 �
1
2
P

2
v
- 2
0 (- P

- 2
v
2
0 c1)

2
- P

- 2
v
2
0c

2
1+ c2 =

� � � � - 1
2
P
- 2
v
2
0 c

2
1+ c2 � z (1) � � (由定理假设) ��

Au0 = (1/ 2) P 2
u
- 2
0 x

2
+ c1x + c2,类似上述论证只能在 x = 0或 1时才能取最大值��

� � Au0 | x= 0 = c2, Au0 | x = 1 =
1
2 P

2
u
- 2
0 + c1+ c2,

由定理的假设, 有 Au0 � v0�� 故 A 满足引理的条件( � )��

对任意的 u, v( u0 � u � v � v0) ,

� � | Av - Au | � P
2�

x

0
( x - �) | v- 2

( �) - u
- 2
( �) | d�=

� � � � P2�
x

0
( x - �)

| v ( �) + u( �) |
u
2
( �) v

2
( �)

| v( �) - u( �) | d� �

� � � � P2 2 | u0 |

v
4
0 �

x

0
e
M�

e
- M�

| v( �) - u( �) | d� �

� � � �
2p 2

| u0 |

v
4
0

�v - u ��
x

0
e
M�
d� �

2P 2
| u0 |

v
4
0M

�v - u �e
Mx��

从而, e- Mx
| Av - Au | � (2p 2

| u0 | ) / ( v
4
0M ) �v - u � = ��v - u �故有 �Av - Au � �

��v - u �,这里 �= (2p 2
| u0 | ) / ( v

4
0M ) ,我们取 M 足够大使� � (0, 1) ,因此 A 满足引理的

条件( � ) ,从而依引理知本定理成立��

4 � 结 � � 论

本文为解决非线性边值问题提供了一种有效的方法, 虽然本文解决的是一个圆薄膜在中

心集中力作用下的非线性边值问题,但是其原理同样可以应用到其它类似问题��
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Exact Solution of Large Deformation Basic Equations

of Circular Membrane Under Central Force

HAO Ji_ping1, � YAN Xin_li2

( 1. School of Civil En gineer ing , Xi� an Univer sity of Architectur e and Techn ology ,

Xi� an 710055, P . R . China ;
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Abstract: Exact solution of the nonlinear boundary value problem for the basic equation and bound�

ary condition of circular membrane under central force were obtained by using new simple methods.

The existence and uniqueness of the solution were discussed by making use of modern immovable

point theorems. Although specific problem is treated, the basic principles of the methods can be ap�

plied to a considerable variety of nonlinear problems.

Key words: circular membrane; central force; large deformation; exact solution; fixed point
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