
文章编号: 1000_0887(2006) 10_1182_11 n 应用数学和力学编委会, ISSN 1000_0887

矢量场方向导数和时标正则曲线
X
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(郭懋正推荐)

摘要:  研究了一类参数方程的曲线, 其参变量表示为所谓时标( time scale) ,该时标是所有实数的

集的一个任意闭子集# 引入了相应于矢量场的方向导数# 
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引   言

Aulbach和 Hilger 在文献[ 1]中忽略了时标( time scale)的概念和时标的计算理论# 但是时

标理论在一些重要的动力学过程的数学模拟中非常重要和有用# 考虑时标的动力系统理论的

研究结果可参见文献[ 2~ 4]# 

方向导数的概念是在某些几何和物理研究的基础上得出的# 在物理学中,方向导数用于

质点的定向运动研究# Bohner 和 Guseinov 发表了一篇关于时标偏微分法的文章[ 5]# 在该文

中,作者引入了 $( delta)和 (̈ nabla)偏导数的概念、关于时标的多变量函数的链规则( chain

rule)及方向导数的概念[ 5]# 

本文的目的是研究相应于矢量场的方向导数的某些性质,并利用关于时标的正则曲线的

导̈数来定义切线# 

我们打算把文献[ 5]定义的几个概念应用到微分几何中# 

1  时标计算的预备知识

时标(或称测度链( measure chain) ) T 是实数集R的一个任意非空闭子集# 时标 T 是具有

度量

  d( t 1, t 2) = | t 1- t2 |

的完备度量空间# 当 t I T , 我们定义前跃算子( forward jump operator) R: T y T 为

  R( t ) = inf s I T, s > t

和后跃算子( backward jump operator) Q: T y T 为

  Q( t ) = sup s I T, s < t # 
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在此定义中,当存在有限的maxT 时,附加条件 R(maxT ) = maxT;当存在有限的minT 时,附加

条件 Q(minT) = minT# 由于我们假设 T 为 R的闭子集,所以当 t I T 时, R( t ) 和 Q( t ) 都在

T 中# 

如果 R( t ) > t , 我们称 t是在右_散布的( right_scattered) ,而如果 Q( t ) < t ,我们称 t是在

左 _散布的( left_scattered)# 如果 R( t ) = t ,则 t称为右_稠密的( right_dense) ,而如果 Q( t ) =

t , 则 t称为左_稠密的( left_dense)# 

下面,我们引入由时标 T 导出的Tk# 如果 T 有右_散布的极小值m ,则T k = T - m ,否

则 Tk = T# 

对 a, b I T, 且 a [ b ,我们定义 T 中的区间[ a, b ] :

  [ a, b] = t I T: a [ t [ b # 

可相应定义开区间和半开区间等# 如果 a 是右 _散布的,我们用[ a , b] k 表示[ R( a) , b ] , 如果

a 是右_稠密的,则表示[ a, b]# 若 f : T y R为一函数, t I T k ,则 f 在t点的 ¨导数定义为数

量 f
¨

( t ) (若存在) ,并具有如下性质:对每一 E> 0, 存在 t 的邻域U, 使

  | f ( Q( t ) ) - f ( s) - f
¨

( t ) ( Q( t ) - s ) | [ | Q( t ) - s | ,   对所有 s I U# 

定理 1. 1  对 f : T y R和 t I T k , 下面结论成立:

( � ) 若 f 在 t是 ¨可微的,则 f 在 t是连续的;

( � ) 若 f 在 t是连续的且 t 是左 _散布的,则 f 在 t 是 _̈可微的,且

  f
¨

( t ) =
f ( Q( t ) ) - f ( t )

Q( t ) - t
;

( � ) 若 t 是左_稠密的,则 f 在 t是 ¨_可微的若且仅若极限

  lim
s y t

f ( t ) - f ( s)
t - s

存在(有限值)# 在此情况下 f
¨

( t ) 等于该极限;

( � ) 若 f 在 t是 ¨_可微的, 则

  f ( Q( t ) ) = f ( t ) + [ Q( t ) - t ] f
¨

( t ) # 

定理 1. 2  若 f , g : T y R在 t I Tk 是 ¨_可微的,则

( � ) f + g 在 t是 _̈可微的, 且

  ( f + g)
¨

( t ) = f
¨

( t ) + g
¨

( t ) ;

( � ) 对任意常数 c, c#f 在 t是 ¨_可微的, 且

  ( cf )
¨

( t ) = cf
¨

( t ) ;

( � ) f #g 在 t 是 _̈可微的,且

  ( f #g)
¨

( t ) = f
¨

( t ) g ( t ) + f ( Q( t ) ) g
¨

( t ) =

    f ( t ) g
¨

( t ) + f
¨

( t ) g ( Q( t ) ) ;

( � ) 若 g( t ) #g ( Q( t ) ) X 0, 则 f / g 在 t 是 ¨_可微的,且

  f
g

¨

( t ) =
f
¨

( t ) g( t ) - g
¨

( t ) f ( t )
g ( t ) #g( Q( t ) )

# 

称函数 5: T y R为 f : T y R的 ¨_反导数,其中 f 由 5 ¨( t ) = f ( t ) , P t I T k得到,则

由 a到 b 的f 的 Cauchy _̈积分由下式定义:

  Q
b

a
f ( t ) (̈ t ) = 5 ( b) - 5( a) ,   对所有 a, b I T# 

为找到一类具有反导数的函数,我们引入有限_连续( ld_continuous)函数集# 
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设 f : T y R为一函数# 若函数 f 在T 中每一左_稠密点是连续的,且对所有右 _稠密点

t I T ,极限lim
s y t

f ( s) 存在(有限值) ,则称 f 是有限_连续的# 我们用 C ld表示时标 T 的有限_

连续函数集# 该函数集是 _̈可微的,其 _̈导数是有限 _连续的,并用 C
¨
ld 表示# 

定理 1. 3  有限_连续函数具有 _̈反导数# 

设 T 为时标, v : T y R为一严格递增函数, 且�T = v ( T) 也是时标# 用 �Q表示�T 上的跳

跃函数,用 ¨表示 �T 上的导数# 则

  v. Q= �Q. v# 

定理 1. 4(链规则)  假设 v : T y R是严格递增的, �T = v ( T) 是时标# 并设 w: �T y R# 

若对 t I Tk 存在v
¨

( t ) 和 w
¨-

( v ( t ) ) , 则在 t 有( w . v)
¨
且满足链规则

  ( w . v)
¨

= ( w
¨- . v ) v

¨
,   在 t# 

定理 1. 5(代换律)  假设 v: T y R是严格递增的, �T = v( T ) 是时标# 并设 f : T y R为

一有限 _连续函数,且 v 是 ¨_可微的, 具有有限 _连续 _̈导数,则如果 a, b I T, 有

  Q
b

a
f ( t ) v

¨
( t ) (̈ t ) = Q

v( b )

v( a)
( f . v

- 1
) ( s ) ¨

-

( s )# 

2  广义正则曲线和曲线的切线

两个实向量 N= ( N1, N2, ,, Nn) 和 G = ( G1, G2, ,, Gn) 的 Euclid标量积是数量

  3N, G4= 6
n

i= 1

NiGi# 

我们用 +N+表示矢量 N的长度(或模) ,即

  +N+ = 3N, N4 = 6
n

i= 1
N
2
i ,

并设 T 为时标# 

定义 2. 1  在区段 [ a, b ] < T, a < b中定义一 _̈正则曲线(或一段 _̈正则弧) , C为到

空间 R
3的映射

  x = f 1( t ) , y = f 2( t ) , z = f 3( t ) ,   t I [ a, b ] , ( 1)

其中 f 1、f 2、f 3为定义在[ a, b] 上的实值函数,且在[ a, b] k上是 _̈可微的,具有有限_连续 _̈导

数,且

  | f
¨
1 ( t ) |

2
+ | f

¨
2 ( t ) |

2
+ | f

¨
3 ( t ) |

2 X 0,   t I [ a, b ] k# ( 2)

设  r = ( x , y , z ) , f ( t ) = (f 1( t ) , f 2( t ) , f 3( t ) ) ,

则可将方程组( 1)写为矢量形式

  r = f ( t ) ,   t I [ a, b] , ( 3)

并且条件( 2)变为

  +f
¨

( t ) + X 0,   t I [ a, b] k# ( 4)

定义 2. 2  设 C为参数形式(1) 给出的曲线, P0= ( f 1( t 0) , f 2( t 0) , f 3( t 0) ) , t 0 I [ a, b] k为

C上一点, L 1是通过 P
Q
0的直线,其中

  P
Q
0 = ( f 1( Q( t0) ) , f 2( Q( t 0) ) , f 3( Q( t 0) ) )# 

在 C上取任意点P# 且 d 表示点P
Q
0到点 P 的距离, 用 D表示直线L1到 P 点的距离# 若

当 P y P0, P X P
Q
0时 D/ d y 0,则称 L1 为点 P 0处曲线 C的反向切线# 
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容易看出,若曲线 C在P0点有反向切线L 1,则当 P y P 0, P X P
Q
0时,直线 PP

Q
0集中到L 1

上; 若当P y P 0, P X P
Q
0时,直线 PP

Q
0集中到某一直线上, 则该极限的直线即是曲线在点 P0的

反向切线# 

定理 2. 1  由方程( 3)给出的每一 _̈正则曲线在任意点 P0 = (f 1( t 0) , f 2( t 0) , f 3( t 0) ) , t 0

I [ a, b ] k 有反向切线, 该切线有定向矢量 f
¨

( t 0)# 

证明  假定曲线 C在点P0( t 0) 有反向切线 L 1# 设 S为切线L 1的单位矢量# 点 P
Q
0到点

P ( t) 的距离 d 为 +f ( t 0) - f ( Q( t 0) ) +# 进而直线 L 1 到点 P ( t) 的距离 D为 +f ( t ) -

f ( Q( t 0) ) C S1 + , 其中C表示矢量积# 由反向切线的定义,有

  D
d

=
+f ( t ) - f ( Q( t 0) ) C S1 +

+f ( t ) - f ( Q( t0) ) + y 0   ( t y t0, t X Q( t 0) )# 

另一方面

  
+f ( t ) - f ( Q( t0) ) C S1+

+f ( t ) - f ( Q( t 0) ) + =
+ [ ( f ( t ) - f ( Q( t 0) ) ) / ( t - Q( t 0) ) ] C S1 +

+( f ( t ) - f ( Q( t 0) ) ) / ( t - Q( t 0) ) + y

    
+f

¨
( t0) C S1 +
f
¨

( t 0)
  ( t y t0, t X Q( t 0) )# 

同时 f
¨

( t 0) C S1 = 0# 因为 f
¨

( t 0) X 0, 所以矢量 f
¨

( t 0) 和 S1是共线的# 因此,若反向切

线存在,那么它有唯一定向矢量 f
¨

( t 0)# 

反之,若设 L1是通过点 P
Q
0具有定向矢量 f

¨
( t 0) 的直线,则 L1就是点 P0处的反向切线# 

同时,如上所述,有

  D
d

=
+[ f ( t ) - f ( Q( t 0) ) ] C [ ( f

¨
( t 0) ) / ( +f

¨
( t 0) +) ] +

+f ( t ) - f ( Q( t 0) ) + y

    
+f

¨
( t0) C f

¨
( t 0) +

+f
¨

( t 0) + = 0# 

定理证毕# 

注 2. 1 显然, 当 P 0 X PQ
0时, 曲线 C在P 0点的反向切线与通过点 P0 和 PQ

0 的直线重合# 

方程( 1)给出的 _̈正则曲线 C,在点 P 0( t0) , t 0 I [ a, b ] k 的反向切线方程为

  
X - f 1( t 0)

f
¨
1 ( t 0)

=
Y- f 2( t 0)

f
¨
2 ( t 0)

=
Z - f 3( t 0)

f
¨
3 ( t 0)

# 

在平面曲线情况下, 反向切线方程为

  
X - f 1( t 0)

f
¨
1 ( t 0)

=
Y- f 2( t 0)

f
¨
2 ( t 0)

# 

若 _̈正则平面曲线的方程为

  y = f ( x ) ,   x I [ a , b] < T ,

则点 P0( x 0) , x0 I [ a, b ] k 的反向切线方程为

  Y - f ( x 0) = f
¨

( t 0) ( X - x 0)# 

设 C为 _̈正则曲线,其方程为

  r = f ( t ) ,   t I [ a, b] < T# 

若 C为方程(3) 确定的 _̈正则曲线,我们可引入如下形式的函数 q( t ) :
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  q ( t ) = Q
t

a
+r

¨
( s ) +¨s,   t I [ a, b]# ( 5)

函数 q ( t ) 是严格递增并且连续的(在 T 的拓扑意义上)# 因此 q( [ a, b] ) 即是时标# 在该时

标上,我们分别用 �Q和 ¨
-

表示后跃函数和 _̈导数# 

变量 q也可用作曲线C的参数# 因此,一条曲线的参数化可以称为固有的( natural) ( (或内

蕴的) ( intrinsic) ) _̈参数化# 

根据式( 5) , 变量 t 变为 q : t = t ( q ) 的函数# 因此有 r( t ) = r( t ( q ) )# 

定理 2. 2  在曲线 C的固有 _̈参数化条件下, 反向切向量 r
¨-
q 为单位矢量,即 +r

¨-
q + =

1# 

证明  由式( 5)有

  q
¨

( t ) = +r
¨

( t ) + > 0,   t I ( a, b ]# 

因此由链规则(定理 1. 4)有

  r
¨
t = r

¨-
q q
¨
t = r

¨-
q +r

¨
t +

且    r
¨-
q = r

¨
t / + r

¨
t +# 

否则 +r
¨
-

q + = 1# 定理证毕# 

3  时标偏微分法

设 n I N确定# 对每一 i I 1, 2, ,, n 设T i表示一时标, 即T i为实数集 R的非空闭子

集,设集

+n
= T 1 @ T 2 @ , @ T n = t = ( t 1, t 2, ,, tn ) : ti I T i ,对所有 i = 1, 2, ,, n # 

称 +n 为一n 维时标# 集 +n 为一完备度量空间, 其度量 d 定义为

  d( t , s ) = 6
n

i= 1

| ti - si |
2 1/ 2

,   当 t , s I +n# 

设 Ri 和Qi分别表示T i中的前跃算子和后跃算子# 如前所述,当 u I Ti 时,前跃算子 Ri : T i y

Ti 定义为

  Ri ( u) = inf v I T i : v > u

而后跃算子 Qi : T i y T i定义为

  Qi ( u) = sup v I T i : v < u # 

在这些定义中, 若 Ti 有有限极大值, 则令 Ri (maxTi ) = maxT i ; 若 Ti 有有限极小值, 则令

Qi (minTi ) = minT i# 若 Ri ( u ) > u, 则称 u 是右_散布的(在 Ti 中) ;若 Qi ( u) < u ,则称任意

的 u 是左_散布的(在 Ti 中) # 同样,若 u < maxT i 且Ri ( u) = u,则称 u 是右_稠密的(在 T i

中) ;若 u > minTi 且Qi ( u) = u,则称 u 是左_稠密的(在 Ti 中)# 若T i有左_散布极大值M ,

则定义 T
k
i = T i - M , 反之定义 T

k
i = Ti# 若 Ti 有右 _散布极小值m ,则定义( T i ) k = Ti -

m ,反之定义( T i ) k = Ti# 

设 f : +n y R为一函数# f 对 t i I T
k
i 的 $偏导数定义为极限
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lim
s
i

y t
i

s
i

X R
i
( t

i
)

 
f ( t1, t 2, ,, ti- 1, Ri ( ti ) , ti+ 1, ,, t n) - f ( t 1, t 2, ,, ti- 1, si , ti+ 1, ,, t n)

Ri ( ti ) - si
=

    5f ( t )
$iti

,

高阶 $偏导数可类似定义# f 对 ti I ( T i ) k 的 偏̈导数定义为极限

lim
s
i

y t
i

s
i

XQ
i
( t

i
)

 
f ( t1, t 2, ,, ti- 1, Qi ( ti ) , ti+ 1, ,, t n) - f ( t 1, t 2, ,, ti- 1, si , ti+ 1, ,, t n)

Qi ( ti ) - si
=

    5f ( t )
ït i

# 

定义 3. 1  如果存在与 ( t 1, t 2, ,, t n) I +n无关的数A 1, A 2, ,, A n(但一般与 t
0有关) ,我

们说函数 f : +n y R在点 t
0

= ( t
0
1, t

0
2, ,, t

0
n) I ( T 1) k @ ( T 2) k @ , @ ( T n) k是完全 ¨可微的,

对所有 t I UD( t
0
) , 有

  f ( t
0
1, ,, t

0
n) - f ( t 1, ,, tn ) = 6

n

i= 1
A i ( t

0
i - t i ) + 6

n

i= 1
Ai ( t

0
i - t i ) ( 6)

并且对每一 j I 1, 2, ,, n 和所有 t I UD( t
0
) , 有

f ( t
0
1, ,, t

0
j , Qj ( t

0
j ) , t

0
j+ 1, ,, t

0
n ) - f ( t 1, ,, tj- 1, tj , tj+ 1, ,, tn ) =

  Aj ( Qj ( t
0
j ) - tj ) + 6

n

i= 1, i X j

Ai ( t
0
i - ti ) + Bjj ( Qj ( t

0
j ) - tj ) + 6

n

i = 1, i X j

Bij ( t
0
i - ti ) , ( 7)

其中 D为充分小的正数, UD( t
0
) 是 +n 中t

0的 D_邻域, Ai = Ai ( t
0
, t ) 和 Bij = Bij ( t

0
, t ) 定义在

UD( t
0
) 上, 当 t = t

0时,它们为 0且

  lim
t y t

0

Ai ( t
0
, t ) = 0 和 lim

t y t
0

Bij ( t
0
, t ) = 0,   对所有 i , j I 1, 2, ,, n # 

定理 3. 1  设 f 在点P( t
0
, s

0
) 是 Q1_完全 ¨可微的# 若函数 U和W在点N0有 导̈数,则

复合函数

  F( N) = f ( U( N) , W( N) ) ,   N I T ( 8)

在点 N0有 导̈数,可表示如下

  F
¨

( N0) =
5f ( P )

1̈t
U¨( N0) +

5f ( Q1( t
0
) , s

0
)

2̈ s
W¨( N0)# 

证明  本定理可类似文献[ 5]中定理 7. 1给出证明# 

定理 3. 2  设函数 f 在点P( t
0
, s

0
) 是 Q2_完全 ¨可微的# 若函数 U和 W在点N0有 ¨导

数,则由式(8) 定义的复合函数 F 有 ¨导数 F
¨

( N
0
) , 其表达式为

  F
¨

( N0) =
5f ( t

0
, Q2( s

0
) )

1̈ t
U¨( N0) +

5f ( t
0
, s

0
)

2̈ s
W¨( N0)# ( 9)

证明  本定理可类似文献[ 5]中定理 7. 2给出证明# 

4  方 向导 数

设 T 为具有后跃算子Q和矢量微分算子 ¨的时标, 我们假设0 I T# 并设 w I ( w 1, w 2)

I R
2
为一单位矢量, P ( t

0
, s

0
) 为 R

2
中的一个不动点# 设
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  T 1 = t
0
+ Nw1: N I T 和T 2 = s = s

0
+ Nw2: N I T ,

则 T 1 和T 2为时标, 且 t
0 I T 1, s

0 I T 2# 分别记 Q1和 Q2为T 1和 T 2的后跃算子, 1̈和 2̈为

矢量微分算子# 

定义 4. 1  设函数 f : T 1 @ T 2 y R已知# 函数 f 在点P ( t
0
, s

0
) 并在矢量 w方向(沿 w方

向) 的 ¨方向导数定义为数量(若存在)

  5f ( P )
ẅ

= F
¨

(0) , ( 10)

其中   F( N) = f ( t
0
+ Nw 1, s

0
+ Nw 2) ,   当 N I T# ( 11)

定理 4. 1  假设函数 f 在点P ( t
0
, s

0
) 是 Q1_完全 ¨可微的,则 f 在点P ( t

0
, s

0
) 沿 w方向

的¨方向导数存在, 且表达式为

  5f ( P )
ẅ

=
5f ( P )

1̈t
w 1+

5f ( Q1( t 0) , s
0
)

2̈ s
w2# ( 12)

证明  本定理可类似文献[ 5]中定理 8. 2给出证明# 

5  矢量空间和方向导数的某些性质

我们考虑 Cartezian积

  +2 = T 1 @ T 2 = P = ( x 1, x 2) , 当 xi I X i ,

其中 T i 定义为时标(对所有 1 [ i [ 2, n I N)# 称 +2 为时标的 2维 Euclid空间# 利用此

Cartezian积,我们给出矢量空间 +2# 有时, +2可以假设为一个点集作为矢量空间# 对任意 2

个点 P = ( x 1, x2) , Q = ( y 1, y2) I +2和对任意常数 K I R, +2上的标量和和标量积定义为

  P + Q = ( x 1+ y 1, x 2+ y 2) , KP = ( Kx1, Kx 2)# 

这样我们可以定义函数 f ,当( P , Q) y PQ 时, f : +
2 @ +

2 y +
2
在如下两个条件下成立:

( � ) 对任意已知 3点 P , Q, L I +2, PQ + QL = PL ;

( � ) 对一个已知点 P I +
2
和矢量 A I +

2
, PQ

) y

= A若且仅若 +
2
中仅有一点 Q# 

设对所有 1 [ i [ 2, n I N, xi : +
2 y T i为时标的Euclid坐标函数,表示为集 x 1, x 2 # 设

f : +
2 y +

m
为一函数,由在点 P I +

2
的 f ( P ) = (f 1( P) , f 2( P ) , ,, f m( P ) ) 描述# 函数 f 在

点 P 称为Q1_完全 ¨可微函数,且所有函数 f i , i = 1, 2, ,, m 在点P是Q1_完全 ¨可微的# 

我们用 C
¨
Q
1
表示所有这类函数的集# 

设 ( P , v) = vP I +
2
为点 P I +2处的切向量集, 用 VP ( +2) 表示# 该集满足如下条

件:

1. 和 vP + wP 可写为( P, v) + ( P , w) = ( P , v + w) ;

2. 对任意常数 a I R和( P , v ) I VP( +
2
) , a( P , v) = ( P , av)# 

定理 5. 1  设 a, b I R, f , g I C
¨
Q
1
和 vP, wP, zP I VP ( + 2

) ,则如下性质成立:函数 f 在点

P ( t
0
, s

0
) 的方向导数满足:

( � ) 5f ( P )
(̈ avP + bwP )

= a
5f ( P )

v̈P
+ b

5f ( P )
¨wP

;
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( � ) 5( af + bg) ( P )
v̈P

= a
5f ( P )

v̈P
+ b

5 g( P )
ẅP

;

( � ) 5( fg) ( P )
¨vP

= g( Q1( t
0
) , s

0
)
5f ( P )
¨vP

+ f ( Q1( t
0
) , Q2( t

0
) )
5 g( P )

v̈P
-

    v1( t
0
) v1

5f ( P )
1̈ t

5g ( P )
1̈t

- v2( s
0
) v1

5 g( P )
1̈t

5f ( Q1( t
0
) , s

0
)

2̈ s
# 

证明  ( � )根据定理 4. 1, 有

  5( af + bg) ( P )
v̈P

= a
5f ( af + bg) ( P)

1̈ t
v1+

5f ( af + bg) ( Q1( t
0
) , s

0
)

2̈ s
v 2 =

    a
5f ( t

0
, s

0
)

1̈t
v 1+

5f ( Q1( t
0
) , s

0
)

2̈ s
v2 + b

5g( P )
1̈ t

v1+
5g ( Q1( t

0
) , s

0
)

2̈ s
v2 =

    a
5f
v̈P

+ b
5g
v̈P

( P )# 

( � )和( � )可同( � )类似证明# 

6  矢量场相应的方向导数

定义 6. 1  设 J( T 1 @ T 2) 为 Q1_完全 $可微矢量场集,并设 Q1_完全 $可微函数 f : T 1 @

T 2 y R已知# 函数 f 在点P ( t
0
, s

0
) 且矢量场 W方向的 方̈向导数定义为

  5f
¨W

( P ) =
5f ( P)
¨wP

# 

根据此定义,我们已定义函数 W: C
¨
Q
1

y C
¨
Q
1
,使 W( P ) = wP# wP 为切向量,且属于矢量

场 W# 

定理 6. 1  设 V和W为两个矢量场,则对两个任意函数 f 和g I C
¨
Q
1
, 有

( � ) 5( af + bg)
¨V

= a
5f
¨V

+ b
5 g
¨V

;

( � ) 5( fg)
¨V

= g( Q1( t ) , s )
5f
¨V

+ f ( Q1( t ) , Q2( s) )
5g
¨V

-

      v1( t ) v 1
5f

1̈t
5 g

1̈t
- v2( s ) v 1

5 g
1̈t

5f ( Q1( t ) , s)

2̈s
;

( � ) 5h
(̈ f V+ gW)

= f
5h
¨V

+ g
5 h
¨V

# 

证明  ( � )根据定义 4. 1、定理 4. 1和定理 5. 1,有

  5( fg )
¨V

( P ) =
5( fg) ( P )
¨vP

=
5( f g) ( P )

1̈ t
v1+

5(f g) ( Q1( t
0
) , s

0
)

2̈ s
v2 =

    5f ( P )
1̈ t

g ( P ) + f ( Q1( t
0
) , s

0
)
5 g( P)

1̈ t
v1+

5f ( Q1( t
0
) , s

0
)

2̈s
g ( Q1( t

0
) , s

0
) +

    f ( Q1( t
0
) , Q2( s

0
) )

5g( Q1( t
0
) , s

0
)

2̈ s
v2 =

    5f ( P)

1̈t
g( P) v1+

5f ( P)

1̈t
g( Q1( t

0
) , s

0
) v1-

5f ( P )

1̈ t
g ( Q1( t

0
) , s

0
) v1 +
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5f ( Q1( t

0
) , s

0
)

2̈ s
g ( Q1( t

0
) , s

0
) v2 + f ( Q1( t

0
) , s

0
)
5 g( P)

1̈ t
v1+

    f ( Q1( t
0
) , Q2( s

0
) )

5g( P )
1̈ t

v1- f ( Q1( t
0
) , Q2( s

0
) )

5 g( P)
1̈t

v 1+

    f ( Q1( t
0
) , Q2( s

0
) )

5g( Q1( t
0
) , s

0
)

2̈ s
v2 =

    g( Q1( t
0
) , s

0
) )

5f ( P)
1̈t

v1+
5f ( Q1( t

0
) , s

0
)

2̈ s
v2 +

5f ( P)
1̈ t

v1( g( P ) -

    g( Q1( t
0
) , s

0
) ) + f ( Q1( t

0
) , Q2( s

0
) )

5g ( P )

1̈ t
v1+

5g ( Q1( t
0
) , s

0
)

2̈s
v2 -

    5g ( P )
1̈t

v1( f ( Q1( t
0
) , Q2( s

0
) ) - f ( Q1( t

0
) , s

0
) ) =

    g( Q1( t
0
) , s

0
)
5f ( P )
¨vP

+ f ( Q1( t
0
) , Q2( s

0
) )

5 g( P)
v̈P

-

    v1( t
0
)
5f ( P)

1̈ t
5g( P )

1̈ t
v1- v2( s

0
)
5g ( P )

1̈t

5f ( Q1( t
0
) , s

0
)

2̈ s
v1 =

    g ( Q1( t ) , s )
5f
¨V

+ f ( Q1( t ) , Q2( s ) )
5g
¨V

- v 1( t ) v1
5f

1̈ t
5g

1̈ t
-

    v2( s) v1
5g

1̈ t

5f ( Q1( t ) , s )

2̈ s
( P )# 

这样,对所有 P I T 1 @ T 2, 我们得到了条件( � )# 

( � ) 根据定义 4. 1、定理 4. 1和定理 5. 1,有

  5 h
(̈ f V+ gW)

( P ) =
5 h( P )

(̈ f ( P) V( P ) + g( P ) W( P) )
=

    f ( P )
5h ( P )
¨vP

+ g ( P )
5h( P )

ẅP
= f

5 h
Ẍ

+ g
5h

Ÿ
( P)# 

这样,对所有 P I T 1 @ T 2, 我们得到了条件( � )# 

定义 6. 2  矢量场 Z是一个函数,它与切于 +2每一点的切向量相关,且 Z( P) 在点 P 属

于切向量空间 VP ( +
2
) 的集# 一般来说,矢量场表示为

  Z = 6
n

i= 1
g i ( x , y )

5
5x , ( 13)

其中, g i ( x , y ) 为实值函数, 且有定义在 T 1 @ T 2上的¨偏导函数# 

定义 6. 3  设已知矢量场 Z: T 1 @ T 2 y T 1 @ T 2# 函数 Z在点P ( t
0
, s

0
) 沿切向量 wP ( w 1,

w2) 方向的¨方向导数被定义为矢量(若存在) :

  (5Z( P ) ) / ( ¨wP) = Y
¨

(0) ,

其中   Y( N) = Z( t
0
+ Nw 1, s

0
+ Nw 2) ,   当 N I T# 

定理 6. 2  设已知矢量场 Z# 在点 P ( t
0
, s

0
) 沿切向量 wP 方向, Z的 方̈向导数存在,且

表达式为

  5Z( P )
ẅP

= 6
2

i= 1

5g i ( P )

¨wP

5
5x i

( P) ,
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其中函数 g1和 g2在点 P ( t
0
, s

0
) 有一阶 偏̈导数# 

证明  5g1( P) / ( ¨wP) 和 5g2( P) / ( ¨wP ) 可类似于文献[ 5]中定理 8. 2求得# 因此定

理得证# 

定理 6. 3  设 a , b I R,且已知两个矢量场 Y和Z# 两个任意切向量 vP 和 wP 有如下性

质:

( � ) 5Z
(̈ avP + bwP )

= a
5Z
¨vP

+ b
5Z
¨wP

;

( � ) 5( aY+ bZ)
¨wP

= a
5Y
¨wP

+ b
5Z
ẅP

;

( � ) 对任意函数 f I C
¨
Q
1
,

5( f Y)
v̈P

=
5f
v̈P
Y+ f

5 Y
¨vP

- v1( t ) v1
5f

1̈t 6
n

i= 1

5 gi

1̈t
- v2( s ) v 1

5f ( Q1( t ) , s )

2̈ s 6
n

i= 1

5g i

1̈ t
;

( � ) 53Y, Z4
¨vP

= 3
5 Y
v̈P

, Z 4+ 3 Y,
5Z
v̈P 4- v1( t ) v1 6

n

i= 1

5 hi

1̈t

5 gi

1̈t
-

    v2( s) v1 6
n

i= 1

5 hi ( Q1( t
0
) , s

0
)

2̈ s

5g i ( P )

1̈ t
# 

证明  ( � )根据定义 4. 1、定理 4. 1和定理 5. 1,有

  5Z ( P )
(̈ avP + bwP )

= 6
2

i= 1

5 gi ( P )

(̈ avP + bwP )
5
5xi

=

    a 6
2

i= 1

5g i ( P )

¨vP

5
5x i

+ b 6
2

i= 1

5g i ( P )

¨wP

5
5x i

= a
5Z( P)
¨vP

+ b
5Z( P )

ẅP
,

因此对所有 P I T 1 @ T 2, 我们得到了性质( � )# 

( � ) 根据定义 4. 1、定理 4. 1和定理 5. 1,有

  5( aY+ bZ)
¨vP

( P) =
5( aY( P ) + bZ ( P ) )

v̈P
=

    a 6
2

i= 1

5h i ( P )

¨vP

5
5x i

+ b 6
2

i= 1

5g i ( P )

¨vP

5
5x i

=

    a
5 Y( P )

v̈P
+ b

5Z( P )
¨vP

= a
5 Y
¨vP

+ b
5Z
¨vP

,

因此对所有 P I T
2
, 我们得到了性质( � )# 

( � ) 根据定义 4. 1、定理 4. 1和定理 5. 1,有

  
5( f Y)

v̈P
( P ) = 6

n

i= 1

5( fh i ) ( P)

¨vP

5
5x i

= 6
n

i= 1
hi ( Q1( t

0
) , s

0
)
5f ( P )

v̈P
+

    6
n

i= 1

f ( Q1( t
0
) , Q2( s

0
) )

5 hi ( P)

v̈P
- 6

n

i= 1

v1( t
0
)
5f ( P)

1̈ t

5h i ( P )

1̈ t
v1-

    6
n

i= 1
v2( s

0
)
5 hi ( P )

1̈ t

5f ( Q1( t
0
) , s

0
)

2̈s
v1 =

    6
n

i= 1

5f ( P )
v̈P

h i ( Q1( t
0
) , s

0
) + 6

n

i= 1

f ( Q1( t
0
) , Q2( s

0
) )

5 hi ( P )

v̈P
-
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    - v1( t
0
)
5f ( P )

1̈ t 6
n

i= 1

5 hi ( P )

1̈ t
v1- v 2( s

0
) v1

5f ( Q1( t
0
) , s

0
)

2̈ s 6
n

i= 1

5 hi ( P )

1̈ t
=

    
5f
¨vP

Y( Q1( t ) , s ) + f ( Q1( t ) , Q2( s) )
5 Y
v̈P

- v1( t
0
) v1

5f
1̈ t 6

n

i= 1

5 hi

1̈ t
-

    v2( s) v1
5f ( Q1( t ) , s)

2̈ s 6
2

i= 1

5 hi ( P )

1̈ t
# 

( � )
53Y, Z4

v̈P
( P ) = 6

2

i= 1

5( hig i ) ( P)

¨vP

5
5x i

= 6
2

i= 1
g i ( Q1( t

0
) , s

0
)
5 hi ( P )

v̈P
+

    6
2

i= 1
hi ( Q1( t

0
) , Q2( s

0
) )

5g i ( P)

¨vP
- v1( t

0
) v1 6

2

i= 1

5 hi ( P )

1̈ t

5g i ( P)

1̈t
-

    v2( s
0
) v 1 6

2

i= 1

5g i ( P )

1̈ t

5 hi ( Q1( t
0
) , s

0
)

2̈ s
=

    3
5 Y
v̈P

, Z( Q1( t ) , s) 4+ 3Y( Q1( t ) , Q2( s ) ) ,
5Z
v̈P 4-

    v 1v1 6
n

i= 1

5h i ( P)

1̈t

5 gi ( P )

1̈ t
- v2( s

0
) v1 6

n

i = 1

5g i

1̈ t

5h i ( Q1( t ) , s )

2̈ s
( P ) ,

因此,对所有 P I T 1 @ T 2, 我们得到了性质( � )# 
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Directional Derivative of the Vector Field and

Regular Curves on Time Scales

Emin ; zyilmaz

( Depa rtm ent of Mathem atics , Ege Univer sity , 35100, I
#
zm ir , Turkey )

Abstract: The general idea is to study curves where in the parametric equations the parameter varies

in a so_called time scale, which may be an arbitrary closed subset of the set of all real numbers. The

directional derivative according to the vector fields was introduced.

Key words: time scale; nabla derivative; regular curve; tangent line; vector field
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