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摘要:  在分层理论的框架下讨论一类大气演化方程组的 Cauchy问题,证明了: 1) 惯性力对一类

大气演化方程组 Cauchy问题的适定性判别标准没有影响; 2) 可压缩性对粘性大气方程组 Cauchy

问题的适定性判别标准没有影响,但对无粘大气方程组,可压缩性改变 Cauchy 问题适定性判别标

准; 3) 所论方程组在 t = 0超平面上的 Cauchy问题均是不适定的,并不受粘性和可压缩性的影响;

4) 可压无粘大气方程与运动静止初始条件构成的 Cauchy 问题是不适定的# 
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引   言

拟线性偏微分方程初值问题的适定性指其是否存在稳定的唯一解# 对于构造数值天气预

报模式、气候模式以及资料同化模式而言,这是最为关键的问题# 一个不适定的模式在气象上

毫无用处# 由于大气是旋转地球上的简单流体, 完全的大气方程组本质上不过是旋转坐标系

下的 Landau_Lifschitz方程# 由于 Landau_Lifschitz方程过于复杂,为了更为清晰地描述大气运动

的特征,许多人为的简化被引入,诸如正压大气、斜压大气、地转、无粘性等等# 相应的简化方

程在传统的泛函分析的观点下得到了广泛地研究# 例如, Oliger 和 Sundstrom( 1978)分析了气体

Euler方程、浅水方程等的初边值问题
[ 1]# 曾庆存( 1979) , 穆穆( 1986)也对球面正压大气, 斜压

大气以及准地转方程组等的适定性问题做了深入研究[ 2, 3]# 海气耦合方程组也是过去几年的

一个热点[ 4]# 

除了泛函的观点以外,还可运用其它的方法# 例如,使用分层理论研究非线性偏微分方程

组的拓扑学性质,这使得明确非线性偏微分方程解空间结构以及适定定解问题的解析求解成

为可能# 施惟慧和她的研究小组将这一理论系统地应用于流体力学和大气动力学之中[ 5]# 例

如,陈达段等( 1996)使用该理论探讨了一类粘性耗散系统的解空间结构和稳定性
[ 6]# 何幼桦
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等( 2000)讨论带 C
k 多项式的Navier_Stokes方程# 这一方程当 C

k 多项式写成Coriolis力的时候

就成为一类不可压的粘性大气方程组
[ 7]# 

本文将运用分层理论分析一类大气演化方程组# 这一类方程组与一般流体力学方程组有

着相似的结构# 

1  方 程组

除了引入 3个新的变量以外, 本文使用的所有符号与文献[ 5]相同# 这 3个新的变量是

P ( x , u ) , P1和 P2# P ( x , u) = ( P1( x , u) , P2( x , u) , P3( x , u ) ) 表示惯性力# P1表示大气的

可压缩性,当 P1为 0时, 方程组无辐散; 当 P1为 1时,方程组是可压的# P2表示大气的粘性,

当 P2为0时,方程组无粘性;当 P2为 1时, 方程组具有粘性# 值得注意的是在 P2为0的条件

下,我们保留了 div( V T̈ ) 项,因为我们假定因粘性而耗散的动量全部转为大气内部的热量,

而大气内部仍然具有热传导能力# 保留 div( V T̈ ) 项和热耗散项比忽略这两项更符合运动

的本身特性# 同时, 需要指出的是: 尽管大气是温度不高的低速流体,我们并没有忽略了第二

粘性系数# 这是因为如果略去第二粘性系数,方程组将不满足连续介质力学的 Cauchy 第二定

律(即角动量守恒定律) , 这会引入虚假的角动量源和热源, 进而破坏了方程组内在协调性# 方

程组具有以下形式:

  

P1
du4

dt
+ u4

5 ul

5x l
= 0,

u4
dui

dt
= -

5p
5x i

+ P2
5
5x k

G
5 ui

5x k
+
5 uk

5xi
-

2
3 Dik

5 ul

5x l
+

    P2
5
5x i

F
5u l

5xl
+ Fi ( x , t ) + P i ( x , u) ,

u4 u5
ds
dt

= div( V¨u4) + P2
5
5xk

G
5 ui

5xk
+
5uk

5xi
-

2
3
Dik

5 ul

5x l

2

,

其中

  d
dt

=
5
5 t

+
5
5x 1

+
5
5x 2

+
5
5x 3

# 

这里使用了Einstein指标求和, i , k , l = 1, 2, 3# 如果

  P1( x , u ) = 2( 83 u2 - 82 u3) ,

  P2( x , u ) = 2( 81 u3 - 83 u1) ,

  P3( x , u ) = 2( 82 u1 - 81 u2) ,

其中 8i 是 i 方向的地球自传角速度, i = 1, 2, 3# 因此, P( x , u ) 表示 Coriolis力# 

设  p
i
j =

5 ui

5xj
, p

i
j k =

5u i

5xj5x k
,   i = 1, 2, 3, 4, 5; j , k = 1, 2, 3, 4# 

当 P2为 1时,使用 Ehresmann局地坐标重写方程组为

  

f 1: P2( cp
1
11 + cp

1
22 + cp

1
33 + ap

2
12 + ap

3
13) + 51 = 0,

f 2: P2( cp
2
22 + Gp 2

11 + Gp 2
33 + ap

1
12 + ap

3
23) + 52 = 0,

f 3: P2( cp
3
33 + Gp 3

11 + Gp 3
22 + ap

1
13 + ap

2
23) + 53 = 0,

f 4: V ( p
5
11 + p

5
22 + p

5
33) + 54 = 0,

f 5: P1 u4( p
1
1 + p

2
2 + p

3
3) + u1p

4
1 + u2p

4
2 + u3p

4
3 + p

4
4 = 0# 

( 1)
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当 P2为 0时,方程组重写为

  

f 1: u4( u1p
1
1 + u2p

1
2 + u3p

1
3) + p 1p

4
1 + p 2p

5
1 + 5c

1 = 0,

f 2: u4( u1p
2
1 + u2p

2
2 + u3p

2
3) + p 1p

4
2 + p 2p

5
2 + 5c

2 = 0,

f 3: u4( u1p
3
1 + u2p

3
2 + u3p

3
3) + p 1p

4
3 + p 2p

5
3 + 5

c
3 = 0,

f 4: V ( p
5
11 + p

5
22 + p

5
33) + 5c

4 = 0,

f 5: P1 u4( p
1
1 + p

2
2 + p

3
3) + u1p

4
1 + u2p

4
2 + u3p

4
3 + p

4
4 = 0,

( 2)

其中 51、52、53、54 和 5c
4是 p

i
j、F i和Pi 的算术组合,而 5c

1、5
c
2和 5c

3是 F i和P i的算术组合,

c 和a 具有与文献[ 5]同样的形式# 

通过对 P1和 P2的不同取值组合,我们得到4类大气方程组、粘性不可压( Navier_Stokes方

程,本文不包括这类方程)、粘性可压(具有惯性力作用的 Landau_Lifschitz方程)、无粘不可压

(具有惯性力作用的 Euler方程)以及无粘可压方程# Landau_Lifschitz方程和 Euler方程在文献

[ 5]中得到详尽的研究# 在下 1节中,我们将证明惯性力在分层理论的框架下不发挥作用,同

时也将证明可压缩性对粘性大气方程 Cauchy问题的适定条件没有影响# 

首先讨论方程组的简单性# 因为简单性是偏微分方程的一个重要性质, 一个 l _简单 ( l

\1) 方程在解析函数类中将不存在任何适定的Cauchy问题[ 5]# 

定理 1  无粘大气方程组是 0_简单的# 

证明  我们需要证明对 Pk \ 0,当 P2 = 0时无论 P1为 0或 1,都有 a
k
k- 1( D

c
k) = D

c
k- 1# 

对于 k = 0, 很明显

  a
k
k- 1( D

c
k) = D

c
k- 1# 

对于 k = 1,设 p
1
1、p

2
2、p

3
3、p

4
4为未知的变量, 相应的系数矩阵行列式为

  | B1 | = Vu3
4 u1u2 u3 X 0# 

对于 k = 2, B= ( x1, x 2, x 3, x 4, u1, ,, u5, p
1
1, ,, p

i
j l , ,, p

5

4
2) I J

2
( V, Z) ,如果 B I D

c
2# 准本

方程由 f 1、f 2、f 3、f 4、ei ( f 1)、ei ( f 2)、ei ( f 3)、e i (f 4)、f 5组成# 如果设 p
1
1i、p

2
1i、p

3
1i、p

4
1i、p

5
1i、p

1
1、p

2
2、

p
3
3、p

4
4( i = 1, 2, 3, 4) 为未知的变量, 系数矩阵为

  B2 =
B

c
2 *

0 B
d
2

,

其中

  B
d
2 = B1, B

c
2 =

A 0 0 B C

0 A 0 0 0

0 0 A 0 0

P1A 0 0 A 0

0 0 0 0 V

,

  A =

u4 u1 0 0 0

0 u4u1 0 0

0 0 u4 u1 0

0 0 0 u4u1

, B =

p 1 0 0 0

0 p 1 0 0

0 0 p 1 0

0 0 0 p 1

,

同时 C 对矩阵的秩没有影响# 于是

  | B2 | = Vu
15
4 u

9
1 u2 u3( u4u1 - P1p 1)

4 X 0# 
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一般地,当 k \ 3时, a
k- 1
k- 2( D

c
k- 1) = D

c
k- 2 成立# 类似地, 设 p

1
1ii

1
, i

k- 2
、p 2

1ii
1

,i
k- 2
、p 3

1ii
1
, i

k- 2
、

p
4
1ii

1
,i

k- 2
、p 5

1ii
1
, i

k- 2
为新的未知变量,未知变量的系数矩阵 Bk 可分为两部分: B

c
k和B

d
k# B

c
k对应

于D
c
k- 2未知变量的系数, B

d
k对应于新的未知变量的系数# * 是新的未知变量在 D

c
k- 2的系数,

但它对 Bk 的秩没有影响# 

  Bk =
B

c
k *

0 B
d
k r

k
@ r

k

,

其中

  B
d
k = Bk- 1, rk = 4C

3
k+ 2 + C

3
k+ 1 + rk- 1,

  B
c
k =

A
( k) 0 0 B

( k )
C

( k )

0 A
( k) 0 0 0

0 0 A
( k ) 0 0

P1A
( k ) 0 0 A

( k ) 0

0 0 0 0 I
( k)

,

  A
( k)

=

u4u1  0

 w
0  u4 u1 C

3

k+ 2
@ C

3

k+ 2

, B =

p 1  0

 w
0  p 1 C

3

k+ 2
@ C

3

k+ 2

,

  I
( k )

=

V

s

V C
3

k+ 2
@ 1

,

同时 C
( k ) 对矩阵的秩没有影响# 于是

  | Bk | = [ Vu3
4u

2
1( u4u1 - P1p 1) ]

C
3

k+ 2 u
3
4 u1 u2 u3 X 0# 

我们可得到

  a
k
k- 1( D

c
k) = D

c
k- 1# 

于是对于 Pk \ 0,无论 P1 为 0或 1, 都有 a
k
k- 1( D

c
k) = D

c
k- 1# 证毕# 

2  Cauchy问题

定理 2  5c
i 和 5 i 项, i = 1, 2, 3, 4, 对方程 Cauchy问题的适定性没有影响# 

证明  我们首先考虑方程组( 1) ,在下列初始条件下的广义 Cauchy问题:

  
u | t = g( x

1
, x

2
, x

3
) = u

0
( x 1, x 2, x 3) ,

5 tu | t = g( x
1
, x

2
, x

3
) = u

1
( x 1, x 2, x 3) ,

( 3)

其中 u 是表示方程组的 5个未知函数,

  5 tu =
5 u1

5 t
,
5 u2

5t
,
5u3

5 t
,
5 u4

5 t
,
5 u5

5 t
,

为未知函数关于 t的一阶偏导数# u
0
= ( u

0
1, u

0
2, u

0
3, u

0
4, u

0
5) 为超曲面 t = g( x 1, x 2, x 3)上的初

始函数值,而 u
1

= ( u
1
1, u

1
2, u

1
3, u

1
4, u

1
5) 为超曲面上 t = g( x 1, x 2, x 3) 上未知函数关于 t的一阶

偏导数值,它们均为( x 1, x 2, x 3) 的函数# 记

  5 tu = ( p
1
4, p

2
4, p

3
4, p

4
4, p

5
4)# 
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我们在三维空间中任意一点 ( x
0
1, x

0
2, x

0
3, g ( x

0
1, x

0
2, x

0
3) ) 附近考虑局部问题, 由文献[ 5] ,上述初

值问题可表示成

  A1
- 1 . C1 = R, ( 4)

  C
*
1 X= 0,   P X I I1( R

4
, R

5
) , ( 5)

  C1( 2) A D1, ( 6)

其中, 2是维数为 3的 C
] 微分流形, R、C1 分别是从 2 到R

4和 J
1
( R

4
, R

5
) 的 C

] 嵌入,

  G( N1, N2, N3) = g( x
0
1 + N1, x

0
2 + N2, x

0
3 + N3) - g ( x

0
1, x

0
2, x

0
3) ,

满足 G(0) = 0# 于是

  R( N) = ( x
0
1 + N1, x

0
2 + N2, x

0
3 + N3, g( x

0
1, x

0
2, x

0
3) + G ( N1, N2, N4) ) ,

  C1( N) = ( x
0
1 + N1, x

0
2 + N2, x

0
3 + N3, g( x

0
1, x

0
2, x

0
3) + G( N) + p

i
j ( N) )# 

式( 4)显然成立, 根据式( 5) , 我们有

  p
i
j = u i ( j ) - Dj p

i
4,     j = 1, 2, 3; i = 1, 2, 3, 4, 5,

  ui ( j ) =
5u i

5Nj , Dj =
5G
5Nj ,   j = 1, 2, 3# 

再由式( 6) , 得到

  P1 u4( D1p
1
4 + D2p

2
4 + D3p

3
4) + ( u1D1 + u2D2 + u3D3 - 1) p

4
4 =

    P1 u4( u1( 1) + u2( 2) + u3( 3) ) + u1u4( 1) + u2 u4( 2) + u3 u4( 3)# ( 7)

这是初始数据所应满足的相容性条件# 

图  1

提升 C1得到 C2: 2 y J
2
( R

4
, R

5
) (参见图1) ,它满足

  A
2
- 1 . C2 = R, ( 8)

  C*
2 X= 0,   P X I I2( R

4
, R

5
) , ( 9)

  C2( 2) A D2# ( 10)

式( 8)显然成立, 根据式( 9) , 我们有

  p
i
jk = p

i
k( j ) - Dj p

i
k4 =

    p
i
k( j ) - Dj ( p

i
4( k) - Dk p

i
4

2 ) =

    p
i
k( j ) - Dj p

i
4( k ) + Dj Dk p

i
4

2 =

    p
i
j ( k ) - Dk p

i
4( j ) + Dj Dk p

i
42,

      j , k = 1, 2, 3; i = 1, 2, 3, 4, 5,

  p
i
k( j ) =

5p
i
k

5Nj , Dj =
5G
5Nj ,   j = 1, 2, 3# 

再由式( 10) ,得到

  Mp 2 = B2, ( 11)

其中

M =

c D2
1 + GD2

2+ GD2
3 AD1D2 AD1D3 0 0

AD2D1 GD2
1 + c D2

2 + GD2
3 AD2D3 0 0

AD3D1 AD3D2 GD2
1 + GD2

2+ cD2
3 0 0

0 0 0 0 D2
1+ D2

2 + D2
3

P1u4D1 P1u4D2 P1u4D3 u1D1 + u2D2+ u3D3- 1 0

,
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p2 = p
1

4
2 p

2

4
2 p

3

4
2 p

4

4
2 p

5

4
2 c,

B2 =

-
51

P2
- c( p

1
1( 1) - D1p

1
4( 1) ) - G( p

1
2( 2) - D2p

1
4( 2) ) - G( p

1
3( 3) - D3p

1
4( 3) ) -

  A( p
1
2( 2) - D2p

2
4( 1) ) - A( p

3
1( 3) - D3p

3
4( 1) )

-
52

P2
- c( p

2
2( 2) - D2p

2
4( 2) ) - G( p

2
1( 1) - D1p

2
4( 1) ) - G( p

2
3( 3) - D3p

2
4( 3) ) -

  A( p
1
1( 2) - D2p

1
4( 1) ) - A( p

3
2( 3) - D3p

3
4( 2) )

-
53

P2
- c( p

3
3( 3) - D3p

3
4( 3) ) - G( p

3
1( 1) - D1p

3
4( 1) ) - G( p

3
2( 2) - D2p

3
4( 2) ) -

  A( p
1
1( 3) - D3p

1
4( 1) ) - A( p

2
2( 3) - D3p

2
4( 2) )

-
54

V
- p

5
1( 1) + D1p

5
4( 1) - p

5
2( 2) + D2p

5
4( 2) - p

5
3( 3) + D3p

5
4( 3)

P1( u4( p
1
4( 1) + p

2
4( 2) + p

3
4( 3) ) + p

4
4( p

1
1 + p

2
2 + p

3
3) ) +

  u1p
4
4( 1) + u2p

4
4( 2) + u3p

4
4( 3) + p

1
4p

4
1 + p

2
4p

4
2 + p

3
4p

4
3

# 

显然, p2的存在唯一性完全由M的性质决定,而与 B2无关# 进一步提升 C2, 得到一般的 Ck ,

k > 2 (参见图 1) ,我们有

  Ak
- 1 . Ck = R, ( 12)

  C*
k X= 0,   P X I Ik( R

4
, R

5
) , ( 13)

  Ck( 2) A Dk# ( 14)

类似地,可以得到

  Mpk = Bk# ( 15)

注意到M 与式( 11) 中的 M 相同,它与 k 无关,且独立于 5j , j = 1, 2, 3, 4# Bk 由 5 j , j = 1, 2,

3, 4和p l , l [ k- 1及其关于 Ni , i = 1, 2, 3的偏导数决定# 而 pk = p
1
4

k p
2
4

k p
3
4

k p
4
4

k p
5
4

k
c

的存在唯一性仅仅由 M 的性质就可以决定,而 M 的性质又完全决定了初始条件所对应的末

方程是否能够落在横截层中,由分层理论的基本定理
[ 5]

, 这也决定了相应 Cauchy 问题的适定

性# 所以 5j , j = 1, 2, 3, 4项, 对方程组( 1)的 Cauchy问题的适定性没有影响# 

对于方程组( 2) , 考虑下列初始条件下的 Cauchy问题:

  
u | t = g( x

1
, x

2
, x

3
) = u

0
( x 1, x 2, x 3) ,

5 tu | t = g( x
1
, x

2
, x

3
) = u

1
( x 1, x 2, x 3)# 

( 16)

类似地可以得到 pk = p
1

4
k p

2

4
k p

3

4
k p

4

4
k p

5

4
k

c
( k \ 2) 应满足的线性方程组

  �Mpk = �Bk , ( 17)

其中

  �M =

u4D 0 0 p 1D1 p 2D1

0 u4D 0 p 1D2 p 2D2

0 0 u4D p 1D3 p 2D3

0 0 0 0 D2
1 + D2

2 + D2
3

P1u4D1 P1 u4D2 P1 u4D3 D- 1 0

,
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其中   D= u1D1 + u2D2 + u3D3# 

注意到 �M同样与 k 无关,且独立于 5
c
j , j = 1, 2, 3, 4# �Bk由 5

c
j , j = 1, 2, 3, 4和 p l , l [ k - 1及

其关于 Ni , i = 1, 2, 3的偏导数决定# 所以 5c
j , j = 1, 2, 3, 4项同样对方程组( 2)的Cauchy 问题

的适定性没有影响# 证毕# 

推论 1  方程组( 1)与初始条件( 3)构成的 Cauchy 问题适定的充要条件是

  

D2
1 + D2

2 + D2
3 X 0,

u1D1 + u2D2 + u3D3 - 1 X 0,

( AD1D3)
2
( ( A- c) D2

2 - G( D2
1 + D2

3) ) + ( AD2D3)
2
( ( A- c) D2

1 -

  G( D
2
2 + D

2
3) ) + ( cD

2
2 + G( D

2
1 + D

2
3) - A( D1D2)

2
) ( cD

2
1 +

  G( D2
2 + D2

3) ) ( cD2
3 + G( D2

1 + D2
2) ) X 0,

( 18)

方程组( 2)与初始条件( 16)构成的 Cauchy问题适定的充要条件是

  

DX 0,

D2
1 + D2

2 + D2
3 X 0,

p 1 P1( D
2
1 + D2

2 + D2
3) + D( 1 - D) X 0,

( 19)

其中 D= u1D1 + u2D2+ u3D3# 特别在 t = 0上给出初始条件,上述两个Cauchy 问题均是不适

定的# 因此,我们可以得到以下推论:

推论 2  大气方程组( 1)和( 2)在 t = 0超平面上构成的 Cauchy问题均不适定,不受粘性和

可压缩性的影响# 

由于条件( 19)中要求 D= u1D1 + u2D2 + u3D3 X 0, 我们又得如下推论:

推论 3  当初始条件( 16)中的大气运动是静止时, Cauchy 问题( 2)、( 16)是不适定的# 

从上述推论还看到,当 P1为 0时,方程组( 1)的 Cauchy问题的适定性条件并未受到影响,

但方程组( 2)的 Cauchy问题的适定性条件则有了改变# 于是我们有下述定理:

定理 3  对于粘性大气,大气的可压缩性对方程组 Cauchy问题的适定性没有影响# 

3  结   论

通过上面的在分层理论的框架下的讨论, 证明了: 1) 惯性力对一类大气演化方程组

Cauchy 问题的适定性判别标准没有影响; 2) 可压缩性对粘性大气方程组 Cauchy问题的适定性

判别标准没有影响, 但对无粘大气方程组可压缩性改变了 Cauchy 问题适定性判别标准; 3) 大

气方程组在超平面上均是不适定的, 不受粘性和可压缩性的影响; 4) 可压无粘大气方程与运

动静止初始条件构成的 Cauchy问题是不适定的# 
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On the Cauchy Problem of One Type of

Atmosphere Evolution Equations

HE Juan_xiong1,  HE You_hua2

( 1. ICCES , In stitute of Atm ospher ic Phy sics , CAS , Beijing 100029, P . R . Chin a ;

2. Depa rtm ent of Mathem atics , Shangha i Univ er sity , Shan gha i 200444, P . R . China )

Abstract: One type of evolution atmosphere equations was discussed. It is found that according to

the stratification theory, 1) the inertial force has no influence on the criterion of the well_posed

Cauchy problem; 2) the compressibility plays no role on the well posed condition of the Cauchy prob-

lem of the viscid atmosphere equations, but changes the well posed condition of the viscid atmosphere

equations; 3) this type of atmosphere evolution equations is ill_posed on the hyperplane t = 0 in spite

of its compressibility and viscosity; 4) the Cauchy problem of compressible viscosity atmosphere with

still initial motion is ill_posed.

Key words: well_posedness; viscosity; compressibility; stratification theory
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