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周边面内压力作用下夹层圆板的非线性振动
X

杜国君,  马建青

(燕山大学 建筑工程与力学学院, 河北 秦皇岛 066004)

(刘人怀推荐)

摘要:  基于 von KÀrmÀn 薄板理论, 讨论了滑动固定基础上周边面内压力作用下夹层圆板的非线

性振动问题,应用变分法导出了该问题的非线性特征方程和边界条件, 给出了其精确静态解, 并使

用修正迭代法求解了该方程,导出了夹层圆板振幅和非线性振频的解析关系式# 当周边面力使夹

层圆板的最低固有频率为零时,就可获得临界载荷的值# 
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引   言

板壳非线性振动问题的研究工作很多,其理论也比较成熟, 但对于特殊材料或结构形式的

板壳非线性振动问题的研究还不够完善# 对于压电矩形薄板的非线性振动以及正交异性扁球

壳的非线性振动问题等已有相关的文献报道[ 1, 2]# 静载荷作用下板壳结构的非线性振动特性

也是研究者关心的课题# 

所有结构物在静载作用下都要发生形状的改变,从而引起其刚度的变化,使其固有频率受

到影响# 文献[ 3]讨论了具有初缺陷曲板在非线性静平衡附近的微小振动, 由频率方程的表达

式中,令固有频率为零,正好得到曲板受临界载荷失稳的表达式# 周又和[ 4]
基于 von KÀrmÀn薄

板理论,研究了圆薄板在周边均布面内压力作用下的自由振动、屈曲和后屈曲,其屈曲前后的

稳定静平衡解以精确解形式给出; 在稳定静平衡构形附近, 讨论了其微小轴对称自由振动# 采

用幂级数解法, 精确地获得其固有频率和振型函数# 当周边压力使圆薄板的最低固有频率为

零时,就可获得分支解的临界点(即临界裁荷)和相应的屈曲波型,然后求得前屈曲的路径# 作

者[ 5]对夹层圆板的轴对称大幅度自由振动做了初步探讨,利用 Hamilton原理导出了夹层圆板

轴对称大幅度自由振动的基本方程,并利用修正迭代法求出了具有滑动固定边界条件的夹层

圆板轴对称大幅度自由振动的一种解析解# 在此基础上, 作者[ 6, 7]进一步讨论了均布荷载作

用下夹层圆板在非线性弯曲静平衡构形附近的自由振动问题,给出了其固有频率、载荷和振幅

之间的特征关系# 

本文讨论周边面内压力作用下夹层圆板的非线性振动,给出了微幅振动时在周边均布面
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内压力作用下夹层圆板的临界载荷,还给出了大幅度振动时夹层圆板受周边力作用失稳的临

界载荷# 

1  基本方程和边界条件

考虑半径为 a, 承受周边面内载荷 q1 的夹层圆板# 参照文献[ 7]可知, 其运动微分方程的

变分形式可由Hamilton原理导出为
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式中, a 为夹层圆板半径, r 为径向坐标, h1为表板厚度, h0为上下表板中面间距离, w 为夹层

板挠度, W为表板中面两相对点连线与变形前中面法线间夹角, m 为夹层板的面密度, Rr 为中

面炮径向应力, G2 为夹心的剪切模量, D 为夹层板抗弯刚度, E 为表板弹性模量# 

设夹层圆板在静载荷 q1 作用下产生挠度 w
0
, 在此基础上考虑其自由振动, 动挠度为 �w ,

则有

  w = w
0
+ �w , Rr = R0

r + �Rr, W= W0
+ �W, ( 4)

并设其解为

  �w = �W ( r ) cos�Xt , �W= �<( r) cos�Xt , �Rr = �S ( r ) cos
2
�Xt , ( 5)

其中 �X是夹层圆板大幅度振动的无量纲振频, �W ( r )、�<( r )、�S ( r ) 是未知的空间函数 # 将式

(4) ~ (5) 代入式(1) ~ (3) , 并式(1)、(2) 两式消去�<( r ) 得

  d
dr

r
d
dr

1
r

d
dr

r
d�W
dr

+
�X2

m
G2h0

d
dr

r
d�W
dr

-
�X2

m
D

r�W +

    
2h1

G2 h0

d
dr

r
d

dr
1
r

d
dr

rR0r
d�W
dr

+
3h1

2G2h0

d
dr

r
d

dr
1
r

d
dr

r�S
d�W
dr

-

    
3h1

2D
d

dr
r�S d�W

dr
-

2h1

D
d
dr

rR0r
d�W
dr

= 0, ( 6)

  d
dr

1
r

d
dr

( r
2�S ) +

E
2r

d�W
dr

2

= 0# ( 7)

为了将上式转化为无量纲的形式, 引入下列符号:
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滑动固定基础上边界条件为

  
r = a 时,  �w = 0, �W= 0, Rr = 0, R0r = - q1;

r = 0时,  W= 0, Rr < ] # 
( 10)

将( 4)、( 5)两式代入( 1)式解出 �W, 代入边界条件( 10)式并转化为无量纲形式, 可得到

Q= 1时,  W = 0, KX2 1
QQ

Q

0
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0
r<+ < = 0, S = 0, S

0
r = - P 1; ( 11)

Q= 0时,  W = W0, K X2 1
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Q

0
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0
r<+ < = 0, S < ] ; ( 12)

式( 12)中 W0为夹层圆板中心的振幅# 

2  静力问题的精确解

根据文献[ 8]可得到本问题的精确静态解
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其中 a2i和 b2i+ 1( i = 0, 1, 2, 3, ,) 是待定常数# 
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表 1 滑动固定夹层圆板的 a0和 b1的值

P1

K = 0. 01

a0 b1

K = 0.05

a 0 b1

K = 0. 10

a0 b1

1 - 0. 998 849 - 0. 012 233 - 0. 998 853 - 0. 013 285 - 0. 998 859 - 0. 014 802

2 - 1. 998 941 - 0. 023 949 - 1. 998 957 - 0. 028 396 - 1. 998 981 - 0. 035 935

3 - 2. 999 025 - 0. 035 173 - 2. 999 060 - 0. 045 805 - 2. 999 118 - 0. 067 540

4 - 3. 999 103 - 0. 045 928 - 3. 999 162 - 0. 066 136 - 3. 999 270 - 0. 117 576

5 - 4. 999 174 - 0. 056 237 - 4. 999 263 - 0. 090 229 - 4. 999 435 - 0. 203 016

6 - 5. 999 238 - 0. 066 123 - 5. 999 361 - 0. 119 237 - 5. 999 585 - 0. 315 165

7 - 6. 999 298 - 0. 075 608 - 6. 999 453 - 0. 154 777 - 6. 999 597 - 0. 426 594

8 - 7. 999 352 - 0. 084 714 - 7. 999 537 - 0. 199 172 - 7. 998 763 - 0. 592 541

9 - 8. 999 401 - 0. 093 462 - 8. 999 605 - 0. 255 854 - 8. 998 953 - 0. 710 231

10 - 9. 999 446 - 0. 101 873 - 9. 999 647 - 0. 330 070 - 9. 999 085 - 0. 896 812

11 - 10. 999 48 - 0. 109 968 - 10. 999 69 - 0. 430 154 - 10. 999 11 - 1. 003 210

12 - 11. 999 52 - 0. 117 768 - 11. 999 75 - 0. 569 997 - 11. 999 19 - 1. 201 121

13 - 12. 999 95 - 0. 125 291 - 12. 999 87 - 0. 774 149 - 12. 999 25 - 1. 456 323

14 - 13. 999 96 - 0. 132 559 - 13. 999 90 - 1. 089 341 - 13. 999 39 - 1. 676 540

15 - 14. 999 99 - 0. 139 589 - 14. 999 92 - 1. 413 659 - 14. 999 50 - 1. 890 035
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  由于式( 13)已经满足了夹层圆板的两个边界条件,为了确定常数 a0和 b1,须应用边界条

件中尚未用过的另外两个边界条件# 将式(13) 代入这两个边界条件,得到关于待定常数 a0

和 b1的非线性方程组

  6
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i= 0

a2i = - P 1, 6
]

i= 0

K 6
i

m= 0

a2mb 2i- 2m+ 1 + b2i+ 1 = 0# ( 15)

使用迭代法,可以求得这些方程组关于 a0和 b1 的数值解(见表 1)# 

3  边值问题的解析解

为了求解边值问题的一阶迭代解, 在一阶近似中略去( 8)式中的非线性项及与静变形有关

项,然后将由( 8)式所得的解 W1代入( 9)式,那么方程( 8)、( 9)分别变为
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( ,) , X0 为夹层圆板无量纲化的线性振频# 边界条件则变为
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设方程( 16)的解
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式中 L1、L2为待定系数, 由板的边界条件确定# 

将式( 20)代入式( 18)中的第 1、2式以及式( 19)中的第 1式,则可得到

  AL = 0, ( 21)

其中
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由于 L为非零向量,故 A 的行列式等于零,即

  detA = 0# ( 22)

从( 22)式中解出 X0, 于是得到了 aij ( i = 0, 1, 2; j = 1, 2) 的值,再由(21) 式可确定 L1、L2,

因此, W1 就确定了# 

将( 20)式代入( 17)式, 两边积分后乘以 Q,然后两边积分再除以 Q2
, 则可得到

  S1 = W
2
0 6

]
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Bj Q
2j
, ( 23)
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其中

  Bj = -
B

j ( j + 1) 6
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对于滑动固定边界条件有
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将一阶迭代中的有关解代入边值问题( 16) ,则此边值问题的二阶迭代中有如下的特征值

问题
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边界条件变为
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现在对此问题进行求解, 设方程( 24)的解为

  W2 = W0 6
]

j= 0

( A
(2)
j + C

( 2)
j ) Q2j

+ W
3
0 6

]

j= 0

D
(2)
j Q2j

, ( 27)

其中

  A
(2)
j = D1

X
2 j

22 j
( j ! )

2
c
j + D2

(- 1)
j
c
j

22 j
( j !)

2 , c = X2
0( K + K

2
+ 4/ X2

0) / 2# 

将 W2的表达式代入微分方程(24) ,并注意到式中左右两端 Q的各个次幂前的系数应该对

应相等,由此得到微分方程的系数表达式,即
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其中
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将解代入边界条件( 25)的第 1、第 2式及( 26)的第 1式, 整理得

  HD= 0, ( 28)
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其中

  D= [ D1, D2, 1]T
, H =

h01 h02 - 1  

h11 h12 h13

h21 h22 h23

# 

矩阵 H中所有元素都可写成 X的函数,其表达式从略# 由方程( 28)可得到如下频率方程

  detH = 0# ( 29)

这就是所求的受周边面内压力作用下夹层圆板大幅度振动的幅频_载荷特征关系的解析

表达式,利用此式可对一定的周边载荷 P1及幅值 W0求出相应的 X值,因此矩阵 H 的元素全

部确定,再由(28) 式求出 D1、D2, 到此二阶修正迭代解全部确定# 

4  数值计算结果及讨论

对所讨论的滑动固定边界条件下受周边面内压力作用的夹层圆板进行数值计算, 取剪切

参数 K = 0. 01、0. 05、0. 1, 所得结果绘于图 1~ 图 4# 

  图 1 K 值对线性基频的影响        图 2 频率_压力曲线 (K = 0. 01)

  图 3 频率_压力曲线 ( K = 0. 05)        图 4  频率_压力曲线 (K = 0. 1)

由图1可见,随着K 值增大, 夹层圆板的基频减小,但与K之间不是线性关系# 图2~ 图

4给出了不同 K 值情况下,周边载荷对夹层圆板固有频率的影响关系# 曲线对应于屈曲前夹

层圆板的平衡状态, 屈曲前,固有频率随着周边压力的增大而减小# 当固有频率减小到零时

便可得到周边受压夹层圆板在不同 K 值时的临界载荷# 图 2 ~ 图4还给出了不同 K 值情况

下夹层圆板微幅振动时( W0 = 0) 失稳的临界载荷,以及圆板具有初始振幅时( W0 = 1, 2) 的临

界载荷# 由计算结果可见,当 K 值相同时,临界载荷随着振幅的增大而减小# 
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Nonlinear Vibration of Circular Sandwich Plates

Under Circumjacent Load

DU Guo_jun,  MA Jian_qing

( School of Civ il En gin eer ing an d Mechan ics , Yan shan Un iver sity ,

Qinhu angdao , Hebei 066004, P . R . China )

Abstract: Based on von Karman plate theory, the issue about nonlinear vibration for circular sand-

wich plates under circumjacent load with the loosely clamped boundary condition is researched. Non-

linear differential eigenvalue equations and boundary conditions of the problem were formulated by

variational method and then their exact static solution can be got. The solution was derived by mod-i

fied iteration method, so the analytic relations between amplitude and nonlinear oscillating frequency

for circular sandwich plates were obtained. When circumjacent load makes the lowest natural frequen-

cy zero, critical load is obtained.

Key words: sandwich plate; nonlinear vibration; critical load; buckling; amplitude frequency_load

characteristic relation
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