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摘要:  研究了 Duffing_Van der Pol振子的主参数共振响应及其时滞反馈控制问题# 依平均法和对

时滞反馈控制项Taylor 展开的截断得到的平均方程表明, 除参数激励的幅值和频率外,零解的稳定

性只与原方程中线性项的系数和线性反馈有关,但周期解的稳定性还与原方程中非线性项的系数

和非线性反馈有关# 通过调整反馈增益和时滞,可以使不稳定的零解变得稳定# 非零周期解可能

通过鞍结分岔和Hopf分岔失去稳定性, 但选择合适的反馈增益和时滞, 可以避免鞍结分岔和 Hopf

分岔的发生# 数值仿真的结果验证了理论分析的正确性# 

关  键  词:  Duffing_Van der Pol振子;  主参数共振;  时滞;  反馈控制;  分岔

中图分类号:  O323   文献标识码:  A

引   言

作为两种典型的非线性系统的组合, Duffing_Van der Pol振子可以作为许多领域的研究模

型,例如物理学、工程学、电子学、生物学和神经学等领域# 因此近些年吸引了许多研究者的兴

趣[ 1~ 3]# Holmes和 Rand [ 4]研究了形如 &x + ( A+ Cx 2
)Ûx + Bx + Dx 3

= 0的 Duffing_Van der Pol振

子的局部和全局分岔行为# Tsuda等人[ 5]研究了含时滞的 Duffing_Van der Pol振子的主共振和

1B2亚谐共振的混沌运动# Szemplinska_Stupnicka 等人[ 6]研究 Duffing_Van der Pol振子的主共振

时发现了拟周期运动和混沌吸引子# Maccari
[ 7]
利用渐进摄动法研究 Duffing_Van der Pol振子的

主共振时, 给出了产生倍周期运动的充分条件# Algaba 等人[ 8]研究了自治的 Duffing_Van der

Pol振子的退化分岔问题# 徐健等人[ 9]研究位移反馈控制的 Duffing_Van der Pol振子的主共振

时,发现倍周期分岔和环面破损是导致混沌运动出现的两种途径# Kakmeni等人[ 10]研究了在

两个周期激励作用下的 Duffing_Van der Pol振子的奇怪吸引子和混沌控制问题# 
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就作者所知,参数激励下 Duffing_Van der Pol振子的动力学行为的研究却不多见# 本文将

就下列形式的 Dugf ing_Van der Pol振子的主参数共振问题进行讨论, 并考虑含时滞的位移与速

度反馈控制:

  &x + X2
0x + Bx 3

- ( A- Cx 2
) Ûx + kxcos 8t = u [ x ( t - S) , Ûx ( t - S) ] , ( 1)

式中 X0是相应的不含反馈控制的线性系统的固有频率, C、B和A均为正的常数, k和 8分别是

参数激励的振幅和频率, 时滞参数 S > 0# 反馈控制的形式如下:

  u[ x ( t - S) , Ûx ( t - S) ] =

    gpx ( t - S) + gdÛx ( t - S) + gn1x
3
( t - S) + g n2Ûx 3

( t - S) , ( 2)

式中的 gp和 gd是线性反馈增益, gn1和 gn2是非线性反馈增益# 若 u( x ( t- S) , Ûx ( t- S) ) 为

零,系统( 1)称为无控制系统# 

本文将重点讨论系统( 1)的动力学行为特性及其控制问题# 全文安排如下: 第1节基于平

均法给出确定稳态响应振幅和相位的平均方程# 第 2节讨论零解的稳定性, 并给出零解的稳

定区域和不稳定区域# 第 3节讨论周期解的稳定性和分岔, 给出周期解发生鞍结分岔和 Hopf

分岔的条件# 第 4节是关于本文的讨论与结论# 

1  平 均方 程

在弱非线性、弱反馈控制、弱参数激励和小阻尼约定下,方程( 1)可写成下列形式:

  &x + X2
0x + E[ Bx 3

- ( A- Cx 2
) Ûx + kxcos 8t ] = Eu[ x ( t - S) , Ûx ( t - S) ] , ( 3)

式中 E是正的小参数# 对主参数共振情形,引进调协参数 R:

  82
= 4X2

0( 1+ ER)# ( 4)

根据平均法,方程( 3)的近似解为下列形式[ 1~ 3, 11] :

  x = acos
1
2 8t - H , ( 5)

其中振幅 a 和相位H是随时间慢变的,且由下列方程控制:

  
Ûa = - E

1
2PQ

4P/ 8

0
sin

1
2 8t - H F dt ,

aÛH= E 1
2PQ

4P/ 8

0
cos 1

2
8t - H Fdt ,

( 6)

式中 F 代表将式(3) 中含 E的项全部移到等号右边时E的系数,即

  F = u[ x ( t - S) , Ûx ( t - S) ] - [ Bx 3
- ( A- Cx 2

)Ûx + kx cos 8t ]# 

积分( 6)式后将含时滞的项作Taylor 展开,并截取首项[ 12] ,可得

  
8Ûa = E

1
32

a[- 16k sin(2H) + f 10+ a
2
f 11] ,

8aÛH= E 1
32

a[- 16kcos(2H) + f 20 + a
2
f 21] ,

( 7)

式中

  f 10 = 16A8 - 32gpsin
1
2
8S + 16g d 8cos

1
2
8S ,

  f 20 = 32X2
0R+ 32gpcos

1
2
8S + 16g d 8sin

1
2
8S ,

  f 11 = - 4C8 - 24gn1sin
1
2 8S + 3gn2 8

3
cos

1
2 8S ,
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  f 21 = - 24B+ 24g n1cos
1
2
8S + 3gn2 8

3sin
1
2
8S # 

方程( 7)表明其有两类固定点:零固定点和非零固定点# 它们分别对应着原系统的零解和周期

解# 如果所有的反馈增益都为零, 则方程( 7)对应着无控制系统的平均方程# 显然,由于反馈

增益和时滞的出现, 平均方程中各项的系数均发生了变化, 所以借助于含时滞的反馈对无控制

系统的动力学进行控制是可能的# 同时方程( 7)在下列变换下是不变的:

  ( a, H) |y ( a , H+ P)# 

因此如果 ( a, H) 是方程(3) 的解,那么( a, H+ P) 也是方程( 3)的解# 

2  零解的稳定性

为分析零解的稳定性,需将形如式( 5)的近似解改写成如下形式[ 13] :

  x = p cos
1
2
8t + qsin

1
2
8t ,

与式( 7)对应的关于 p 和 q 的动力学方程为

  
8Ûp =

E
32

[ f 10p + f 11p ( p
2
+ q

2
) - f 20 q - f 21 q( p

2
+ q

2
) - 16qk ] ,

8Ûq =
E

32
[ f 10q + f 11q ( p

2
+ q

2
) + f 20p + f 21p ( p

2
+ q

2
) - 16pk ]# 

( 8)

根据方程( 8) ,零解对应的 Jacobi矩阵的特征值是下列方程的根:

  K2
+ 2m1K+ n1 = 0, ( 9)

式中 m1 = - f 10, n1 = f
2

10+ f
2

20- 256k 2# 根据 Routh_Hurwitz准则[ 14] ,零解是渐进稳定的,当且

仅当下列条件满足时:

  f 10 < 0, f
2

10+ f
2

20- 256k
2
> 0# ( 10)

根据 f 10和 f 20的定义可知,除原方程中线性项的系数外,零解的稳定性只与线性反馈有关# 零

解的稳定区域和不稳定区域的边界为

  f 10 = 0, f
2

10+ f
2

20- 256k 2
= 0# ( 11)

由于约定 A为正,所以对于无控制的情况, 式( 10)中的第 1式不成立# 因此没有反馈控制的

Duffing_Van der Pol振子的零解是不稳定的# 与式( 11)的第 1、2两式相对应, 图 1、2中分别在

8_A和 8_k 平面上给出了具有线性反馈控制的 Duffing_Van der Pol振子零解的稳定区域和不稳

定区域的边界# 其中边界的下方为稳定区域,边界的上方为不稳定区域# 

从图 1可以看出, 在主参数共振频率即 8 = 2附近,当 S= 4, 5, 6时没有正的 A存在,即零

解没有稳定区域# 故在图 2中只给出了时滞 S分别为 1, 2, 3的情况# 图 3、4为直接对方程

( 3)进行数值积分的结果# 其表明无控制时Duffing_Van der Pol振子的零解是不稳定的,但利用

含时滞的线性反馈控制可使零解稳定# 

顺便指出, 零解稳定性的变化又与非零解数目的变化相联系[ 15] , 这将在下面讨论非零解

的稳定性与分岔时进行分析# 

3  主参数共振周期解的稳定性及分岔

在式( 7)中, 令 Ûa = ÛH= 0, 可以得到下列关于非零稳态响应振幅和相位的代数方程:

  a
4
(f

2
11+ f

2
21) + 2a2

(f 10f 11+ f 20f 21) + f
2
10+ f

2
20- 256k 2

= 0, ( 12)

  tan2H= ( a
2
f 11+ f 10) / ( a

2
f 21+ f 20)# ( 13)
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式( 12)和( 13)分别反映了非零稳态响应的振幅、相位与系统参数、反馈增益和时滞的关系# 图

5 和 6分别给出了其它参数固定时, 无控制、线性反馈控制、线性与非线性反馈控制 3种情况

的响应振幅与参激频率、参激振幅的关系曲线# 作为示例, 取 X0 = 1# 

图 1  8 _A平面上线性反馈控制系统零解稳定      图 2  8 _k 平面上线性反馈控制系统零解

区域和不稳定区域的边界 ( g p = gd = 1) 稳定区域和不稳定区域的边界

( A= 1. 0, gp = g d = 1)

   图 3  无控制系统的零解是不稳定的     图 4  适当的反馈时滞和增益可以使零解稳定

( 8 = 2, k = 0. 5, A= B = C= 1, ( 8 = 2, k = 0. 5, A= B= C= 1,

( x 0, Ûx 0) = (0. 01, 0) ) gp = g d = 1, S = 2, ( x 0, Ûx 0) = (0. 1, 0) )

图 5、6表明, 没有反馈控制时,非零解存在多解现象, 因此讨论它们的稳定性是必要的# 

根据方程( 7) ,非零解对应的 Jacobi矩阵的的特征值是下列方程的根:

  K
2
+ 2m2K+ n2 = 0, ( 14)

式中 m2 = - ( f 10+ 2a2
f 11) , n2 = 4a2

(f 10f 11+ f 20f 21) + 4a4
( f

2
11+ f

2
21)# 根据Routh_Hurwitz准

则,非零解是渐进稳定的,当且仅当 m2 > 0和 n2 > 0同时成立即下列条件满足时:

  f 10+ 2a2
f 11 < 0, f 10f 11+ f 20f 21+ a

2
( f

2
11+ f

2
21) > 0# ( 15)

与零解的情况不同, 非零解的稳定性不仅与原方程中线性项的系数和线性反馈的增益有关,还

与非线性项的系数和非线性反馈的增益有关# 根据式( 15) ,图 6中周期解的稳定性如下: 对无

控制的系统, k > 3. 237时,只有一个稳定的解; 3. 237 \ k > 2. 512时,有一个稳定的解和一个

不稳定的解; 2. 512 \ k > 2. 275时,两个解都不稳定# 对线性反馈控制系统, k > 1. 94时,只
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有一个稳定的解; 1. 94 \ k > 0. 7时, 有一个稳定的解和一个不稳定的解; 0. 7 \k > 0. 6时,两

个解都不稳定# 对复合反馈控制系统, k > 1. 9时,只有一个稳定的解; 1. 9 \ k \1. 76时,有

一个稳定的解和一个不稳定的解# 

  图 5  主参数共振激励频率_响应幅值曲线     图 6 主参数共振激励幅值_响应幅值曲线

( k = 2. 5, A= C= 1. 5, B = 1. 0, ( 8 = 2. 05, A = C= 1. 5, B= 1,

gp = gd = 1, gn1 = gn2 = 2, S = 2) gp = gd = 1, gn1 = gn2 = 1, S = 2)

  图 7  线性反馈控制系统的周期响应         图 8 无控制系统的周期响应

( ( x 0 ,Ûx 0) = ( 0. 5, 0) , 8 = 2. 05, k = 1. 5, ( ( x0 , Ûx 0 ) = (0. 35, 0) , 8 = 2. 05,

A= C= 1. 5, B = 1, gp = gd = 1, S = 2) k = 3. 1, A= C= 1. 5, B = 1)

图 7~ 图 12是直接对方程( 3)进行数值积分的结果,它们与解析结果相当吻合# 例如图 6

中, 当 k = 1. 5时线性反馈控制系统稳态响应振幅的两个值为0. 526 7和1. 389 6;当 k = 3. 1时

无反馈控制系统稳态响应振幅的两个值为 0. 342 3和1. 617 5# 图7中的数值仿真结果表明, k

= 1. 5时线性反馈控制系统初始激励为 0. 526 7的稳态响应振幅为1. 389 6;图 8中的数值仿真

结果表明, k = 3. 1时无反馈控制系统初始激励为0. 342 3的稳态响应振幅为1. 617 5# 所以 k

= 1. 5时线性反馈控制系统稳态响应振幅的两个值中0. 526 7是不稳定的而1. 389 6是稳定的;

当 k = 3. 1时无反馈控制系统稳态响应振幅的两个值中0. 342 3是不稳定的而1. 617 5是稳定

的# 容易验证, 这两个稳定的解恰好满足周期解稳定条件(15)# 当 k = 0. 6时线性反馈控制

系统稳态响应振幅的两个值为0. 984 3和1. 113 4;当 k = 2. 5时无反馈控制系统稳态响应振幅

的两个值为 0. 866 8和1. 407 8# 图 9、图 10中的数值仿真结果分别表明, k = 0. 6时线性反馈

控制系统初始激励为0. 984 3和1. 113 4的稳态响应均为拟周期响应;图11、图12中的数值仿真

结果分别表明 k = 2. 5时无反馈控制系统初始激励为 0. 866 8和1. 407 8的稳态响应亦均为拟
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周期响应# 所以 k = 0. 6时线性反馈控制系统稳态响应振幅的两个解和 k = 2. 5时无反馈控

制系统稳态响应振幅的两个解都是不稳定的# 

 图 9  线性反馈控制系统的拟周期响应 ( ( x 0 ,Ûx 0) = ( 0. 98, 0) ,

8 = 2. 05, k = 0. 6,A = C= 1. 5, B= 1, g p = gd = 1)

 图 10  线性反馈控制系统的拟周期响应 ( ( x 0, Ûx 0) = (1. 11, 0) ,

8 = 2. 05, k = 0. 6, A= C= 1. 5, B = 1, gp = g d = 1)

周期解失去稳定性的途径之一是鞍结分岔# 相应的条件是在式( 14)中 m2 > 0和 n2 = 0

即

  f 10+ 2a
2
f 11 < 0, f 10f 11+ f 20f 21+ a

2
( f

2
11+ f

2
21) = 0# ( 16)

容易验证,式( 16)的第 2式恰为响应振幅_激励振幅 ( a_k) 曲线的拐点,所以控制鞍结分岔的发

生可以通过消除 a_k 曲线的拐点实现# 在式(16) 的第2式中令 a = 0得

  f 10f 11+ f 20f 21 = 0, ( 17)

上式可以作为抑制鞍结分岔的判据# 然而,对于一个 R \ 0的无控制系统而言, a_k 曲线上响

应振幅为零对应的拐点却是不存在的, 所以无控制系统的鞍结分岔是不可避免的,但是通过适

当的反馈控制却可以抑制鞍结分岔的发生[ 13, 15]# 图 13中, 反馈控制系统的参数关系满足式

( 17) ,曲线的拐点处 a = 0, 所以不会发生鞍结分岔# 
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类似地,稳态响应发生Hopf分岔的条件是 m 2 = 0和 n2 > 0, 即

  f 10+ 2a2
f 11 = 0, f 11f 10+ f 21f 20+ a

2
( f

2
11+ f

2
21) > 0# ( 18)

式( 18)的第 1式说明发生Hopf时, 稳态响应的幅值由下式决定:

  a
2
= - f 10/ (2f 11)# ( 19)

   图 11 无控制系统的拟周期响应         图 12  无控制系统的拟周期响应

( x 0, Ûx 0) = (0. 85, 0) , 8 = 2. 05, ( x 0, Ûx 0) = (1. 4, 0) , 8 = 2. 05,

k = 2. 5, A= C= 1. 5, B = 1) k = 2. 5, A= C= 1. 5, B= 1)

    图 13  周期响应鞍节分叉的控制

( 8 = 2, A = C= 1. 5, B = 1;线性控制: g p = 1,

gq = 0. 172, S = 2;复合控制: g p= gd = 1, gn1 =

1, gn2 = 2. 995, S = 3)

显然, 对于无控制的系统和有控制的系统, 式

(19)对应着不同的值# 也就是说, 系统发生 Hopf

分岔的振幅值可以通过反馈控制得到修正# 把式

( 19)代入到式( 18)的第 2式, 可得

  f 11f 10+ 2f 21f 20- f 10f
2

21/ f 11 > 0# ( 20)

式( 20)为式 ( 19)确定的幅值对应的周期解发生

Hopf 分岔时系统参数应满足的关系# 所以只要

下列条件满足,那些满足 m2 = 0的幅值对应的周

期解就不会发生 Hopf分岔:

  f 11f 10+ 2f 21f 20- f 10f
2

21/ f 11 [ 0# ( 21)

周期解的Hopf分岔将导致拟周期解
[ 16, 17]

,这

可以通过图14、图15的数值仿真结果得到验证# 

例如,对于一个无反馈的系统, 若 A= C, 则由式

(19) 和(20) 可得 a = 2和 B> C/ 3# 图 14和图

15分别说明 B= C/ 3时振幅为 a = 2的周期解是稳定的但 B> C/ 3时却是不稳定的# 如果

只考虑线性反馈控制,仍有可能发生Hopf分岔# 例如 g p = 1, gq = 0. 3时,对 A= C= 1. 5, 8

= 2, S= 2,由式(19) 决定的发生Hopf分岔的周期解的振幅为0. 788# 当 B= 1. 5时此值满足

式(18) 的第 2式,但当 B= 0. 3时此值不满足式(18) 的第 2式# 图 16和图 17分别说明此振

幅对应的不稳定的周期解当 B= 1. 5时由于Hopf分岔而趋于一个拟周期解;当 B= 0. 3时趋于

一个振幅为 a = 1. 866的周期解# 

显然若式( 19)的右边小于或等于零,则不可能发生周期解的Hopf 分岔# 所以式( 19)不仅

可以用来判断何处发生Hopf分叉,还可以作为抑制周期解发生Hopf分岔的条件# 
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   图 14 无控制系统的周期响应          图 15  无控制系统的拟周期响应

( ( x 0 , Ûx 0 ) = ( 2, 0) , 8 = 2, ( ( x 0, Ûx 0) = ( 2, 0) , 8 = 2,

k = 2. 5, A= C= 1. 5, B = 0. 5) k= 2. 5, A= C= 1. 5, B= 0. 65)

 图 16 线性控制系统的拟周期响应 ( ( x 0, Ûx 0) =  图 17 线性控制系统的周期响应 ( ( x 0, Ûx 0) =

 (0. 788, 0) , g p = 1, gd = 0. 3, gn1 = gn2 = 0,   (0. 788, 0) , g p = 1, g d = 0. 3, gn1 = gn2 = 0,

A= C= B= 1. 5, 8 = 2, k = 2. 5, S = 2) A= C= 1. 5, B = 0. 3, 8 = 2, k = 2. 5, S = 2)

4  讨论与结论

本文研究了含时滞的非线性位移反馈和非线性速度反馈的Duffing_Van der Pol振子的主参

数共振响应特性# 基于弱非线性、弱反馈控制、弱参数激励和小阻尼假设, 依据平均法和对时

滞反馈控制项Taylor展开的截断首先给出了确定稳态响应振幅和相位的平均方程# 虽然在形

式上, 平均方程与无控制系统的平均方程相似,但由于反馈增益和时滞的出现,系统的动力学

行为要丰富得多# 

理论分析表明, 尽管无控制系统的零解总是不稳定的, 但调节反馈控制的增益和时滞可使

控制系统的零解稳定# 非零的稳态响应可能通过鞍结分岔和Hopf分岔失去稳定性,而前者刚

好发生在参数激励振幅_主参数共振响应振幅曲线的拐点# 数值计算的结果验证了周期解由

于发生Hopf分岔而导致的拟周期响应# 周期解的鞍结分岔和Hopf分岔的抑制都可以通过反

馈控制实现,选择合适的反馈增益和时滞,可以避免周期解的分岔# 
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研究表明反馈控制的增益与时滞对系统的动力学行为有重要影响,且理论分析与数值仿

真的结果相当吻合# 
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Response of a Parametrically Excited Duffing_Van

der Pol Oscillator With Delayed Feedback

LI Xin_ye
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Abstract: The dynamical behaviour of a parametrically excited Duffing_Van der Pol oscillator under

linear_plus_nonlinear state feedback control with a time delay is concerned. By means of the method

of averaging together with truncation of Taylor expansions, two slow_flow equations on the amplitude

and phase of response were derived for the case of principal parametric resonance. It is shown that

the stability condition for the trivial solution is only associated with the linear terms in the original sys-

tems besides the amplitude and frequency of parametric excitation. And the trivial solution can be sta-

bilized by appreciation choice of gains and time delay in feedback control. Different from the case of

the trivial solution, the stability condition for nontrivial solutions is also associated with nonlinear

terms besides linear terms in the original systems. It is demonstrated that nontrivial steady state re-

sponses may lose their stability by saddle_node ( SN) or Hopf bifurcation ( HB) as parameters vary.

The simulations, obtained by numerically integrating the original system, are in good agreement with

the analytical results.

Key words: Duffing_Van der Pol oscillator; principal parametric resonance; time delay; feedback

control; bifurcation
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