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直角平面内圆孔对稳态 SH波的散射
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摘要:  利用复变函数方法和多极坐标移动技术, 研究了直角平面内圆孔在直边分布有反平面稳

态载荷时的 SH 波散射问题# 首先构造出直角平面内不含有圆孔时满足边界应力条件的 Green 函

数解;其次提出直角平面内存在圆孔时满足边界应力自由条件的散射波解, 并利用叠加原理写出

问题的位移总波场# 借助于多极坐标移动技术和圆孔边界处应力自由条件, 列出求解散射波解中

未知系数的无穷代数方程组,在满足计算精度的前提下,通过有限项截断进行求解# 作为算例, 具

体讨论了圆孔边界处的环向动应力随不同波数、圆孔位置及载荷分布位置和分布范围大小的变化

情况,算例结果说明了算法的有效实用性# 
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引   言

结构中存在缺陷或工艺性孔洞等各种形式的几何或物理性质的不连续性现象是不可避免

的,这种结构上局部的几何不连续性或者物性不连续性必然导致结构内位移和应力的重新分

配# 为了满足理论和工程上的需要,几十年来人们在这方面做了大量的研究,取得了许多有价

值的成果
[ 1~ 20]# 总起来看研究方法主要有两种, 一种是解析法, 另外一种是数值法# 其中解

析法在理解物理现象、透视现象的本质方面有数值法不可比拟的优点, 但由于数学上的困难,

解析法在应用上仍然有其很大的局限; 而数值法在求解复杂边值问题方面不仅方法统一,而且

适用范围广,但它在高频数值求解方面却有其一定的困难和局限性# SH波散射作为弹性波散

射问题中比较简单的模型,尽管理论上已比较成熟,但仍然有许多边值问题待解或没有很好解

决# 从文献来看人们在全空间或半空间问题上研究居多, 而有关直角平面空间内含有圆孔等

异质体的 SH 波散射问题研究却不多见,数值算例的情形更是少见# 本文针对直角平面空间

内圆孔对直边界上作用稳态反平面分布载荷时的动态响应问题进行了研究, 利用复变函数法

和多极坐标系提出了满足直边界上应力自由条件且含有未知系数的散射波解,并与预先构造
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出的问题的Green函数解进行叠加得到问题的总波场, 借助于圆孔处的应力自由边界条件和

多极坐标移动技术列出求解未知系数的无穷代数方程组, 在满足计算精度的基础上通过有限

项截断进行了求解# 具体讨论了圆孔边界处的环向动应力随波数、圆孔位置和载荷分布范围

的变化情况,给出的算例结果表明本文方法是有效可行的# 

1  数学模型及理论分析

均匀、各向同性的线弹性直角平面空间内存在一个半径为 R 的圆孔,其位置参数为( - d ,

h ) ,建立坐标系 xOy 如图 1所示# 直角平面水平边界上( a - d , b- d ) 范围内作用有 S0e
- iXt

的反平面分布载荷 # 在略去时间因子 e- iXt 的情况下, 介质内 SH 波位移场 u 满足如下

Helmholtz方程:

  图 1  直角平面空间内圆

孔对 SH波的散射

直角坐标系下为

  52
u

5 x2
+

52u
5y 2

+ k
2
u = 0; ( 1)

极坐标系下为

  52
u

5r 2
+

1
r
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5r +

1

r
2
52
u

5H2
+ k

2
u = 0# ( 2)

若引进复数坐标 z = x + iy ,�z = x- iy , 考虑到如下 4个

偏微分公式:
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则方程( 1)有如下复数变量形式:

  52u
5z5�z +

1
4
k
2
u = 0; ( 3)

相应的剪切应力,直角坐标系下为

  Sxz = L
5u
5x , Syz = L

5 u
5 y , ( 4)

极坐标系下为

  Srz = L
5 u
5r , SHz =

L
r

5 u
5H, ( 5)

复数坐标系下为

  Sxz = L 5 u
5z +

5 u
5�z , Syz = iL 5u

5z -
5u
5�z , ( 6)

  Srz = L eiH
5 u
5z + e- iH 5u

5�z , SHz = iL eiH
5 u
5z - e- iH5 u

5�z # ( 7)

其中: k = X/ VS, VS = L/ Q分别是波数和介质中的剪切波速; L, Q分别是介质材料的剪切

模量和质量体密度; X是激扰圆周频率# 介质中点的直角坐标为( x , y ) ,极坐标为( r , H) ,复数

坐标为( z , �z ) ,它们之间存在关系: r = ( x 2+ y 2)1/ 2, H= arctan( y / x ) ; z = x + iy , �z = x- iy ;

z = r eiH,�z = re- iH
; i是虚数单位, i2= - 1# 

问题的边界条件是
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  #1: Srz = 0, ( 8)

  #2: Syz =
S0,   x I ( a - d , b - d ) ,

0,   x /I ( a - d , b - d ) ,
( 9)

  #3: Sxz = 0# ( 10)

在直角坐标系 xOy 中, 当图1所示空间内不含有圆孔时,考虑水平边界 #2上点源载荷 D( z

- z 0) 作用时的 Green函数解可构造为

  G
( I)
= ( z , �z ; z 0,�z 0) = [ i/ (2L) ] [ H

(1)
0 ( k | z - z 0 | ) +

     H ( 1)
0 ( k | z + �z 0+ 2d | ) ] , ( 11)

其中   d > 0, Im( z 0) = h > 0, Re( z 0) I ( a - d, b - d ) , 0 [ a < b# 

由于在边界 #2 上的分布力 f ( z , t ) = S0e
- iXt 的作用,在不含有圆孔的介质内产生的位移

场(其中略去时间因子)为

  W
(I)
( z , �z ) =

iS0
2LQ

b- d

a- d
[H(1)0 ( k | z 01 | ) + H(1)0 ( k | z 02 | ) ] dx 0, ( 12)

其中, z01 = z - ( x 0+ ih) , z 02 = z + ( x 0- ih ) + 2d ,H
(1)
0 (#) 是 0阶第一类Hankel函数# 

在直角坐标系 xOy 中,当图1所示空间内含有圆孔时, 考虑到圆孔的散射作用而产生的散

射波应该满足介质空间两直角边上的应力自由条件,它可以构造如下:

W
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( z ,�z ) = 6
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其中, z1 = z , z 2 = z - 2h i, z 3 = z + 2d, z 4 = z 3- 2hi,H
( 1)
n (#) 是 n 阶第一类 Hankel函数# 

这样图1介质空间内满足两直角边应力条件的总波场为

  W
( T)
( z , �z ) = W

( I)
( z ,�z ) + W ( S)

( z ,�z )# ( 14)

利用边界条件( 8) ,可以得到如下确定未知系数 A n ( n = 0, ? 1, ? 2, ,) 的无穷代数方程

组:
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为了求解方程( 15) ,可在方程( 15)的两边乘以 e
- imH

,并在区间(- P,P) 上积分,则有
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  6
]

- ]
A n<mn = Gm ,   m = 0, ? 1, ? 2, ,, ( 16)

其中

  <mn =
1
2PQ

P
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Fn e
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( 16)式即是确定 A n( n = 0, ? 1, ? 2, ,) 的无穷代数方程组# 

圆孔边界处的环向动应力集中系数( DSCF) C可以表达为

C= | SHz/ S0 | , ( 17)

其中
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2  数值算例及分析

本文计算的算例是假设 S0 = 1. 0 Pa/ m,无量纲波数分别为 kR = 0. 1、1. 0、1. 9, 材料剪切

模量为 8. 0 @ 104 Pa以及圆孔离直边界不同距离的情况下, 圆孔边界处环向动应力的变化情

况,以考察外部激扰频率和介质边界对圆孔边界处动应力集中程度的影响# 算例结果如图 2

~ 4# 

图2考虑了圆孔靠近两条直边界时载荷分布范围大小及不同无量纲波数 kR 对圆孔边界

处环向动应力的影响情况# 从图上可看出,环向动应力的中高频反应强烈,低频反应较小;并

且随着载荷分布范围增大,相应的反应也随着增大,这与实际情况是相符的# 

图3考虑了当载荷分布范围大小、位置不变且圆孔中心远离两条直边界时, 圆孔边界处环

向动应力随不同波数的变化情况# 从图中可以看出,低频反应最大, 次之是中频,最后是高频,

但是数值都比较小, 并且远离距离越大,数值越接近于零# 

图4考虑了载荷分布在上边界, 且其分布中心恰在圆孔上方, 圆孔接近上边界时圆孔边界

处环向动应力随不同波数、不同载荷分布范围大小时的变化情况# 从图上可看出,随着载荷分

布范围增大,环向动应力的中频反应增大,高频反应减少, 低频反应数值不明显# 并且环向动

应力的分布表现出强烈的对称性, 说明介质的左边界对圆孔边界处的环向动应力已经没有影

响# 实际计算表明, 当 d / R > 350时, 这种影响即可达到忽略的程度# 

从作者查看的大量文献来看, 由于没有现存可用结果比较以验证本文算法的有效性, 本

文特别针对图 4的两种载荷分布范围条件, 计算了半无限空间(即直角平面空间没有左边界
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      ( a) ( b- a) / R = 1             ( b) ( b - a) / R = 5

图 2  h/ R = d/ R = 1. 5, a = 0 时圆孔边界处环向动

应力 SHz ( Pa)随不同无量纲波数 kR 的变化情况

     ( a) h/ R = d/ R = 500             ( b) h/ R = d / R = 500 0

图 3  a/ R = 0, b / R = 5 时圆孔边界处环向动应力

SHz ( Pa)随不同无量纲波数 kR 的变化情况

的情况)内浅埋圆孔对该圆孔正上方边界上, 对称圆孔作用的均布反平面稳态载荷的动态响

应情况# 发现所得结果与本文算法在 d / R = 500时的结果是完全一致的# 进一步计算表明,

当d / R > 350时,直角平面左边界对圆孔边界处的环向动应力集中系数的影响已可以忽略了,

即问题退化为半空间浅埋圆孔的相应问题# 当然,按照本文算法还可类似讨论和计算其他不

同情况时的结果# 显然, 若按照半空间浅埋圆孔问题处理, 则半空间中的散射波解可写为如下

形式,它能够预先满足半空间边界应力自由的条件:

W
( S)
( z ,�z ) = 6

]

- ]
A n H

( 1)
n ( k | z 1 | )

z 1
| z 1 |

n

+ H
(1)
n ( k | z2 | )

z 2
| z 2 |

- n

# ( 18)

( 18)式中的 z 1, z 2的定义同( 13)式的注解# 

3  结   论

本文采用复变函数法及多极坐标移动技术,讨论了直角平面区域内,圆孔对直边界上反平

面局部分布稳态载荷的动态响应问题# 具体探讨了不同无量纲波数、不同载荷分布范围大小、
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       ( a) ( b - a) / R = 5                ( b) ( b- a) / R = 25

图 4  h/ R = 1. 5, d/ R = 500 且载荷分布中心恰在圆孔正上方时圆

孔边界处的环向动应力 SHz ( Pa)随不同波数 kR 的变化情况

载荷分布中心位置及直边界与圆孔之间距离对圆孔边界处的环向动应力的影响# 给出的算例

结果与理论分析结果是一致的,说明了本文的分析方法实际可行,可为相应的两相或多相复合

材料动力学反平面问题研究提供理论依据和参考, 借助于 Fourier 积分方法和 Laplace 方法,本

文方法也可以推广应用于相应的瞬态动力学反平面问题分析# 

感谢  本文作者感谢烟台大学博士启动基金( JX03B5)的资助# 
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Scattering of Circular Cavity in Right_Angular

Planar Space to Steady SH_Wave
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Abstract: Complex function method and multi_polar coordinate transformation technology are used

here to study scattering of circular cavity in right_angular planar space to SH_wave with out_of_plane

loading on the horizontal straight boundary. At first, Green function of right_angular planar space

which has no circular cavity was constructed; then the scattering solution which satisfies the free

stress conditions of the two right_angular boundaries with the circular cavity existing in the space was

formulated, therefore, the total displacement field can be constructed using overlapping principle. An

infinite algebraic equations of unknown coefficients existing in the scattering solution field can be

gained usingmulti_polar coordinate and the free stress condition at the boundary of the circular cavity,

it can be solved by using limit items in the infinite series which can give a high computation precision.

An example was given to illustrate the variations of the tangential stress at the boundary of the circular

cavity to different dimensionless wave numbers and the location of the circular cavity and the loading

center and the distributing range of out_of_plane loading. The results of the example show the efficien-

cy and the effectiveness of the method introduced here.

Key words: scattering of SH_wave; circular cavity; dynamic stress; right_anglar planar space; multi_po-

lar coordinate
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