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Krawtchouk多项式零点的渐近
展开及其误差限

X

朱晓峰,  李秀淳
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(郭兴明推荐)

摘要:  Krawtchouk多项式在现代物理学中有着广泛应用# 基于 Li和Wong 的结果, 利用 Airy 函数

改进了 Krawtchouk 多项式的渐近展开式, 而且得到了一个一致有效的渐近展开式# 进一步, 利用

Airy函数零点的性质, 推导出了Krawtchouk 多项式零点的渐近展开式, 并讨论了其相应的误差限# 

同时还给出了Krawtchouk 多项式和其零点的渐近性态, 它优于 Li和Wong 的结果# 
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引   言

渐近分析是数值计算中的一个理论问题# 在渐近分析理论中, 关于正交多项式的研究是

一个重要课题# Krawtchouk多项式为

  K n( x ) = 6
n

k= 0

N - x

n - k

x

k
(- p )

n- k
q
k
,

(这里 p > 0, q > 0, p + q = 1, n [ N, N 为正整数) , K n( x ) 构成一组正交多项式系,它在

现代物理学中有着广泛应用# 近年来, 关于 Krawtchouk 多项式渐近性态的研究不断出现在一

些重要的数学刊物中# Sharapudinov[ 1]给出了当 x = O( n
1/ 2
) 而 n = O(N

1/ 2
) 时,形如K n(Np +

2Npqx ) 多项式渐近性态,并给出了当 n = O(N
1/ 4
) 时该多项式最小零点的渐近性态; Ismail

和Simeonov
[ 2]
给出了在 N / n 不变情况下Kn ( x ) 的渐近性态; 特别地, Li和Wong

[ 3]
又给出了正

交多项式 Kn ( x ) 的一致有效的渐近展开式,但没有给出该多项式零点的渐近性态# 本文基于

文献[ 3] ,研究Krawtchouk多项式 Kn ( KN ) (其中 K= x / N, 0 < K< 1) 零点的渐近性态,给出了

零点的渐近展开式和相应的误差限# 

为了方便, 我们对下文的标记作些说明# 由文献[ 3]中第 2节可以得出,当 v < p , q 时,
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K n( KN ) 零点应在区间( K- , K+ ) < (0, 1) 内,其中 K? 是使2个鞍点w ? ( K) 在两处相撞时的 K

值, K? 值为 K? = ( v ? R(1 - v) )
2
/ (1 + R) ,这里 R = p / q# 

下面我们讨论Krawtchouk多项式K n( KN ) 渐近性态# 

1  Krawtchouk多项式 K n( KN) 的渐近性态

在文献[ 3]中,式( 5. 14)、( 5. 18)给出了当 n y ] 时 Kn( KN ) 的渐近展开式及其误差限# 

引理 1[ 3]  对于任意固定的 v (0< v < 1) ,Krawtchouk多项式Kn ( KN) (其中 K= x / N , 0<

K< 1) 一致有效的渐近展开式为

  K n( KN) =
1
n!
p
n
R
- KN

n
n/ 2

e
Cn

Vn ( B n ) 6
m- 1

l = 0

al

n
l +

1

n
V

c
n( B n) 6

m- 1

l= 0

bl

n
l + Em ,

其误差限为

  | Em | [
Pm

n
m | Vn( B n) | +

Qm

n
m+ 1/ 2 | V

c
n( B n) | ,

其中 B与 C都由K唯一确定, al、bl由文献[ 3] 的式(5. 12)、(5. 13) 确定, Vn( x ) = ex
2
/ 2
U(- n -

1/ 2, x ) , 而 U( a , x ) 是抛物柱函数(见文献[ 4] )# 

现在我们改进引理 1# 取 m = 1, 由引理 1则有

  K n( KN) =
1
n!
p
nR- KNnn/ 2eCn a0Vn( B n) +

b0

n
V

c
n( B n ) + O( n

- 1
) , ( 1)

这里 ( a0+ Bb 0/ 2) X 0# 我们分两种情况讨论 Krawtchouk多项式的渐近展开# 

( � ) 对于任意固定的 v = ( n/ N ) I ( 0, q) , 由文献[ 4]的式( 8. 11)和( 8. 15)可得

  U(- n - 1/ 2, B n) =

    2Pe- n/ 2
n
n/ 2+ 1/ 6

[ A i ( L
4/ 3F) + L- 8/ 3

B0(F) A
c
i ( L

4/ 3F) ] [ 1+ O( n
- 2
) ] ,

  Uc(- n - 1/ 2, B n ) =

    2Pe- n/ 2
n
n/ 2+ 1/ 3

[ A
c
i ( L

4/ 3F) + L- 4/ 3
C0( F) A i( L

4/ 3F) ] [ 1+ O( n
- 2
) ] ,

其中 A i 是 Airy 函数, A
c
i 是 Airy 函数的导函数, 且 L = 2n + 1, 2F

3/ 2
/ 3 = 0. 5t t

2
- 1 -

015ln( t + t
2
- 1) , t = B n/ (2(2n + 1) )# 由此有

  Vn( B n) = 2Pen( B
2
/ 4- 1/ 2)

n
n/ 2+ 1/ 6

[ A i( L
4/ 3F) +

    L
- 8/ 3

B0(F) A
c
i ( L

4/ 3
F) ] [ 1+ O( n

- 2
) ] , ( 2)

  1

n
V

c
n ( B n) =

B
2 2Pe

n( B
2
/ 4- 1/ 2)

n
n/ 2+ 1/ 6

[ A i( L
4/ 3
F) +

    L- 8/ 3
B0(F) A

c
i ( L

4/ 3F) ] [ 1+ O( n
- 2
) ] +

    n- 1/ 3 2Pen( B
2
/ 4- 1/ 2)

n
n/ 2+ 1/ 6

[ A
c
i ( L

4/ 3F) +

    L- 4/ 3
C0(F) A i ( L

4/ 3F) ] [ 1+ O( n
- 2
) ]# ( 3)

由于 B 0( F) 和 C0( F) 有界 (见文献 [ 4] ) , 这样舍去式 (2)、(3) 中的 L- 8/ 3
B0(F) 与

L
- 4/ 3

C0(F) 所在项后,并注意到 n! ~ n
n
e
- n

2Pn , 那末由式( 1)可得

  K n( KN) = p
n
R
- KN

n
- 1/ 3

e
n(B

2
/ 4+ 1/ 2+ C)

a0+
B
2 b0 @
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    A i( L
4/ 3
F) +

b0

a0+ Bb0/ 2
n
- 1/ 3

A
c
i ( L

4/ 3
F) + O( n

- 1
) # ( 4)

引理 2  当 n y ] 时, 若 n
2/ 3
( K+- K) 有界,则 L4/ 3F有界# 

证明  由于 L, F可以展开为

  L= 2n 1 +
1

4n
-

1

32n
2+ , , F= 21/ 3

( t - 1) 1 + 1
10
( t - 1) + , ,

这里 t - 1 = 0. 5( B- 2) [ 1 + O( n
- 1
) ] ,从而有 F= - 2- 2/ 3

(2 - B) [ 1+ O(2- B) ] 和

  L
4/ 3
F= - n

- 2/ 3
(2 - B) [ 1+ O( n

- 1
) + O( 2- B) ]# ( 5)

另外,由文献[ 3]的式( 6. 21)、( 6. 25)和( 6. 27)知

  n
2/ 3
(2 - B) =

c+

v

2/ 3

n
2/ 3
( K+ - K) [ 1 + O( n

- 2/ 3
) ] , ( 6)

其中 c+ 和 r0 为常数,

  c+ =
1

(1 - r0) ( R+ r 0)
(1 + R) 3/ 2

( Rv )- 1/ 2
r

3/ 2
0 , r 0 =

Rv
1- v

# ( 7)

因此不难看出, L4/ 3F、n2/ 3
(2- B) 和 n

2/ 3
( K+ - K) 的有界性相同# t

如果我们记 a+ = n
2/ 3
( K+ - K) = O(1) , 则有

  K= K+- a+ n
- 2/ 3

, L4/ 3F= - a+
c+
v

2/ 3

[ 1 + O( n
- 2/ 3

) ]# 

由引理2知 L
4/ 3
F有界# 再利用 Taylor公式, 则有

  A i( L
4/ 3F) +

b0

a0+ Bb0/ 2
n
- 1/ 3

A
c
i ( L

4/ 3F) =

    A i L4/ 3F+
b0

a0+ Bb0/ 2
n
- 1/ 3

+ O( n
- 2/ 3

) ,

所以式( 4)可改写为

  K n( KN) = p
nR- KNn- 1/ 3en(B

2
/ 4+ 1/ 2+ C)

a0+
B
2
b0 @

    A i L4/ 3F+
b0

a0+ Bb0/ 2
n
- 1/ 3

+ O( n
- 2/ 3

) # ( 8)

我们来计算式( 8)中的 b0/ ( a0+ Bb0/ 2)# 由文献[ 3] 的式(5. 12) 与(5. 13) , 可知 5( z- ) =

a0 + b0z - # 而由文献[ 3] 的式(4. 4) 以及 B- 2 = O( n
- 2/ 3

) 知 z - = ( B- B2
- 4) / 2 = B/ 2

+ O( n
- 1/ 3

)# 故有 5 ( z - ) = ( a0+ Bb0/ 2) [ 1+ O( n
- 1/ 3

) ] , 从而

  
b0

a0+ Bb0/ 2 =
1

5 ( z- )
5 ( z+ ) - 5 ( z - )

z +- z-
[ 1+ O( n

- 1/ 3
) ]# ( 9)

在文献[ 3]的式( 5. 4)中,令 z y z ? ( w y w ? ) 可得

  5( z ? ) =
v

1- v
(1- w ? ) ( R+ w ? )

z ?

w ?

z+- z-
w+- w-

1/ 2

# 

于是式( 9)可写成

  
b0

a0+ Bb0/ 2
=

    1
z+- z-

z+
z-

1/ 2
w+
w-

- 1/ 2
(1 - w+ ) ( R+ w+ )

(1 - w- ) ( R+ w- )

1/ 2

[ 1+ O( n
- 1/ 3

) ]# ( 10)
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由于文献[ 3]的式( 4. 4)以及 n
2/ 3
(2- B) = O(1) , 可得 z ? = ( B? B2

- 4) / 2 = 1 ? i(2- B) 1/ 2

+ O( n
- 2/ 3

) , 因此

  1
z+- z-

= -
i
2

c+
v

1/ 3

( a+ n
- 2/ 3

)
- 1/ 2

[ 1+ O( n
- 1/ 3

) ] ,

  
z+
z-

1/ 2

= 1+ i
c+

v

- 1/ 3

( a+ n
- 2/ 3

)
1/ 2
+ O( n

- 2/ 3
)# 

通过直接计算, 可以从文献[ 3]的式( 6. 23)得出

  
w+
w-

- 1/ 2

= 1- i
1 + R
Rv

1/ 2

r
1/ 2
0 a

1/ 2
+ n

- 1/ 3
+ O( n

- 2/ 3
) ,

  
(1- w+ ) ( R+ w+ )

(1- w- ) ( R+ w- )

1/ 2

=

    1 + i
1+ R
Rv

1/ 2

r
3/ 2
0 ( a0n

- 2/ 3
)

1/ 2
[ ( R+ r 0)

- 1
- (1- r 0)

- 1
] + O( n

- 2/ 3
) ,

因此

  
b0

a0+ Bb0/ 2
=

1
2

1 -
c+
v

- 1/ 3
R

1- v

( pv)
- 1/ 2

r
1/ 2
0

( 1- r 0) ( R+ r0)
[ 1+ O( n

- 1/ 3
) ]# ( 11)

于是式( 8)中 A i 可以写成

  A i L4/ 3F+
b0

a0 + Bb0/ 2
n
- 1/ 3

= A i - n
2/ 3
( K+ - K)

c+

v

2/ 3

+

    n
- 1/ 3

2 1-
c+
v

- 1/ 3
R

1- v

( pv )
- 1/ 2

r
1/ 2
0

(1- r0) ( R+ r 0)
+ O( n

- 2/ 3
) # ( 12)

( � ) 对于任意固定的 v = ( n / N) I (0, p ) , 类似地可以得到与( � )相似的结果, 推导过

程略# 上述推导说明,下列结论成立:

定理 1  ( � ) 对于任意固定的 v = ( n/ N ) I (0, q ) , Krawtchouk多项式K n( KN ) (其中 K=

x / N , 0 < K< 1) 的一致渐近展开式为

  K n( KN) = p
nR- KNn- 1/ 3en(B

2
/ 4+ 1/ 2+ C)

a0+
B
2
b0 @

    A i L4/ 3F+
b0

a0+ Bb0/ 2
n
- 1/ 3

+ O( n
- 2/ 3

) ,

其中

  A i L4/ 3F+
b0

a0 + Bb0/ 2
n
- 1/ 3

= A i - n
2/ 3
( K+ - K)

c+

v

2/ 3

+

    n
- 1/ 3

2
1-

c+
v

- 1/ 3 R
1- v

( pv )
- 1/ 2

r
1/ 2
0

(1- r0) ( R+ r 0)
+ O( n

- 2/ 3
) ;

( � ) 对于任意固定的 v = ( n/ N ) I ( 0, p ) , Krawtchouk多项式 Kn ( KN ) (其中 K= x / N ,

0 < K< 1) 的一致渐近展开式为

  K n( KN) = (- 1)
n
p
n
R
- KN

n
- 1/ 3

e
n( B2/ 4+ 1/ 2+ C)

a0+
B
2
b0 @

    A i L4/ 3F+
b0

a0+ Bb0/ 2
n
- 1/ 3

+ O( n
- 2/ 3

) ,

其中
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  A i L4/ 3F+
b0

a0 + Bb0/ 2
n
- 1/ 3

= A i - n
2/ 3
( K- K- )

c-

v

2/ 3

-

    n
- 1/ 3

2
1-

c-
v

- 1/ 3
R

1- v

( pv )
- 1/ 2

r
1/ 2
0

(1+ r0) ( R- r 0)
+ O( n

- 2/ 3
)# 

这里 B与 C都由K唯一确定, a0、b0 由文献[ 3]的式( 5. 12)、( 5. 13)确定# 

定理 1给出了Krawtchouk多项式K n( KN ) (其中 K= x / N, 0 < K< 1) 的一个渐近展开式,

该展开式对于任意固定的 v = ( n/ N ) I (0, q) 或(0, p ) 是一致有效的# 下面我们利用该展开

式讨论Krawtchouk多项式零点的渐近展开和相应误差限的问题# 

2  Krawtchouk多项式 K n( KN) 的零点渐近性态

先让我们看一个关于零点的常用结论# 

引理 3[ 5]  设 5( t ) 连续, 7 ( t ) 可微,且 5( t ) = 7 ( t ) + E( t ) , 7 ( t ) = 0# 如果存在 Q

> 0,使当 | t - W| [ Q时,有

a) r = min | 7c( t ) | > 0,

b) E = max | E( t ) | < min | 7 ( W- Q) | , | 7 ( W+ Q) | ,

则在点 t = W的邻域内存在 5 ( t ) 的零点 <, 满足

  | <- W| [ E
r

# 

利用该引理 3, 我们可以研究 Krawtchouk多项式零点的渐近性态# 

( � ) 对于 0 < v < q时,将Krawtchouk多项式K n( KN ) 的零点记为 Kn, s ( s = 1, 2, ,, n) ,

并由大到小排列,即有 Kn, 1 > Kn, 2 > ,> Kn, n- 1 > Kn, n# 令

  f ( K) = p
- nRKNn1/ 3e- n( B

2
/ 4+ 1/ 2+ C)

a0 +
B
2
b0

- 1

K n( KN ) , ( 13)

  g( K) = A i - n
2/ 3
( K+ - K)

c+
v

2/ 3

+

    n
- 1/ 3

2
1-

c+
v

- 1/ 3
R

1- v

( pv )
- 1/ 2

r
1/ 2
0

(1- r0) ( R+ r 0)
, ( 14)

  E( K) = O( n
- 2/ 3

) , ( 15)

则由定理 1,有 f ( K) = g ( K) + E( K)# 显然, f ( K) 的零点就是 Kn ( KN ) 的零点# 

首先讨论 g ( K) 的零点# 记 bs( s = 1, 2, ,) 是 g( K) 的零点,即 g( bs) = 0; 又记 as( s =

1, 2, ,) 为 Airy函数的零点,即A i( a s) = 0,不妨设 ,< as < a s- 1< ,< a2 < a1 < 0;由式

(14) 我们得出 as 与 bs 的关系

  - n
2/ 3
( K+- bs )

c+
v

2/ 3

+
n
- 1/ 3

2
1-

c+
v

- 1/ 3
R

1- v

( pv )
- 1/ 2

r
1/ 2
0

(1 - r0) ( R+ r0)
= as,

解出 bs, 并注意到式( 7) ,便得

  bs = K++ a s
c+
v

- 2/ 3

n
- 2/ 3

+
n
- 1

2
v

1 - v
p
r0
-

c+
v

- 2/ 3

# 

由引理3,存在 f ( K) 的零点 Kn, s, 有

  Kn, s = bs+ Dn, s = K++ as
c+

v

- 2/ 3

n
- 2/ 3

+
n
- 1

2
v

1- v
p
r0
-

c+
v

- 2/ 3

+ Dn, s# 

由式( 14)和( 15) , 得
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  | E( K) | [ En
- 2/ 3

,

  | gc( K) | = A
c
i - n

2/ 3
( K+- K)

c+
v

2/ 3

+

    n
- 1/ 3

2
1-

c+
v

- 1/ 3
R

1- v

( pv )
- 1/ 2

r
1/ 2
0

(1- r0) ( R+ r 0)
n

2/ 3 c+
v

2/ 3

\ Gn
2/ 3
,

其中 E 和G 是常数# 则由引理 3,有

  | Dn, s | [ En
- 2/ 3

Gn
2/ 3 =

E
G
n
- 4/ 3# 

( � ) 对于 0 < v < p 时,将Krawtchouk多项式K n( KN ) 的零点记为�Kn, s ( s = 1, 2, ,, n) ,

并由小到大排列,即有�Kn, 1 < �Kn, 2< ,< �Kn, n- 1 < �Kn, n# 类似地可以得到与( � )相似的结果,

推导过程略# 于是得出下列结论:

定理 2  ( � ) 对于任意固定的 v = ( n/ N ) I (0, q ) , Krawtchouk多项式K n( KN ) (其中 K=

x / N , 0 < K< 1) 零点 Kn, s 的渐近展开式为

  Kn, s = K++ as
c+
v

- 2/ 3

n
- 2/ 3

+
n
- 1

2
v

1- v
p
r 0
-

c+
v

- 2/ 3

+ Dn, s,

其误差限为

  | Dn, s | [ En
- 2/ 3

Gn
2/ 3 =

E
G
n
- 4/ 3

;

( � ) 对于任意固定的 v = ( n/ N ) I ( 0, p ) , Krawtchouk多项式 Kn ( KN ) (其中 K= x / N ,

0 < K< 1) 零点�Kn, s 的渐近展开式为

  �Kn, s = K-- as
c-
v

- 2/ 3

n
- 2/ 3

+
n
- 1

2
v

1- v
p
r 0
-

c-
v

- 2/ 3

+ �Dn, s,

其误差限为

  | �Dn, s | [ �En
- 2/ 3

�Gn2/ 3 =
�E
�G
n
- 4/ 3# 

这里 s = 1, 2, ,, n, E 和G 与�E 和�G 都是常数# 

定理 2获得了 Krawtchouk多项式零点的渐近性态, 给出了 Krawtchouk 多项式 K n( KN ) (其

中 K= x / N , 0 < K< 1) 零点的一个渐近展开式, 并得到了相应的误差限# 该误差限是

O( n
- 4/ 3

)# 
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Asymptotic Expansions of Zeros for Krawtchouk

Polynomials With Error Bounds

ZHU Xiao_feng,  LI Xiu_chun

( Depar tm ent of Basic Science , Beijin g Institute of Gr aphic Comm unication ,

Beijin g 102600, P . R . China )

Abstract: Krawtchouk polynomials are frequently applied in modern physics. Based on the results

which were educed by Li and Wong, the asymptotic expansions of Krawtchouk polynomials were im-

proved by using Airy function, and the uniform asymptotic expansions were got. Furthermore, the

asymptotic expansions of the zeros for Krawt chouk polynomials were again deduced by using the

property of the zeros of Airy function, and their corresponding error bounds were discussed. The ob-

tained results give the asymptotic property of Krawtchouk polynomials with their zeros, which are bet-

ter than the results educed by Li and Wong.

Key words: Krawtchouk polynomial; asymptotic expansion; zero; error bounds
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