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摘要:  研究了拟不变凸集值优化最优性的 Kuhn_Tucker 条件及Wolfe 型对偶问题# 首先引进了 a-l

pha_阶 G_拟不变凸集和 alpha_阶 S_拟不变凸集值函数的概念, 由此研究了 alpha_阶 G_拟不变凸集

所对应的伴随切锥及 alpha_阶伴随导数的性质; 最后, 借助 alpha_阶伴随切导数刻画了 alpha_阶 S_

拟不变凸集值优化最优性的 Kuhn_Tucker条件和Wolfe型对偶# 
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引   言

向量集值优化问题产生于含参量优化、控制论中的含参数映射、逼近论中的最佳逼近、不

动点理论及非光滑分析中的次微分等, 因此, 对其性质的研究具有广泛的应用# 向量集值优化

问题的研究因此而受到了人们的极大关注# 如, J. Jahn和R. Rauh[ 1]引入了有关集值函数伴随

上图导数的概念并且建立了无约束集值优化的最优性条件# 这一工作被 G. Y. Chen, J. Jahn本

人及 X.Q.Yang 分别在文献[ 2]及文献[ 3]中得以推广# 文献[ 4~ 7]也应用上图导数建立了约

束集值优化的最优性条件# 最近, 文献[ 8, 9]引入了 A_阶锥凸集值函数并定义了 A_阶伴随上

图导数,在这种导数意义下 A_阶凸函数为可导的# 

众所知道, 凸性和广义凸性在数理经济、工程、管理科学和优化理论中起着十分核心的作

用# 对凸性和广义凸性的研究是数学规划所研究的重要的内容之一# Weir 和Mond
[ 10]
及Weir

和 Jeyakumar[ 11]共同引入了拟不变凸函数# 对于此类非凸函数的研究和在最优化理论中的应

用已经有许多重要结果
[ 12~ 24]# 本文的目的是结合 A_阶凸集值函数与拟不变凸的概念而定义

一种新的拟不变凸集值函数, 并将其应用于非凸集值优化最优性条件的研究# 

文章在第 1节将罗列一些与集值优化有关的概念,如广义锥凸函数等; 在第 2节和第 3节
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中将给出一些拟不变凸函数的性质,并建立拟不变凸集值函数优化的 Kuhn_Tucker最优性条

件;作为应用,在第 4节中将给出拟不变凸函数集值优化的Wolfe型对偶模型和对偶定理# 

1  一 些概 念

设X、Y、Z分别为实的、局部凸拓扑向量空间,相应的对偶空间分别为X
* 、Y* 、Z * # 设S

< Y, K < Z 分别为点锥# S 的对偶锥S
* 定义为

  S
*
= s

* I Y
*
: s

*
( s) \ 0, P s I S ,

其中 s
*
( s) 为 s

*
在 s 上的值# 

另设 D 为X 中的非空子集, F: D y 2Y和G : D y 2Z 分别为集值函数并满足F ( x ) X ª ,
G ( x ) X ª , Px I D# 

考虑如下集值优化问题:

  (VOP)  S - min
s. t. x I E

F( x ) ,

其中 E = x I D: G( x ) H (- K ) X ª , F( E ) = G
x I E

F( x )# 

对于 A < Y, A X ª ,定义 A 关于S 的弱有效集为

  Wmin( A , S) = y I A : (- intS ) H ( A - y ) = ª # 

如果 x 0 I E 满足

  F( x 0) H Wmin[ F (E ) , S] X ª,
则称 x 0为(VOP) 的弱有效解# 对任意 y0 I F ( x 0) H Wmin[ F (E ) , S] , ( x 0, y 0) 为(VOP)的弱

有效元# 

集K < X 被称为不变凸集, 如果存在向量函数 G: X @ X y X 使得

  x , y I K , K I [ 0, 1] Z y + KG( x , y ) I K# 

凸集为 G( x , y ) = x - y 时的不变凸集, 但是相反的结论不成立, 这方面的例子见文献

[ 14]# 对 G附加如下条件 C:

条件 C  设有向量函数 G: X @ X y X# 如果

( C1) G( x , x ) = 0, x I X ;

( C2) G
x I X
G( x , y ) = X , Py I X ;

( C3) 对 x , x 0, y I X 有G( Kx , Ky ) = KG( x , y ) , G( x - x 0, y - x 0) = G( x , y ) ,则称 G满足

条件 C# 

在 R
1 @ R

1上定义的二元函数 G1 和 G2

  G1( x , y ) =
x - y ,   如果 x \ 0, y \ 0 或 x [ 0, y [ 0;

y - x ,   如果 x \ 0, y [ 0 或 x [ 0, y \ 0# 
及

  G2( x , y ) =

x - y ,   如果 x \ 0, y \ 0,

x - y ,   如果 x [ 0, y [ 0,

x - y ,   如果 x > 1, y < - 1,

x - y ,   如果 x < - 1, y > 1,

y - x ,   如果- 1 [ x [ 0, y \ 0,

y - x ,   如果- 1 [ y [ 0, x \ 0,

y - x ,   如果 0 [ x [ 1, y [ 0,

y - x ,   如果 0 [ y [ 1, x [ 0,
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便满足条件C# 

设 G为映X @ X 到X 的一个向量函数, A 为一个 G不变凸集, A> 0为正实数, F : A y 2
Y

为集值函数# 如果对 Px 1, x 2 I A 和 PK I [ 0, 1] 有

  KAF( x 1) + (1- KA) F( x 2) < F ( x 2+ KG( x 1, x 2) ) + S,

则称 F( x ) 在 A 上关于G为 A_阶S_拟不变凸的# 

如果 clcone( F( A) + S ) 为凸集, 则称集值函数 F为广义S_次类凸的[ 25]# 显然,关于 G的

A阶S_拟不变凸 ] 广义 S_次类凸# 

设 A < X @ Y# 如果对任意( x 1, y1) , ( x 2, y 2) I A 均有

  ( Kx 1+ (1 - K) x 2, K
A
y 1+ (1- KA) y 2) I A,

则称 A 为(1, A) _凸集[ 8, 9]# 如果存在向量函数 G: X @ X y X 使得对任意( x1, y 1) , ( x 2, y2) I

A 有

  [ x2 + KG( x 1, x 2) , K
A
y 1+ (1- KA) y2] I A ,   PK I [ 0, 1]# 

则称 A 关于 G为 A_阶 G_不变凸集# 当 A= 1时便得到文献[15]中所定义的G_不变凸集# 

设 F : E y 2
Y
为集值函数# F 关于E 的图为

  graphEF = ( x , y ) I E @ Y: x I E , y I F( x ) # 

F 关于E 的上图为

  epiEF = ( x , y ) I E @ Y: x I E , y I F( x ) + S # 

定义 1. 1[ 8~ 9]  设 A < X @ Y, A X ª, ( x 0, y 0) I clA ,则A 在( x 0, y0) 点的(1, A) _伴随切

锥 T
(1, A)
A ( ( x 0, y 0) ) 为 X @ Y内的一个子集, 其满足( x , y ) I T

( 1, A)
A ( ( x 0, y 0) ) 当且仅当存在 hn

y 0+ , ( xn , y n) I A , ( x n, yn) y ( x 0, y 0) ( n y+ ] ) , 使

  ( x , y ) = lim
ny+ ]

x n - x 0
hn

,
yn - y 0

h
A
n

# 

当 A= 1时, T
(1, A)
A ( ( x0, y 0) ) 便为著名的伴随切锥 T A ( ( x0, y 0) )# 

定义 1. 2
[ 8, 9]  设 F : X y 2

Y
, ( x 0, y0) I graphF# 满足

  epiXD
A
F ( ( x 0, y 0) ) = T

(1, A)
epi

X
F ( ( x 0, y 0) )

的集值函数 D
A
F( ( x 0, y 0) ) 被称为 F 在( x 0, y 0) 点的 A_阶伴随切导数 # 如果集值函数

D
A
F ( ( x0, y 0) ) 存在则称 F 在( x 0, y 0) I graphF 点为 A_阶伴随可导的# 如果 F 在任意点( x ,

y ) I graphF 上伴随可导,则称 F 在X 上为伴随可导的# 

对 A, B I X , 文中定义

A + B = a + b : a I A, b I B , ( A , B) = A @ B = ( a, b ) : a I A, b I B # 

设 R = (- ] , + ] ) 和 A < R# 则 A \ 0指 a \0, Pa I A ,且 A \ B 指a \ b, P a

I A, P b I B ,并记 R+ = [ 0, + ] ) , R+ + = (0, + ] )# 

2  几 个引 理

引理 2. 1  设 D < X 为关于函数G: X @ X y X 的不变凸集# 则, F : D y 2Y在D上关于

G为A_阶S_拟不变凸当且仅当 epiDF 关于G为 A_阶 G_不变凸集# 

证明  设 F 关于G为D 上的 A_阶S_拟不变凸集值函数, ( x 1, y 1) , ( x 2, y 2) I epiDF ,则 y 1

I F ( x 1) + S, y 2 I F ( x 2) + S# 因为 F 关于G为D上的A_阶S_拟不变凸集值函数,对 0 [
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K [ 1有

  KAF( x 1) + (1- KA) F( x 2) < F [ x 2+ KG( x 1, x 2) ] + S# 

因此,

  [ x2 + KG( x 1, x 2) , K
A
y 1+ (1- KA) y2] I epiDF ,   PK I [ 0, 1]# 

反之,假设 epiDF 为关于G的A_阶G_不变凸集# 令 xi I D, yi I F ( x i ) , i = 1, 2,则( xi ,

yi ) I epiDF, i = 1, 2# 所以,对 0 [ K [ 1,

  ( x2 + KG( x 1, x 2) , K
A
y 1+ (1- K

A
) y2) I epiDF# 

由 y 1和 y2 的任意性有

  KAF( x 1) + (1- KA) F( x 2) < F [ x 2+ KG( x 1, x 2) ] + S# 

引理 2. 2  设 A < X @ Y 关于G为 A_阶 G_不变凸集合, G满足条件 C3, ( x 0, y 0) I clA ,

则, TA ( ( x 0, y0) ) 也为关于 G的 A_阶 G_不变凸集# 

证明  设 ( x 1, y 1) , ( x 2, y 2) I TA ( ( x 0, y 0) ) ,则存在( x
( 1)
n , y

( 1)
n ) , ( x

(2)
n , y

( 2)
n ) I A , hn > 0,

hn y 0+ , 使得

  ( xi , yi ) = lim
ny+ ]

x
( i )
n - x 0

hn
,
y
( i )
n - y 0

h
A
n

,   i = 1, 2# 

因此,对 K I (0, 1) ,

  ( x2 + KG( x 1, x 2) , K
A
y 1+ (1- KA) y2) =

    lim
ny+ ]

x
( 2)
n - x 0
hn

+ KG
x
(1)
n - x0
hn

,
x
(2)
n - x 0
hn

,
KAy (1)n + (1- KA) y ( 2)n - y 0

h
A
n

=

    lim
ny+ ]

x
( 2)
n + KG( x (1)n , x

(2)
n ) - x 0

hn
,
KAy ( 1)n + (1 - KA) y (2)n - y 0

h
A
n

# 

因为 ( x
(2)
n + KG( x

( 1)
n , x

(2)
n ) , K

A
y
(1)
n + (1- K

A
) y

(2)
n ) I A , 所以

  ( x2 + KG( x 1, x 2) , K
A
y 1+ (1- K

A
) y2) I T

(1, A)
A [ ( x 0, y 0) ]# 

因此, T (1, A)
A [ ( x 0, y 0) ] 为一个关于 G的 A阶G_不变凸集# 

引理 2. 3  设 F : D y 2Y为定义在不变凸集D上的一个关于 G的A_阶S_拟不变凸集值函

数# 如果 F 在( x 0, y 0) I graphF 处伴随可导,则

1) DAF ( ( x 0, y 0) ) ( x ) : D y 2Y为关于 G的 A_阶 S_拟不变凸集值函数;

2) HY I D
A
F( ( x 0, y 0) ) ( HX )# 

证明  1)可以由 T
(1, A)
epi

D
F ( ( x 0, y 0) ) 关于 G为 A_阶 G_不变凸集而得到; 2) 可由 D

A
F( ( x 0,

y 0) ) 的定义得到# 

引理 2. 4  设 E < X 关于G为A_阶不变凸集合, F : E y 2Y为A_阶伴随可导,关于 G为A_

阶 S_拟不变凸的集值函数,则,

  F( x ) - y 0 < D
A
F ( ( x 0, y 0) ) ( G( x , x 0) ) + S,   x I E# 

证明  设 ( x 0, y0) , ( x , y ) I graphF# 令 t n = n, x n = x 0 + (1/ n) G( x , x 0) , y n = y 0 +

(1/ nA) ( y - y 0) = (1/ nA) y + (1- (1/ nA) ) y0# 则,

  lim
ny+ ]

( xn , y n) = ( x 0, y 0) ,

而且

  lim
ny+ ]

( t n( xn - x 0) , t
A
n ( y n- y 0) ) = ( G( x , x 0) , y - y 0)# 
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因为 E 关于G为不变凸集, 所以 xn I E# 又因为 F( x ) 关于 G为A_阶S_拟不变凸的, 所以 yn

I F ( x n) + S 且( xn , y n) I epiEF# 

  ( G( x , x 0) , y - y 0) I T
(1, A)
epi

E
F ( ( x 0, y 0) ) = epiDA

F( ( x 0, y 0) ) ,

即

  F( x ) - y 0 < D
A
F ( ( x 0, y 0) ) ( G( x , x 0) ) + S# 

引理 2. 5[ 8, 9]  设 E < X ,集值函数 F: E y 2Y在( x * , y * ) I graphF A_阶伴随可导,则

  D
A
F( x

*
, y

*
) ( TE ( x

*
) ) < clcone( F (E ) + S - y

*
)# 

特别地,当 F 为S_类凸的集值函数时,有 D
A
F ( x

*
, y

*
) ( TE( x

*
) ) < TF(E)+ S ( y

*
)# 

考虑(VOP)的标量化问题:

  (VOPU)  min
s. t. x I E

( UF ) ( x ) ,

其中 U I Y
* \ HY* # 如果 x 0 I E, y 0 I F( x0) , 使

  U( y 0) [ U( y ) ,   y I F (E ) ,

则称 x 0 和( x 0, y 0) 分别为(VOPU) 的最优解和最优元# 

引理 2. 6[ 25]  设 intS X ª , x 0 I E, y0 I F ( x 0) , F在A 上为广义S_类凸的,则( x 0, y0) 为

(VOP) 的弱有效元当且仅当存在 U I S
* \ HY * 使得( x 0, y 0) 为(VOPU) 的最小元# 

引理 2. 7[ 26]  设 intS X ª, A < Y, clcone( A + S) 为凸集, 则下列两个结论中有且仅有一

个成立:

1) clcone( A + S) H (- intS) X ª ;
2) 存在 L I S

*
\ HY * 使得 L( a) \ 0, a I A# 

引理 2. 8[ 25]  设 A < Y# 如果 clcone( A + S ) H (- intS ) X ª, 则,

  A H (- intS) X ª# 

3  Kuhn_Tucker条件

定理 3. 1  设 D为关于G的不变凸集, G满足条件C# F: D y 2
Y
关于G为A_阶S_拟不变

凸的集值函数, G : D y 2Z 关于 G为 A_阶K_拟不变凸的集值函数, ( x 0, y 0) 为(VOP) 的一个弱

有效元# 如果存在�x I X 使得G (�x ) H (- intK ) X ª , A_阶伴随导数D
A
F ( x 0, y0) 存在,并且

对任意 z 0 I G( x 0) H (- K ) , A_阶伴随导数D
A
G ( x 0, z 0) 存在,则存在( s

*
, k

*
) I S

* @ K
* 满

足 s
* X HY* , 使

  s
*
(D

A
F( x 0, y 0) ( G( x , x 0) ) ) + k

*
( D

A
G ( x 0, z 0) ( G( x , x 0) ) ) \ 0,

  Px I D, ( 1)

且

  k
*
( G( x 0) H (- K ) ) = 0 , ( 2)

其中

  s
*
(D

A
F( x 0, y 0) ( G( x , x 0) ) ) = G

y I D
A
F( x

0
, y

0
) (G( x , x

0
) )

s
*
( y ) ,

  k
*
(D

A
G( x 0, z 0) ( G( x , x 0) ) ) = G

z I D
A
G( x

0
, z

0
) ( G( x , x

0
) )

k
*
( z )# 

证明  因为 ( x 0, y 0) 为( VOP)的弱有效元,所以

  ( F( E ) - y 0) H (- intS ) = ª# ( 3)
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令 U( x ) = (D
A
F( x 0, y 0) ( G( x , x 0) ) , D

A
G ( x 0, z 0) ( G( x , x 0) ) + G( x 0) H (- K ) ) : D y 2Y@Z# 

由引理2. 1和引理 2. 3知道 U( x ) 为 D 上的广义S @ K 类凸函数# 我们将证明

  clcone( U* ( X ) + S @ K ) H [- int( S @ K ) ] = ª# ( 4)

如果式( 4)不成立,由 int( S @ K ) 为开集和引理 2. 8知道

  U* ( X ) H [- int( S @ K ) ] X ª# ( 5)

因此, 存在 �x I D, �y I D
A
F ( x 0, y 0) ( G(�x , x 0) ) , �z I D

A
G( x0, z0) ( G(�x , x0) ) , z

c
0 I G ( x 0) H

[- K ] , 使

  (�y ,�z + z
c
0) I - int( S @ K )# ( 6)

因为�z I D
A
G( x 0, z 0) ( G(�x , x 0) ) ,我们可以找到 t n > 0, t n y+ ] ( n y+ ] ) , x n I X , xn

y x 0, zn I G ( x n) + K , 使

  ( G(�x , x 0) , �z ) = lim
ny+ ]

( tn ( x n- x 0) , t
A
n( z n - z0) )# 

由式( 6)知道 �y I - intS 且 lim
ny+ ]

t
A
n( z n- z 0) + z

c
0 I - intK# 因为- intK 为开集,不失一般性可

设对一切 n I N,

  t
A
n ( z n- z 0) + z

c
0 I - intK# 

因此,

  z n I z 0-
z
c
0

t
A
n
- intK <- K# 

令 z n = z
c
n + k

c
n I G( x n) + K , k

c
n I K , z

c
n I G( xn) ,则 z

c
n I - K - k

c
n+ z n < - K# 所以

G ( x n) H [- K ] X ª, xn I E# 因此 G(�x , x 0) I TE( x 0)# 由 �y I D
A
F( x 0, y 0) ( G(�x , x 0) ) 和

引理 2. 5知道 �y I clcone( F( E) + S - y 0)# 因为�y I - intS , 所以,

  clcone( F ( E) + S - y 0) H [- intS] X ª# 

由引理2. 8

  ( F( E ) - y 0) H [- intS ] X ª# 

与式( 3)矛盾了# 因此式( 4)成立# 由引理 2. 7,存在 ( s
*
, k

*
) I ( S @ K )

*
= S

* @ K
*
, ( s

*
,

k
*
) X ( HY* , HZ* ) , 使

s
*
( D

A
F ( x 0, y 0) ( G( x , x 0) ) ) + k

*
(D

A
G( x 0, z0) ( G( x , x0) ) + G ( x 0) H (- K ) ) \ 0,

  x I X# ( 7)

在式( 7)中令 x = x 0# 由条件 C1 知道 k
*
( G( x 0) H (- K ) ) \ 0# 由 K

* 的定义有

k
*
( G ( x 0) H (- K ) ) [ 0# 所以得到了式( 1)和式( 2)# 

下证 s
* X HY* # 反之,如果 s

*
= HY* ,则 k

* X HZ* # 由式( 1)有

  k
*
(D

A
G( x 0, z 0) ( G( x , x 0) ) ) \ 0,   x I D# 

特别,

  k
*
(D

A
G( x 0, z 0) ( G(�x , x 0) ) ) \ 0# ( 8)

由引理2. 4

  0 > k
*
(�z - z 0) I k

*
(D

A
G( x 0, z 0) ( G(�x , x 0) ) + K )# 

因为 k
*
( k ) \ 0, k I K , k

*
( z 0) = 0, 所以,

  k
*
(D

A
G( x 0, z 0) ( G(�x , x 0) ) ) H (- R+ + ) X ª# 

与式( 8)矛盾了# 
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定理 3. 2  设 D < X 为一关于G的不变凸集, G满足条件 C# F : D y 2Y关于G为A_阶S_

拟不变凸集值函数, G ( x ) : D y 2
Z
关于G为A_阶K_拟不变凸集值函数, ( x 0, y0) I graphF ,存

在 s
* I S

* \ HY* , k
* I K

*
,使得对任意 z 0 I G( x 0) H (- K ) , 式(1) 和式(2) 成立,则( x 0,

y 0) 为(VOP)的弱有效元# 

证明  如果结论不成立, 则

  ( F( E ) - y 0) H (- intS ) X ª# 

因此,存在 yc I F ( xc) , xc I E ,使得 yc- y 0 I - intS# 因此, s * ( yc- y 0) < 0# 由引理 214
知道

  s
*
(D

A
F( x 0, y 0) ( G( xc, x 0) ) + S) H (- R+ + ) X ª# 

因为 s
*
( s) \ 0, s I S , 所以

  s
*
(D

A
F( x 0, y 0) ( G( xc, x 0) ) ) H (- R+ + ) X ª# ( 9)

另一方面,因为 x
c I E, 所以

  G( x
c
) H (- K ) X ª# 

选择 zc I G ( xc) 使 k
*
( zc- z 0) = k

*
( zc) [ 0# 因此,

  k
*
(D

A
G( x 0, z 0) ( G( xc, x 0) ) ) H (- R+ ) X ª# ( 10)

由式( 9)和式( 10)得到

  s
*
( D

A
F ( x 0, y 0) ( G( xc, x0) ) ) +

    k
*
( D

A
G ( x 0, z 0) ( G( xc, x 0) ) ) H (- R+ + ) X ª# 

与式( 1)矛盾了# 

4  Wolfe型对偶

作为定理 3. 1和定理 3. 2的应用,这里讨论(VOP)的对偶问题# 

相应于( VOP) ,考虑下列Wolfe型对偶模型:

  (DVOP)  

max 7 ( u, y , z , s * , k * ) = s
*
( y ) + k

*
( z ) ,

 s
*
( D

A
F ( u, y ) ( G( x , u) ) ) + k

*
( D

A
G ( u, z ) ( G( x , u ) ) ) \ 0,

 x I E , u I D, y I F( u) , z I G( u) H (- K ) ,

 s
* I S

*
\ HY* , k

* I K
* # 

用 W 表示( DVOP)的可行解# 

对 u I E , y I F( u) , ( u, y ) 被称为(VOP)的一个可行解# 对 u I D, zc I G( u) H (- K ) ,

s
* I S

* \ HY* , k
* I K

*
, yc I F ( u) , ( u, yc, zc, s * , k * ) 被称为( DVOP)的一个可行解# 

定理 4. 1(弱对偶定理)  令 D 为一个G型不变凸集, G满足条件 C# x 0 I E, ( u0, y
c
0, z

c
0,

s
*
0 , k

*
0 ) I W# 如果 F : D y 2Y 关于 G为 A_阶S_拟不变凸集值函数, G: D y 2Z 关于 G为A_

阶K_拟不变凸集值函数,则(VOP) 的可行元( x 0, y0) 与(DVOP) 的可行元( u0, y
c
0, z

c
0, s

*
0 , k

*
0 )

之间存在关系

  s
*
0 ( y 0) \ 7 ( u0, y

c
0, z

c
0, s

*
0 , k

*
0 )# 

证明  对任意 z 0 I G ( x 0) H (- K )

  s
*
0 ( y 0- y

c
0) \ s

*
0 (D

A
F( u0, y

c
0) ( G( x 0, u0) ) ) \

    - k
*
0 ( D

A
G ( u0, z

c
0) ( G( x 0, u0) ) ) \- k

*
0 ( z 0- z

c
0) \ k

*
0 ( z

c
0)# 
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因此,

  s
*
0 ( y 0) \ s

*
0 ( y

c
0) + k

*
0 ( z

c
0) = 7 ( u0, y

c
0, z

c
0, s

*
0 , k

*
0 )

即

  s
*
0 ( y 0) \ 7 ( u0, y

c
0, z

c
0, s

*
0 , k

*
0 )# 

定理 4. 2(对偶定理)  设 x 0 I E , y 0 I F( x 0) , ( u0, y
c
0, z

c
0, s

*
0 , k

*
0 ) I W, y

c
0 I F ( u0) , z

c
0

I G( u0) H (- K ) ,集值函数F、G满足定理4. 1的条件且 s
*
0 ( y 0) = 7 ( u0, y

c
0, z

c
0, s

*
0 , k

*
0 ) ,则

( x 0, y 0) 为( VOP) 的弱有效元, ( u0, y
c
0, z

c
0, s

*
0 , k

*
0 ) 为( DVOP)的最优解# 

证明  由定理 4. 1知道对( DVOP)的可行元 ( u, yc, zc, s * , k * ) 和 x I E, y I F ( x ) , 有

  7 ( u, yc, zc, s* , k* ) [ s
*
0 ( y 0) = 7 ( u0, y

c
0, z

c
0, s

*
0 , k

*
0 ) [ s

*
0 ( y )# 

因此, ( u0, y
c
0, z

c
0, s

*
0 , k

*
0 ) 为(DVOP) 的最优元# 因为 s

*
0 ( y ) \ s

*
0 ( y 0) ,由引理2. 6知道( x 0,

y 0) 为(VOP)的弱有效元# 

定理 4. 3(正定理)  设 D 为关于G的不变凸集合, G满足条件 C# F : D y 2
Y
关于 G为A_

阶 S_拟不变凸集值函数, G : D y 2Z关于G为A_阶K_拟不变凸集值函数, ( x0, y 0) I graphF为

(VOP) 的弱有效元,对任意 z 0 I G ( x 0) H (- K ) A_阶伴随导数D
A
F ( x 0, y 0) 和 D

A
G ( x 0, z 0) 存

在, 且存在 �x I D使得G (�x ) H (- intK ) X ª# 如果存在 s
* I S

* \ HY* , k
* I K

*
,使对

任意 z
c
0 I G ( x 0) H (- K ) , ( x0, y 0, z

c
0, s

*
0 , k

*
0 ) 为( DVOP)的可行解且

  s
*
0 ( y 0) = 7 ( x 0, y 0, z

c
0, s

*
0 , k

*
0 ) ,

则 ( x 0, y 0, z
c
0, s

*
0 , k

*
0 ) 为( DVOP)的最优元# 

证明  由定理 3. 1,存在 s
*
0 I S

* \ HY* , k
*
0 I K

*
,使对任意 z

c
0 I G ( x 0) H (- K ) 有

  s
*
0 (D

A
F( x 0, y 0) ( G( x , x 0) ) ) + k

*
0 ( D

A
F ( x 0, z 0) ( G( x , x 0) ) ) \ 0,   x I D

和

  k
*
0 ( G( x 0) H (- K ) ) = 0 # 

因此, ( x 0, y 0, z
c
0, s

*
0 , k

*
0 ) I W,且上述关系使得对任意 z

c
0 I G ( x 0) H (- K )有 k

*
0 ( z

c
0) = 0# 

因此,

  s
*
0 ( y 0) = 7 ( x 0, y 0, z

c
0, s

*
0 , k

*
0 )# 

由定理4. 2知道 ( x 0, y 0, z
c
0, s

*
0 , k

*
0 ) 为( DVOP)的最优解# 

定理 4. 4(逆定理)  设 D为关于满足条件C的 G的不变凸集合, F : D y 2
Y
关于G为A_阶

S_拟不变凸集值函数, G: D y 2
Z
关于G为A_阶K_拟不变凸集值函数, ( x 0, y 0, z

c
0, s

*
0 , k

*
0 ) 为

(DVOP) 的可行元且 k
*
0 ( G( x 0) H (- K ) ) = 0 ,则( x 0, y 0) 为( VOP)的弱有效元# 

证明  由定理 3. 2得到# 
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Kuhn_Tucker Condition and the Wolfe Duality of

Preinvex Set_Valued Optimization

SHENG Bao_huai1,  LIU San_yang2

( 1. Depar tm ent of Ma them atics , Shaox ing College of Ar ts and Scien ces ,

Shaox in g , Zhejian g 312000, P . R . China ;

2. Depa rtm ent of Applied Mathem atics , Xidian Univ er sity ,

Xi. an 710071, P . R . China )

Abstract: The optimality Kuhn_Tucker condition and the Wolfe duality for the preinvex set_valued op-

timization are investigated. Firstly, the concepts of alpha_order G_invex set and the alpha_order S_

preinvex set_valued function were introduced, from which the properties of the corresponding contin-

gent cone and the alpha_order contingent derivative were studied; Then, the optimality Kuhn_Tucker

condition and the Wolfe duality theorem for the alpha_order S _preinvex set_valued optimization were

presented with the help of the alpha_order contingent derivative.

Key words: preinvex set_valued function; contingent epiderivatives; optimality conditions; duality
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