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摘要: � 复合材料板和梁具有优良的特性, 从而获得了广泛的应用�� 然而由于材料的各向异性,

使得对这类材料构件作变形和应力分析时,即使应用如有限元法的数值分析手段仍是非常复杂费

时的�� 为此提出了一个可应用常规有限单元法,分析等截面复合材料梁承受均匀拉弯扭载荷的一

个简单精确分析的实施方法�� 由于巧妙地利用了变形的对称特性 ,使得分析只需建立在梁的一个

切片构造的几何模型上,用常规三维实体有限单元进行结构离散�� 推导了精确的变形场模式,并借

助结构平移自由度的耦合关系使得数值分析易于实施��并通过数值算例来阐明方法的实施过程��
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引 � �言

层合复合材料具有比金属合金之类的常用材料更优良的力学以及其它性能,近几十年获

得了广泛应用��由于这些材料具有高强度重量比率,早期主要应用于高性能航空器械,近年来

也开始应用于其它工业中��由于相临各层材料的刚度相差悬殊, 不可避免在自由边缘区域产

生高梯度应力区而导致层间开裂, 使结构承载能力降低到常规失效准则无法正确预测的水平,

因此层间应力的准确预测对于层合复合构件的设计至关重要��基于这类问题固有的复杂性,

数值方法是用来分析的常用手段��这些数值手段包括需要区域离散的有限差分法[ 1, 2]
,边界

元法[ 3]以及有限元法[ 4, 5]��除此之外还有级数逼近[ 6]和变分法[ 7~ 9]等��

本文提出将精确的截面变形耦合关系和有限元法有机结合的数值分析手段,用于建立均

匀变形复合材料梁的精确结构分析模型��这类算法曾被作者成功应用于拉伸和扭转耦合载荷

作用下,螺旋对称结构的变形和应力分析[ 10~ 16]��

让我们考虑一任意截面形状的等截面直梁,建立一直角坐标系 Oxyz , 让 z轴与所研究梁的

轴线相平行(如图 1)�� 材料特性的分布只是 x 和y 坐标的函数而沿z 方向是常量�� 作用于梁

两端的载荷静力等效于一个沿轴向的力 Fz 和1个力偶,该力偶的3个分量为Mx、My 和Mz (参
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见图 1)��根据 St Venant原理,在远离梁端部,端部效应可以忽略不计��假设体力也可以忽略

不计,那么梁将产生沿轴向的均匀变形,即梁在所有截面的变形以及应力分布都是相同的��我

们可以利用这一特点,使问题的求解建立在一个梁的切片的几何模型上进行(参见图 1)��精

确的边界条件, 可通过梁切片有限元模型的两横截面上对应节点间自由度的耦合关系(亦即约

束方程)来满足��这些耦合关系将在下文详细讨论��

图 1� 建立用于分析等截面直梁均匀� � � � � � 图 2� 切片模型的两截面上任意一对

变形所用的切片模型示意图 材料对应点对(有限元模型的节点对)

之间的相对变形关系

1 �变形场模式

考虑两截面上任意一对材料对应点对 n( x , y , 0) 和 n�( x , y , �h ) ,与预先选定的一对参考

对应点对 n0( x 0, y 0, 0) 和 n
�
0( x 0, y 0, �h ) 之间的相对变形的联系, 参见图 2��

初始未变形构形中, 定义两个相对位置矢量 L 和L�如下式

� � L � n0n
� ��

= ( x - x 0, y - y 0, 0)
T
= L� � n

�
0n�
�� �

�� ( 1)

在变形以后的构形中,这对相对位置矢量将变为

� � �L = L+ u - u0 ( 2)

和

� � �L�= L�+ u�- u
�
0, ( 3)

式中,

� �
u = ( ux , uy , uz )

T
, u�= ( u

�
x , u

�
y , u

�
z)

T
,

u0 = ( u0x , u0y , u0z )
T
, u

�
0 = ( u

�
0x , u

�
0y , u

�
0z)

T ( 4a~ d)

分别是节点 n、n�、n0 和 n
�
0 的位移矢量��

基于所研究梁的变形的对称特性, 其应力分布与 z 坐标无关��若只考虑小变性情形,那么
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位移场可用如下简单通用关系式精确描述

� � �L�= R�L, ( 5)

式中,

� � R =

� 1 - ��z ���y

���z 1 - ��x

- ��y ���x 1

( 6)

是线性旋转矩阵,式中, ��x和��y分别为两截面间关于x 和y 轴的相对弯曲角度; ��z 为两截面

间关于 z 轴的相对扭转角度��这些变形角可按下式换算

� � ��x = �x �h, ��y = �y �h, ��z = �z�h, ( 7a, b, c)

式中, �x、�y 和 �z 分别是关于x 和y 轴的弯曲曲率以及关于z 轴扭转曲率(即以弧度计的单位

轴线长度扭转角) , �h 为所取切片模型的厚度,参见图 1��

2 �算法在有限元法模型中的实施

利用以上推导的变形场模式公式, 求解梁均匀变形场的有限元数值解,我们只需对该梁的

一个切片进行分析��所需建立的有限元网格应该在其两截面上满足:在一个截面上的任意节

点 n ( x , y , 0) 在另一截面上都有一一对应的节点 n�( x , y , � h) , 用来建立对应的节点对�� 显

然这样的有限元网格是很容易建立的�� 任意选定一对对应的节点对 n0( x 0, y 0, 0) 和 n
�
0( x 0,

y 0, �h) 作为参考节点对,那么上节讨论的变形关系就可以建立起来 �� 采用常规三维实体单

元离散梁切片几何模型�� 所用单元的每个节点具有在 x、y 和z 3个坐标方向的 3个平移自由

度��由于变形沿梁轴线方向是均匀的, 所以在切片模型的厚度方向只需划分成 1个单元��

把算式( 6)代入式( 5) ,变形关系可以显式表示成

� �

u
�
x - u

�
0x + ( x - x0)

u
�
y - u

�
0y + ( y - y0)

u
�
z - u

�
0z

=

1 - ��z ���y

���z 1 - ��x

- ��y ���x 1

ux - u0x + ( x - x 0)

uy - u0y + ( y - y0)

uz - u0z

, ( 8)

此方程可以完全描述包括任意刚体运动在内的变形场模式��为了避免方程组求解时出现奇

异,刚体位移必须消除��在三唯空间中需要约束 6个自由度以使变形体固定在空间中��在引

入约束时,一个基本要求是所引进的约束不能和变形场相冲突(公式( 8) )��下面给出一个可行

的方法:

首先,把参考节点 n0 的 3个平移自由度全部约束住,即

� � u0 = ( u0x , u0y , u0z )
T
= (0, 0, 0)

T
, ( 9)

这时,模型仍然可以绕节点 n0 自由转动��

我们可以进一步把参考节点 n
�
0的 x 和 y 两个平移自由度约束住,即

� � u
�
0x = 0, u

�
0y = 0�� ( 10a, b)

考虑公式( 9)和( 10a, b)后,公式( 8)可进一步简化为

� �

u
�
x

u
�
y

u
�
z

=

1 - ��z ���y

���z 1 - ��x

- ��y ���x 1

ux + ( x - x 0)

uy + ( y - y 0)

uz

-

x - x0

y - y0

- u
�
0z

�� ( 11)

考虑了这些约束,模型仍可绕固定直线 n0n
�
0 转动�� 这个刚体转动可通过约束另一个任选节
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点 n1( x 1, y 1, 0) 绕节点 n0 相对转动来实现,即

� � u1y = u1x tan�01 = u1x ( y 1- y 0) / ( x 1- x 0)�� ( 12)

在节点 n1( x 1, y1, 0) 的对应节点 n
�
1( x 1, y 1, �h) 上的约束方程可以通过把方程( 12)代入方程

( 11)得到

� �

u
�
1x

u
�
1y

u
�
1z

=

1 - ��z ���y

���z 1 - ��x

- ��y ���x 1

u1x + ( x 1- x 0)

u1x tan�01+ ( y1 - y0)

u1z

-

x 1 - x 0

y1 - y0

- u
�
0z

�� ( 13)

施加了这些约束后的有限元模型将被唯一地固定在三维空间中,系统方程将有唯一解��

本算法是通过给定在模型两截面间弯曲角度��x和��y以及扭转角度��z来实现加载过程

的��当这些角度给定后, 我们所推导的耦合关系方程将变成节点平移自由度间的线性关系,从

而可以方便地并入到系统方程中联立求解��

在方程( 11)、( 12)和( 13)中,左边的自由度可以通过右边的自由度表示,因此可以在求解

的过程中消去��在求解以后这些消去的自由度还可通过这些耦合方程恢复出来��与变形相平

衡的弯距及扭距,可以通过切片模型的一个截面上所有节点反力对坐标轴取矩来得到��总轴

向力可以通过施加节点力到节点 n
�
0的轴向自由度 u

�
0z 上来实现��这个节点力实际上将通过耦

合方程,按变形的自然规律分布到截面的所有节点上��

3 �数 值算 例

应用所提出的方法,我们分析一个 (45�/ - 45�) s 矩形截面层合复合材料梁,如图 3所示��

图 3� 示例层合复合材料� �

梁的截面构成

假设各层之间完好粘接(界面无相对位移) ��每层

是由均匀正交各向异性材料组成��每层材料有一

个正交轴和梁的厚度方向重合[ 17]��每层的厚度为

h, 宽度为 b = 16h�� 应用常规三维 20节点六面体

实体单元建立切片有限元模型, 有限元网格如图 4

所示�� 沿主轴方向材料的弹性常数为: E1 = 137. 9

GPa, E2 = E3 = 14. 5 GPa, G12 = G 31 = G23 = 5. 99

GPa, 以及 �12 = �23 = �31 = 0. 21��

由于所分析的梁是弹性体,其本构关系可表示

成轴向应变 �z、弯曲曲率( �x , �y) 及扭转曲率 �z 与

轴向力 Fz、弯矩( Mx , My) 及扭矩 Mz 之间的关系

� �

k11 k 12 k13 k 14

k21 k 22 k23 k 24

k31 k 32 k33 k 34

k41 k 42 k43 k 44

�z

�x

�y

�z

=

Fz

Mx

My

Mz

��

( 14)

根据互易定理,式中 k是对称的�� 模型加载可通过给定一组( Fz , �x , �y , �z ) 来实现�� 任意 4

组线性无关解,例如:纯拉伸( Fz � 0, �x = �y = �z = 0)、纯弯曲( �x � 0, Fz = �y = �z = 0)

和( �y � 0, Fz = �x = �z = 0) 以及纯扭转( �z � 0, Fz = �x = �y = 0) 这4种变形荷载组合
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就可以得到所有刚度系数 kij , i , j = 1, � , 4�� 在实际应用中, 这4种基础变形模式本身就是我

们常关心的荷载工况��

对一给定尺寸为 b = 16h = 16 mm的梁,模型计算的刚度矩阵为

� � k =

1 287 kN 0. 000N�m 0. 000 N�m 0. 000N�m

0. 000 N�m 1. 701 N�m2 0. 000 N�m2
- 0. 723 N�m2

0. 000 N�m 0. 000 N�m2 26. 49 N�m2 0. 000 N�m2

0. 000 N�m - 0. 723 N�m2 0. 000 N�m2 5. 596 N�m2

�� ( 15)

图 4� 示例层合复合材料梁的有限元模型网格

图 5� 示例梁截面纯拉伸变形应力场 ( Fz � 0, �x = �y = �z = 0)

值得一提的是,在用很粗单元网格和细网格两种模型所得的刚度系数相差不超过 1%��我们

还可以看到数值结果很精确地满足 kij = kji的对称关系�� 非对角线的非零数值 k 24= k 42= -

0. 723 N�m2
,显示出在关于 x 轴弯曲和绕z 轴扭转之间存在耦合�� 图5 ~ 图 8给出了用细网格
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模型预测的该梁受纯拉弯或扭载荷作用下的应力场在梁横截面上的分布�� 图 9 ~ 图 12给出

了沿 y = h层间界面应力的分布��在这些图中也和其他文献的结果( Wang 和 Choi
[ 6]
Ye

[ 4]
以及

Dav�和Milazzo[ 3] )作了比较��可以看出本文的结果和其他文献结果是非常一致的��还值得一

提的是,本文用很粗的网格就能得到相当精确的结果��我们还可以观察到,在以上讨论的所有

载荷工况中,在模型的自由边附近区域的相邻层间都存在着应力奇异��

在选择本文模型所用参数时, 如切片模型的厚度 �h (从 0. 1% 到 10% 的最大截面尺寸之

间变化) , 以及任意选择参考节点 n0和旋转约束节点 n1的位置,作者都作了详尽的测试,测试

结果表明这些参数对计算结果的影响是可以忽略的��也就是说,正如我们所希望的,这些参数

可以在很大范围内自由选择而不影响计算结果��

图 6� 示例梁截面纯弯变形应力场 ( �x � 0, Fz = �y = �z = 0)

图 7� 示例梁截面纯弯变形应力场 ( �y � 0, Fz = �x = �z = 0)

4 �结 � �论

对承受均匀拉弯扭载荷的复合材料梁的变形及应力分析,可以在建立在该梁的一个具有

代表性的一个切片的模型上实现��作者给出了精确边界条件极其实施办法��该算法概念简明

扼要,公式精确��适用于任意截面形状及材料分布的等截面复合材料梁的应力变形分析��
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图 8� 示例梁截面纯扭变形应力场 ( �z � 0, F z = �x = �y = 0)

图 9� 示例复合材料梁沿 y = h 层间界面� � � � 图 10� 示例复合材料梁沿 y = h 层间界面

应力分布 ( Fz � 0, �x = �y = �z = 0) 应力分布 ( �x � 0, Fz = �y = �z = 0)

图 11� 示例复合材料梁沿 y = h 层间界面� � � � 图 12� 示例复合材料梁沿 y = h 层间界面

应力分布 ( �y � 0, Fz = �x = �z = 0) 应力分布 ( �z � 0, Fz = �x = �y = 0)
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Abstract: Beams and plates manufactured from laminates of composite materials have distinct advan-

tages in a significant number of applications. However, the anisotropy arising from these materials

adds a significant degree of complexity, and thus time, to the stress and deformation analyses of such

components, even using numerical approaches such as finite elements. The analysis of composite lam-

inate beams subjected to uniform extension, bending, and/ or twisting loads was performed by a novel

implementation of the usual finite element method. Due to the symmetric features of the deforma-

tions, only a thin slice of the beam to be analysed needs to be modelled. Conventional three_dimen-

sional solid finite elements were used for the structural discretization. The accurate deformation rela-

tionships were formulated and implemented through the coupling of nodal translational degrees of free-

dom in the numerical analysis. A sample solution for a rectangular composite laminate beam is pre-

sented to show the validity and accuracy of the proposed method.

Key words: composite material; beam; coupling equation; finite element method; extension; bend-

ing; torsion
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