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摘要:  研究了 Banach 空间中一类广义集值拟变分包含问题的灵敏性分析# 利用预解算子的技

巧,在对给定条件没有假设可微性和单调性下, 建立了这类问题与广义预解方程类的等价性# 
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引   言

设 E 是一实 Banach空间, 其范数为 +#+ , E
*
是 E的拓扑对偶空间,且3#, #4是 E 与E

*

之间的广义对偶对# 设2E与CB (E ) 分别表 E的所有非空子集族与E的所有非空有界闭子集

族# D (A) 表 A 的定义域, J : E y 2
E
*

是定义如下的正规对偶映象

  J ( x ) = f I E
*
: 3x , f 4= +x +# +f + , +f + = +x + ,   Px I E# 

定义 1[ 1] 231_232  集值映象 A: D(A ) < E y 2E 称为

1) 增生算子,若对任意 x , y I D(A ) ,存在 j ( x - y ) I J ( x - y ) ,使得对一切 u I Ax 与

v I Ay ,有3u - v, j ( x - y )4 \ 0;

2) 具常数 k > 0的强增生算子,若对任意 x , y I D(A ) ,存在 j ( x - y ) I J ( x - y ) ,使得

对一切 u I Ax 与 v I Ay ,有3u - v , j ( x - y )4 \ k +x - y +2
;

3) m_增生算子,若A 是增生映象, 且对每个 Q> 0, ( I + QA) ( D(A ) ) = E(等价地,若A 是

增生映象,且( I + A) (D( A) ) = E)# 

设T、V、P : E y CB ( E) 是3个集值算子, g : E y E 是一单值算子,且 A(#, #) : E @ E y
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2E 关于第一变量是一m_增生算子# 给定非线性算子N (#, #) : E @ E y E,考虑广义集值拟

变分包含问题: 寻求 u I E , w I T ( u) , y I V( u) , q I P ( u) 使得

  0 I N( w , y ) + A( g( u) , q)# ( 1)

适当地选取算子 T、V、P、g、A 与N , 若干先前被许多作者研究过的熟知的变分包含类与

拟变分包含类皆可作为问题( 1)的特例而得到;见文献[ 2]至文献[ 9]等# 

定义 2[ 2, 3]  设 A: D(A ) < E y 2E 是一m_增生算子# 对任意 Q> 0,定义为 JA ( u) = ( I

+ QA)
- 1

( u) , Pu I D (A) 的映象 JA : E y D(A) 称为 A 的预解算子,其中 I 是E上的恒等映

象, A 的逆算子是定义为A
- 1
( y ) = x : y I Ax 的集值逆# 

回顾到[ 2, 3] ,预解算子 JA是单值的非扩张映象,其定义域是全空间 E# 设 A(#, #) : E @ E

y 2E关于第一变量是一m_增生算子# 相关于问题(1) ,考虑问题: 寻求 z , u I E, w I T( u) ,

y I V( u) , q I P ( u) 使得

  N (w , y ) + Q
- 1

RA ( q) ( z ) = 0, ( 2)

其中, Q> 0是正常数,

  RA ( q) = I - JA( q ) , ( 3)

且 A(#, q) = A ( q) 的广义预解算子

  JA ( q ) ( u) = ( I + QA ( q ) )
- 1

( u) ,   P u I E# ( 4)

方程( 2)称为广义预解方程# 

本文将研究问题( 1)与方程( 2)的参数形式,并建立参数广义集值拟变分包含问题与参数

广义预解方程之间的等价性# 设 8 是E的一开子集,参数 K取值于 8# 设 T、V、P: E @ 8 y

2
E
是 3个集值映象, g : E @ 8 y E 是一单值映象, A : E @ E @ 8 y 2

E
关于第一变量是m_增

生算子# 后面, 将使用下列符号

  
gK( u) = g ( u, K) , A (#, q , K) = AK( q ) ,

wK( u) = w ( u, K) , yK( u) = y ( u, K) , qK( u) = q( u, K)# 
( 5)

参数广义集值拟变分包含问题即是,寻求 u I E, wK( u) I TK( u) , yK( u) I VK( u) 及 qK( u) I

PK( u) , 使得

  0 I N( wK( u) , yK( u) ) + AK( q
K
( u) ) ( gK( u) )# ( 6)

我们也假设,对某个 �K I 8 ,问题(6) 有唯一解 �u# 

关于参数广义集值拟变分包含( 6)式, 考虑参数广义预解方程; 即,寻求 z , u I E , wK( u )

I TK( u) , yK( u) I VK( u ) 及 qK( u) I PK( u) , 使得

  N (wK( u ) , yK( u) ) + Q
- 1

RA
K( q

K
( u))

( z ) = 0, ( 7)

其中, Q> 0是正常数, JA
K( q

K
( u))

( z ) 与 RA
K( q

K
( u))

( z ) 定义在( z , K) (其中 KI 8) 之集上,且取值于

E 中# 方程(7) 称为参数广义预解方程# 假设, 对某个�K I 8,方程(7) 有解�z ,且X 是E 的

中心在�z 的闭球# 想要研究那些条件,即在那些条件下,对�K的邻域中的每个K,方程(7) 在�z

附近有唯一解 z ( K) ,且函数 z ( K) 是连续( Lipschitz连续)和可微的# 

1  预 备知 识

建立问题( 6)与方程( 7)之间的等价性# 
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引理 1. 1  ( u, wK( u) , yK( u) , qK( u) ) (其中 u I E , wK( u) I TK( u) , yK( u) I VK( u) ,

qK( u) I PK( u) ) ,是问题(6) 的解,当且仅当( u, wK( u) , yK( u ) , qK( u) ) 是下列方程的解

  gK( u) = JA
K( qK( u) )

[ gK( u) - QN( wK( u) , yK( u) ) ] , ( 8)

其中, Q> 0是正常数,且 JA
K( q

K
( u) )

= ( I + QAK( q
K
( u) ) )

- 1# 

证明  类似于 Salahuddin的引理 2. 1[ 7]的证明# 

定理 1. 1 ( 等价性定理)  参数广义集值拟变分包含 ( 6) 式有解 ( u , wK( u ) , yK( u) ,

qK( u) ) (其中, u I E, wK( u) I TK( u ) , yK( u) I VK( u ) , qK( u) I PK( u) ) ,当且仅当参数广义

预解方程 (7) 有解 ( u, z , wK( u ) , yK( u) , qK( u) ) , 其中, u , z I E, wK( u) I TK( u ) , yK( u) I

VK( u) 及 qK( u) I PK( u ) , 满足关系式

  
gK( u) = JA

K( q
K
( u) )

( z ) ,

z = gK( u) - QN (wK( u) , yK( u ) )# 
( 9)

证明  类似于 Salahuddin的定理 2. 1
[ 7]
的证明# 

据定理1. 1得知,问题( 6)与方程( 7)等价# 

2  主 要结 果

考虑方程( 7)的解是 X 的内点的情况# 考虑映象

  GK( z ) =

JA
K( q

K
( u))

( z ) - QN (wK( u) , yK( u ) ) ,   P( z , K) I X @ 8,

gK( u) - QN (wK( u) , yK( u ) ) ,
( 10)

其中

  gK( u) = JA
K( q

K
( u) )

( z )# ( 11)

将证,映象 GK( z ) 有不动点, 即是方程(7) 的解# 先证,由(10) 式定义的映象 GK( z ) 关于 z 是

一致地依 K I 8 的压缩映象# 

最近, Liu与 Li的定理 3. 1[ 6]指出, Lipschitz连续的集值算子不能是单调的,除非 这样的算

子是单值的# 基于这一结论, 我们因此用了一组假设, 不同于 Salahuddin的引理 3. 1[ 7]中的那

些假设,但却类似于 Liu与 Li的定理 3. 2[ 6]中用过那些假设, 来建立我们的结果# 在本文的剩

余部分,将用 M (#, #) 表Hausdorff距离# 

定义 2. 1  1) 对一切 u1, u2 I X , K I 8 ,算子N (#, #) 称为关于第一变量局部 M_可控制

的,若存在常数 B> 0使得

  +N (wK( u1) , #) - N (wK( u2) , #) + [ BM( TK( u1) , TK( u2) ) ,

PwK( u i ) I TK( ui ) , i = 1, 2;

2) 对一切 u1, u2 I X , KI 8 ,算子N (#, #) 称为关于第二变量局部M_可控制的,若存在

常数 G> 0使得

  +N (#, yK( u1) ) - N (#, yK( u2) ) + [ GM( VK( u1) , VK( u2) ) ,

PyK( ui ) I VK( ui ) , i = 1, 2# 

定义 2. 2  一集值算子 T: E @ 8 y 2E称为局部M_Lipschitz连续的,若存在常数 L> 0使

得 M( TK( u) , TK( v) ) [ L+u - v + , Pu, v I X , K I 8# 

87Banach空间中广义集值拟变分包含的灵敏性分析



定义 2. 3  一单值算子 g : E @ 8 y E 称为局部Lipschitz连续的,若存在常数 D> 0使得

+gK( u) - gK( v ) + [ D+u - v +, Pu , v I X , K I 8# 

假设 2. 1  对一切 u、v、w I E , K I 8 , 算子 JA
K( q

K
( u) )
满足条件 +JA

K( q
K
( u))

( w ) -

JA
K( q

K
( v) )

( w ) + [ C+u - v +,其中 C> 0是常数# 

引理 2. 1  设算子N (#, #) 关于第一变量是局部 M_可控制的,具常数 B> 0;又设单值算

子 g: E @ 8 y E是局部Lipschitz连续的,具常数 D> 0,使得映象( u, K) | y ( I - gK) ( u ) 是局

部Lipschitz连续的,具常数 J> 0# 假设算子N(#, #) 关于第二变量是局部M_可控制的,具常

数 G> 0; V , T : E @ 8 y 2E 是局部M_Lipschitz连续的,分别具常数 N> 0与 L > 0# 如果假

设2. 1成立,且还有附加假设成立,即对某个满足 M[ 1+ BL的常数M,

  +u - v - (N( wK( u) , #) - N (wK( v) , #) ) + [ M+ u - v +,

Pu , v I X , K I 8, ( * )

则对一切 z 1, z 2 I X 及 K I 8 , 有

  +GK( z1) - GK( z2) + [ H+z 1- z 2 +,

其中, H= ( J+ | 1- Q| + Q(M+ GN) ) / (1- C- J) < 1,对 QGN< 1- 2J- C; 特别地,当 Q<

1时,有 Q值的精确范围如下

  C+ 2J
1 - M- GN

< Q< 1, 当 QGN< 1- 2J- C# 

注 2. 1 在引理 2. 1中, 常数M取值于M0 [ M[ 1 + BL, 其中,

  M0 = inf c: + u - v - (N ( wK( u) , # ) - N ( wK( v ) , #) ) + [ c + u - v + , P u, v I X ,K I 8 # 

引理 2. 1的证明  对一切 z 1, z 2 I X , K I 8 , 由( 10)式即有

  +GK( z1) - GK( z2) + =

    +gK( u1) - gK( u2) - Q N (wK( u1) , yK( u1) ) - N (wK( u2) , yK( u2) ) + [

    + u1- u2- ( gK( u1) - gK( u2) ) ++

    + u1- u2- Q N ( wK( u1) , yK( u1) ) - N (wK( u2) , yK( u1) ) + +

    Q+N (wK( u2) , yK( u1) ) - N (wK( u2) , yK( u2) ) +# ( 12)

由于映象 ( u, K) | y ( I - gK) ( u) 是局部 Lipschitz连续的,具常数 J> 0, 故有

  +u1- u2- ( gK( u1) - gK( u2) ) + =

    +( I - gK) ( u1) - ( I - gK) ( u2) + [ J+ u1- u2 +# ( 13)

利用算子 N (#, #) 关于第二变量的局部 M_可控制性及V 的局部M_Lipschitz连续性,有

  +N (wK( u2) , yK( u1) ) - N (wK( u2) , yK( u2) ) + [

    GM( VK( u1) , VK( u2) ) [ GN+u1 - u2 +# ( 14)

因为还成立附加假设( * ) ,故有

  +u1- u2- Q N (wK( u1) , yK( u1) ) - N (wK( u2) , yK( u1) ) + =

    +(1- Q) ( u1- u2) + Q u1- u2- (N (wK( u1) , yK( u1) ) -

    N (wK( u2) , yK( u1) ) ) + [

    | 1- Q| +u1- u2 + + Q+u1- u2-

    ( N( wK( u1) , yK( u1) ) - N (wK( u2) , yK( u1) ) ) + [

    ( | 1 - Q| + QM) +u1- u2 +# ( 15)
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合并( 12)式至( 15)式, 有

  +GK( z1) - GK( z2) + [ ( J+ | 1- Q| + QM+ QGN) + u1 - u2 +# ( 16)

又据( 11)式得知

  +u1- u2 + = +u1- u2- ( gK( u1) - gK( u2) ) + JA
K( q

1
)
( z 1) - JA

K( q
2
)
( z 2) + [

    + u1- u2- ( gK( u1) - gK( u2) ) ++ +JA
K( q

1
)
( z 1) - JA

K( q
2
)
( z 1) + +

    +JA
K( q

2
)
( z 1) - JA

K( q
2
)
( z 2) + [

     J+ u1- u2 + + C+u1- u2+ + +z1 - z 2 + ,

其中, q 1 = qK( u1) ,且 q2 = qK( u2)# 于是,推得

  +u1- u2 + [ 1
1- C- J

+z 1- z 2 +# ( 17)

合并( 16)式与( 17)式, 即有

  +GK( z1) - GK( z2) + [ J+ | 1- Q| + QM+ QGN
1 - C- J

+z 1- z 2 + [ H+z 1- z 2+ , ( 18)

其中 H= ( J+ | 1- Q| + Q(M+ GN) ) / (1- C- J) < 1# 因而,由(10) 式定义的映象 GK( z ) 是

一压缩映象,从而,它有不动点 z ( K) , 即是方程( 7)的解# 

据上述引理得知,由( 10)式定义的映象 GK( z ) 有唯一不动点 z ( K) , 即, z ( K) = GK( z )# 而

且,函数�z 对K= �K是方程(7) 的解# 又由引理 2. 1得知, �z 对K= �K是GK( z ) 的不动点,且它

是 G�K( z ) 的不动点# 所以,推得

  z (�K) = �z = G�K( z (�K) )# ( 19)

现在我们证明, 方程( 7)的解映象 z ( K) 在�K处是连续的( Lipschitz连续的)# 

引理 2. 2  如果算子N (#, #) , g、T、V及P如同在引理2. 1中一样,则满足方程(7) 的函数

z ( K) 在 K= �K处是连续的(或 Lipschitz连续的)# 

证明  固定 K I 8 , 则利用三角不等式和引理 2. 1,有

  +z ( K) - z (�K) + = +GK( z ( K) ) - G�K( z (�K) ) + [

    + GK( z ( K) ) - GK( z (�K) ) + + +GK( z (�K) ) - G�K( z (�K) ) + [

    H+z ( K) - z (�K) + + +GK( z (�K) ) - G�K( z (�K) ) +# ( 20)

据( 10)式即有

  +GK( z (�K) ) - G�K( z (�K) ) + [

    +gK( u (�K) ) - g�K( u(�K) ) + +

    Q+N (wK( u(�K) ) , yK( u(�K) ) ) - N (w�K( u (�K) ) , y�K( u(�K) ) ) + [

    +gK( u (�K) ) - g�K( u(�K) ) + +

    Q+N (wK( u(�K) ) , yK( u(�K) ) ) - N (w�K( u (�K) ) , yK( u(�K) ) ) + +

    Q+N (w�K( u(�K) ) , yK( u(�K) ) ) - N (w�K( u (�K) ) , y�K( u(�K) ) ) + [

    D+K- �K+ + QBL+K- �K++ QGN+K- �K+ [

    [ D+ Q( BL+ GN] +K- �K+# ( 21)

合并( 20)式与( 21)式, 有

  +z ( K) - z (�K) + [ D+ Q( BL+ GN)
1- H

+K- �K+,   PK, �K I 8# 

证毕# 
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运用 Dafermos的技巧[ 10] ,可证, 存在�K的一邻域U < 8, 使得对 KI 8 , z ( K) 是方程(7)在

X 内部的唯一解# 

定理 2. 1  设 �u 是参数广义集值拟变分包含(6) 的解,�z 是对 K= �K的参数广义预解方程

(7) 的解# 设算子 N(#, #) 关于第一变量是局部 M_可控制的, 具常数 B> 0;设单值算子 g :

E @ 8 y E 是局部 Lipschitz连续的,具常数 D> 0, 使得映象( u, K) | y ( I - gK) ( u ) 是局部

Lipschitz连续的,具常数 J> 0;设算子N (#, #) 关于第二变量是局部M_可控制的,具常数 G>

0, 且 T, V : E @ 8 y 2E是局部M_Lipschitz连续的, 分别具常数 N> 0和 L> 0# 如果假设211

成立,且还有附加假设成立,即对某个满足 M[ 1 + BL的常数M,

  +u - v - (N( wK( u) , #) - N (wK( v) , #) ) + [ M+ u - v +,

Pu , v I X , K I 8, ( * )

而且,如果映象

  K| y JA
K( q

K
( u) )

( z ) ,

在 K= �K处是连续的(或Lipschitz连续的) ,则存在�K的一邻域U < 8,使得对 K I U,参数广

义预解方程(7) 在X 的内部有唯一解z ( K) , z (�K) = �z , 且 z ( K)在 K= �K处是连续的(或Lipschitz

连续的)# 

注 2. 2 当 E = H 时, 如定理 2. 1 中所定义的函数 z ( K) 在 K的某个邻域U 上是连续可微的# 对此种情

况,见文献[ 10]# 
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Abstract: The sensitivity analysis for a class of generalized set_valued quasi_variational inclusion

problems is investigated in the setting of Banach spaces. Equivalence of these problems to the class of

generalized resolvent equations by using the resolvent operator technique without assuming the differ-

entiability and monotonicity of the given data is established.
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