
文章编号: 1000_0887(2007) 01_0092_07 n 应用数学和力学编委会, ISSN 1000_0887

拓扑空间中的弱 R _KKM映射 ) 交定理
和极大极小不等式

X

邓  磊1
,  杨明歌

1, 2

( 1.西南大学 数学与统计学院,重庆 400715;

2. 洛阳师范学院 数学科学学院,洛阳 471022)

(丁协平推荐)

摘要:  在不具有任何凸性结构的一般拓扑空间中引入弱 R_KKM映射, R_凸和R_B_拟凸这些新的

概念# 将Ky Fan 匹配定理推广到一般拓扑空间中, 即该文的引理 1. 2# 利用引理 1. 2, 在一般拓扑

空间中证明了两个交定理# 利用交定理,在一般拓扑空间中证明了一些Ky Fan型极大极小不等式# 

该文的结果推广和改进了文献中的相关结果# 
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引   言

最近, 著名的Knaster_Kuratowski_Mazurkiewicz定理[ 1]和Ky Fan引理[ 2]作为现代非线性分析

中通用的工具而被广泛应用# 

设X 是向量空间E 的一个子集, 集值映射 S : X y 2E 如果满足对任意A I 3X4有 coA <
S ( A) ,则称为KKM映射# 众所周知, 如果 S是从拓扑向量空间E的凸子集到2E的KKM映射,

则集族 �S ( x ) : x I Y 具有有限交性质(其中 �S ( x ) 表示 S( x ) 的闭包) # Park 在文献[ 3]中首

次引入广义KKM映射,之后其他的一些作者也对此概念进行了研究# 

文献[ 4]对KKM( X , Y) 做了系统的研究, 其定义如下:设 X 是向量空间的一个凸子集, Y

是拓扑空间,如果集值映射 S , T : X y 2Y满足对任意A I 3X4有 T( coA) < S ( A ) ,则 S 称为

关于 T 的广义 KKM 映射 # 如果对任意关于 T : X y 2Y 的广义 KKM 映射 S : X y 2Y , 集族

�S ( x ) : x I X 具有有限交性质,则称集值映射 T 具有KKM性质# 

文献[ 5]通过引入(关于 T 的) 广义 G _KKM映射和 G _KKM性质等新概念,将文献[ 4] 的

结果推广到 G _凸空间# 设( X , D ; #) 是 G _凸空间, Y是非空集合, T : X y 2Y
, S : D y 2Y是

两个集值映射,如果对任意A I 3D4有 T( #( A) ) < S ( A ) ,则称S 是关于T 的广义G _KKM映

射# 设 Y 是拓扑空间, 如果对任意关于 T : X y 2Y 的广义 G _KKM 映射 S: D y 2Y
, 集族

�S ( z ) : z I D 具有有限交性质,则称集值映射 T 具有G _KKM性质# 
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文献[ 6]引入(关于 T 的) 弱 G _KKM映射的概念,它包含(关于T 的) 广义 G _KKM映射为

特例# 设( X , D ; #) 是 G _凸空间, Y 是非空集合, T : X y 2Y , S : D y 2Y是集值映射# 如果

对任意 A I 3D4及任意 x I # ( A) , 有 T( x ) H S ( A) X ª ,则称 S 是关于T 的弱G _KKM映

射# 

注意到上述研究均建立在具有某种具体或抽象凸性结构的空间上# 而文献[ 7]在一般拓

扑空间中引进广义 R_KKM映射的概念,并首次在一般拓扑空间中研究 KKM 理论# 受上述研

究的启发,我们将文献[ 6]中的(关于 T 的) 弱 G _KKM映射推广到不具有任何凸性结构的拓扑

空间中,即本文的新概念 ) ) ) (关于 T 的) 弱R_KKM映射# 与此同时,在一般拓扑空间中引入

R_凸和R_B_拟凸的概念# 在第 1节,将 Ky Fan匹配定理推广到一般拓扑空间中, 即本文的引

理1. 2# 在第 2节,利用引理 1. 2, 在一般拓扑空间中证明了两个交定理# 在第 3节,利用交定

理,在一般拓扑空间中证明了一些Ky Fan型极大极小不等式# 我们的结果推广和改进了文献

中的相关结果# 

1  预 备知 识

设 X 是非空集合,用 2X 表示X 的所有非空子集构成的集族, 3X4表示 X 的所有非空有限

子集构成的集族,若 A < X ,用 A
c
表示 A 在X 中的余集# 设 F: X y 2

Y
是集值映射,对任意

y I Y, 用 F
- 1
( y ) = x I X : y I F ( x ) 表示纤维# 对 A < X ,令 F( A) = G F( x ) : x I

A # 给定两个集值映射 F : X y 2
Y
和G : Y y 2

Z
, 复合映射 G . F : X y 2

Z
定义为:对任意 x

I X , ( G . F) ( x ) = G( F( x ) )# 

设 X 和 Y 是拓扑空间, T : X y 2
Y
是集值映射,如果

( � ) 对 Y 中的任意闭集F, x I X : T ( x ) H F X ª 是X 中的闭集,则称T 是上半连续

( u. s. c. ) ;

( � ) 对 Y 中的任意开集 V, x I X : T( x ) H V X ª 是X 中的开集,则称 T 是下半连续

( l. s. c. )# 

令 $n 表示n_维标准单型,即

  $n = u I R
n+ 1

: u = 6
n

i = 0
Ki ( u) ei , Ki ( u ) \ 0, 6

n

i= 0
Ki ( u ) = 1 ,

其中 ei ( i = 0, 1, ,, n ) 是 R
n+ 1中的第( i + 1) 个单位向量# 

定义 1. 1[ 7]  设 X 是非空集合, Y 是拓扑空间, T : X y 2Y是集值映射,如果对任意 N =

x 0, x 1, ,, x n I 3X4,存在一个连续映射 UN : $n y Y,使得对每一 e i
0
, e i

1
, ,, ei

k , 有

  UN ( $k) < G
k

j= 0
T( xi

j
) ,

其中 $k 是 $n 的具有顶点 ei
0
, ei

1
, ,, ei

k 的 k_ 维标准子单型, 则称 T 是广义相对

KKM( R_KKM) 映射# 

定义 1. 2[ 8]  设 ( X , D; #) 是 G _凸空间, D < X , C < X ,如果对任意A I 3D4, A < C意

味着 #( A) < C, 则X 的子集C称为是 #_凸(或 G _凸)# 设 Y 是非空集合, B I R,函数 U: X

@ Y y R如果满足:对任意 K< B和任意 y I Y,集合 x I X : U( x , y ) < K 是 #_凸的,则称

函数 U在X 上是G _B_拟凸的# 

我们在一般拓扑空间中引入相应的新概念,即(关于T 的)弱R_KKM映射, R_凸和R_B_拟凸# 

定义 1. 3  设 X是拓扑空间, D和Y是非空集合, T : X y 2Y , S : D y 2Y是两个集值映射# 
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如果存在广义 R_KKM 映射 W: D y 2X ,使得对任意 A I 3D4及任意 x I W(A) ,有 T ( x ) H
S ( A) X ª ,则称 S 是关于T 的弱R_KKM 映射, W是伴随广义R_KKM 映射# 

注 1. 1 对任意 G _凸空间( X , D; # ) , 必定存在一个从 D到X 的幂集的广义R_KKM映射(事实上, # 就是

一个从 D 到X 的幂集的广义R_KKM映射)# 因此, 关于 T 的弱G _KKM映射必是关于 T 的弱R_KKM 映射# 

所以, (关于 T 的) 弱 R_KKM映射包含文献[ 4] 中的(关于 T 的) 广义KKM 映射,文献[ 5] 中的(关于 T 的) 广

义 G _KKM 映射和文献[ 6] 中的(关于 T 的) 弱 G _KKM映射为特例# 

定义 1. 4  设 X 是拓扑空间, D 是非空集合, D < X , C < X ,如果存在广义 R_KKM 映射

W: D y 2X 使得对任意A I 3D4, A < C 意味着W( A) < C ,则 X 的子集C 称为是R_凸的# 

设 Y 是非空集合, B I R, 如果函数 U: X @ Y y R满足: 对任意 K< B和任意 y I Y, 集合

x I X : U( x , y ) < K 是R_凸的,则称函数 U在X 上是R_B_拟凸的,同理, W 称为伴随广义

R_KKM映射# 

注 1. 2 因为对任意 G _凸空间(X , D ; # ) ,必定存在一个从 D 到X 的幂集的广义R_KKM映射(实际上, #

就是从 D到X 的幂集的广义R_KKM映射)# 所以, 拓扑空间中的/ R_凸0 包含 G _凸空间中的G _凸(或 #_凸)

为特例,拓扑空间中的/ R_B_ 拟凸0 包含 G _凸空间中的G _B_拟凸为特例# 

为了证明的完整性, 给出著名的KKM原理,它在引理1. 1的证明中将会被用到# 

KKM 原理:设 D是 $n 的顶点集, F : D y $n是具有闭值(或开值) 的KKM映射(即对任意

A I 3D4,有 coA < F (A) ) ,则 H a I DF( a) X ª# 

闭值情形见文献[ 1]# 根据文献[ 9] ,开值情形是闭值情形的一个简单推论# 关于KKM原

理的开值情形的推广和应用, 见文献[ 10]# 
为了证明交定理,我们需要下面的引理

引理 1. 1  设 X 是拓扑空间, D是非空集合, T : D y 2
X
是广义R_KKM映射, F : D y 2

X
是

具有闭值(或开值)的集值映射,若对任意A I 3D4有T(A ) < F( A) , 则 F( a ) aI D具有有限

交性质# 

证明  设 A = a0, a1, ,, an I 3D4# 因为 T: D y 2
X
是广义R_KKM映射,所以存在连

续映射 UA : $n y X 使得对任意 0 [ i 0 < i 1 < ,< ik [ n, 有

  UA ( co ei
0
, ei

1
, ,, ei

k
) < T( ai

0
, ai

1
, ,, ai

k
) H UA ( $n)# 

故

  co e i
0
, e i

1
, ,, ei

k
< U- 1A ( T( a i

0
, ai

1
, ,, a i

k
) H UA ( $n) ) <

    U- 1A ( F ( a i
0
, ai

1
, ,, a i

k
) H UA ( $n ) ) =

    U- 1A G
k

j= 0
F ( ai

j
) H UA ( $n ) = U- 1A G

k

j= 0
( F ( ai

j
) H UA ( $n ) ) =

    G
k

j = 0
U
- 1
A ( F( a i

j
) H UA ($n) )# 

因为 F( a i
j
) H UA ( $n ) 在X 的紧子集UA ( $n ) 中是闭的(或开的) ,所以 U- 1A ( F( ai

j
) H UA ($n) )

在 $n中是闭的(或开的)# 注意到 ei y U- 1A ( F( a i ) H UA ($n ) ) 是KKM映射# 根据KKM 原理,

有

  H
n

i= 0
U- 1A ( F( a i ) H UA ( $n) ) X ª ,

这意味着 H n
i= 0F( a i ) X ª# 证明完毕# 

注 1. 3 引理 1. 1将文献[ 11]的定理 1( � )从 G _凸空间推广到一般拓扑空间# 由于在引理 1. 1 的证明
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中,采用的是 KKM原理, 并没有涉及连续单位分解的技巧和 Brouwer 不动点定理(或 Tychonoff不动点定理) , 所

以引理 1. 1 与文献[ 7]的定理 3. 1 是不同的# 若 X = $n , D 是$ n的顶点集, T = co (凸包) , 则引理 1. 1 就化为

文献[ 1]中的KKM 原理# 若 D 是拓扑向量空间X (不一定是Hausdorff)的一个非空子集, 则引理 1. 1推广了文

献[ 2]的Ky FanKKM引理# 

引理 1. 2  设 X是拓扑空间, D是非空集合, A I 3D4,且 Mz : z I A 是X 的一个开(或者

闭) 覆盖, T : D y 2X 是广义 R_KKM 映射, 则存在 A 的非空子集 B 使得 T( B ) H H
Mz : z I B X ª# 

证明  事实上, 引理 1. 2与引理 1. 1等价# 

引理1. 1 ] 引理1. 2  假定对 A 的任意非空子集B ,都有T (B ) H H Mz : z I B = ª# 

因此, T ( B ) < G M
c
z : z I B # 定义集值映射 F : A y 2X 如下

  F( z ) = M
c
z ,   Pz I A# 

因为 M z : z I A 是X 的一个开(或者闭) 覆盖,所以 F 具有闭值(或开值) , 并且 G Mz : z I

A = X# 从而 H M
c
z : z I A = ª# 由T (B ) < G M

c
z : z I B ,得T (B ) < F (B )# 引理

1. 1的所有条件都满足,所以 F( z ) : z I A 具有有限交性质# 特别地, H F( z ) : z I A = H

M
c
z: z I A X ª# 这是一个矛盾# 因此, 引理 1. 2成立# 

引理 1. 2 ] 引理 1. 1  假设 A I 3D4, 并且 Ha I AF ( a) = ª,则 G a I AF( a)
c
= X# 因为

F : A y 2
X
是具有闭值(或开值) 的映射,所以 F( a)

c
: a I A 是X 的一个开(或者闭) 覆盖# 

由引理1. 2,存在 A 的非空子集 B 使得T( B ) H H F( a )
c
: a I B X ª# 所以, 存在 x 0 I

T( B) 使得对任意 a I B有x 0 /I F( a)# 因此, x 0 I T( B ) 但 x 0 /I F( B)# 这与T ( B) < F( B )

矛盾# 因此,引理 1. 1成立# 证明完毕# 

注 1. 4 引理 1. 2将文献[ 6]的引理 1 从 G _凸空间推广到一般拓扑空间# 在第 2 节交定理的证明中将

会用到引理 1. 2# 

2  交 定理

定理 2. 1  设 X 是紧拓扑空间, D 和Y是非空集合, T : X y 2Y和S : D y 2Y是两个集值映

射,满足下面的条件

( � ) S 是关于T 的弱R_KKM映射;

( � ) 对任意 z I D ,集合 x I X : T ( x ) H S ( z ) X ª 是闭的# 

则存在 x 0 I X , 使得对任意的 z I D 有T( x 0) H S ( z ) X ª# 

证明  假设结论不成立# 任意 z I D, 令 Mz = x I X : T( x ) H S( z ) = ª , 则

Mz : z I D 是X 的开覆盖# 因为X 是紧的,故存在集合A I 3D4使得 G M z: z I A = X# 

由引理 1. 2,存在 A 的非空子集 B 使得 W( B) H H Mz : z I B X ª,这里 W: D y 2X 是在弱

R_KKM映射 S 的定义中出现的伴随广义 R_KKM 映射 # 即存在 x 0 I W( B) H H

Mz : z I B # 因为S 是关于T 的弱R_KKM映射,且 x 0 I W( B ) ,因此T ( x 0) H S ( B) X ª# 

另一方面,因为 x 0 I H Mz : z I B ,所以对任意 z I B 有T ( x 0) H S ( z ) = ª ,从而 T( x0) H
S (B ) = ª# 这是一个矛盾, 从而假设错误, 定理的结论成立# 证明完毕# 

注 2. 1 若 Y是拓扑空间, T 是上半连续的, S 具有闭值, 则定理2. 1的条件( � ) 同样满足# 定理 2. 1 将

文献[ 6] 中的定理 2 从 G _凸空间推广到一般拓扑空间# 
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下面的定理实际上是定理 2. 1的一个变形# 

定理 2. 2  设 X 是拓扑空间, D和Y是非空集合, T : X y 2
Y
和S : D y 2

Y
是两个集值映射,

满足下列条件

( � ) S 是关于T 的弱R_KKM映射;

( � ) 对所有的 z I D,集合 x I X : T( x ) H S( z ) X ª 要么全是闭的,要么全是开的# 
若对任意 A I 3D4, W(A ) 是紧的(这里的 W是在弱R_KKM映射 S 的定义中出现的伴随广义

R_KKM映射) ,则存在 x 0 I W(A ) 使得对任意 z I A 有T( x 0) H S( z ) X ª# 

证明  对任意 A I 3D4,考虑 T | W(A ): W(A) y 2Y和 S | A : A y 2Y
,则 S | A是关于T | W(A )

的弱R_KKM映射# 注意到W( A) 是紧的# 在定理2. 1中,令X = W(A ) , D = A, T = T | W( A ) ,

S = S | A ,则定理2. 1的所有条件都满足# 由定理 2. 1,存在 x 0 I W(A ) 使得对任意 z I A 有

T( x 0) H S( z ) X ª# 证明完毕# 

注2. 2  若 Y是拓扑空间, T 是上半连续且S 具有闭值(或者 T 是下半连续且S 具有开值) ,则定理 2. 2 的

条件( � ) 同样满足# 定理 2. 2 将文献[ 6] 的定理 3从 G _凸空间推广到一般拓扑空间# 

3  Ky Fan型极大极小不等式

在下述的极大极小定理中,我们都将假定 infxsupy > - ] # 实际上, 当 infxsupy = - ] 时,

结论自然成立# 

定理 3. 1  设X 是紧拓扑空间, D是非空集合, Y是拓扑空间, W: D y 2X是广义R_KKM映

射, T : X y 2Y 是上半连续映射, W: D @ Y y R, U: X @ Y y R 是两个函数, 且 B =

infx I Xsupy I T (x ) U( x , y )# 假定

1) 对任意 z I D, W( z , #) 在 Y 上是上半连续的;

2) 对任意 K < B, y I T (X ) 和任意 A I 3 z I D : W( z , y ) < K 4, 有 W(A) <
x I X : U( x , y ) < K

则下列陈述成立

( a) inf
x I X

sup
y I T( x )

U( x , y ) [ sup
x I X

inf
z I D

sup
y I T( x )

W( z , y ) ;

( b) 若对任意 x I X , T( x ) 是紧的,则存在 x0 I X 使得

  inf
x I X

sup
y I T( x )

U( x , y ) [ inf
z I D

sup
y I T( x

0
)
W( z , y )# 

证明  给定 K< B,定义 S : D y 2Y如下

  S( z ) = y I Y: W( z , y ) \ K ,   Pz I D# 

由 1) ,对任意 z I D, S ( z ) 是闭的# 我们证明 S是关于T 的弱R_KKM映射, W是相应的伴随

广义 R_KKM 映射# 假定存在A I 3D4和�x I W(A ) 使得T (�x ) H S( A) = ª# 则对任意 y

I T(�x ) ,有 A < z I D: W( z , y ) < K # 由 2)得

  �x I W(A ) < x I X : U( x , y ) < K ,   Py I T(�x )# 

所以 supy I T (�x ) U(�x , y ) [ K, 这与 K< B矛盾# 

由定理2. 1和注 2. 1,存在 x 0 I X 使得对任意 z I D, T( x 0) H S ( z ) X ª# 因此, K [

infz I D supy I T ( x
0
) W( z , y ) ,从而 K [ supx I X infz I D supy I T (x ) W( z , y )# ( a)的证明完成# 

进一步, 若对任意 x I X , T ( x ) 是紧的# 因为T 在X 上是上半连续的,且 W( z , #) 在 Y上

是上半连续的(见文献[ 12] 中的命题3. 1. 21) ,所以 x y infz I D supy I T ( x ) W( z , y ) 在X 上是上半
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连续的# 因为 X 是紧的, 所以存在 x 0 I X , 使得

  inf
z I D

sup
y I T( x

0
)
W( x , y ) = sup

x I X
inf
z I D

sup
y I T( x )

W( z , y )# 

由( a)知( b)成立# 证明完毕# 

注 3. 1 定理 3. 1将文献[ 6]中的定理 4从 G _凸空间推广到一般拓扑空间# 

推论 3. 1  若 D < X , 定理 3. 1的条件 2)被下列两个条件代替

3) 对任意 ( z , y ) I D @ T( X ) ,有 U( z , y ) [ W( z , y ) ;

4) U| X @ T (X) 在 X 上是R_B_拟凸的,且 W 是相应的伴随广义R_KKM 映射;

则定理3. 1仍然成立# 

证明  只需证明 3)和 4)可以推出 2) # 若 K< B, y I T(X ) , A I 3 z I D: W( z , y ) <

K 4,则由3) , A I 3 z I D : U( z , y ) < K 4# 由4) , W(A ) < x I X : U( x , y ) < K# 证明
完毕# 

注 3. 2 推论 3. 1将文献[ 6]中的推论 5从 G _凸空间推广到一般拓扑空间# 

下面的两个定理是定理 3. 1的变形,它们的证明与定理3. 1的证明类似# 不同的是, 用的
是定理2. 2,而不是定理 2. 1# 为说明这一点,我们给出定理 3. 3的证明# 

定理 3. 2  设 X 是一个紧的拓扑空间, D 是非空集合, W: D y 2X 是广义R_KKM映射, Y、

T、W、U、B见定理 3. 1# 假设定理3. 1的条件 1)和 2)成立# 则

  inf
x I X

sup
y I T( x )

U( x , y ) [ inf
A I 3D4

sup
x I W( A)

min
z I A

sup
y I T( x)

W( z , y )# 

如果 D < X , 则条件 2)换成 3)和 4)后仍然成立# 

定理 3. 3  设X 是拓扑空间, D是非空集合, Y是拓扑空间, W: D y 2
X
是广义R_KKM映射,

T : X y 2
Y
是下半连续的, W: D @ Y y R, U: X @ Y y R是两个函数, B= infx I Xsupy I T (x ) U( x ,

y )# 假定
5) 对任意 z I D, W( z , #) 在 Y 上是下半连续的;

6) 对任意 K < B, y I T (X ) 和任意 A I 3 z I D : W( z , y ) [ K 4, 有 W(A) <
x I X : U( x , y ) [ K # 若对任意 A I 3D4, W(A) 是紧的,则

  inf
x I X

sup
y I T( x )

U( x , y ) [ inf
A I 3D4

sup
x I W( A)

min
z I A

sup
y I T( x)

W( z , y )# 

若 D < X , 则条件 6)换成 3)和 4)后仍然成立# 

证明  给定 K< B,定义 S : D y 2Y如下

  S( z ) = y I Y: W( z , y ) > K ,   Pz I D# 

由 5) , 对任意 z I D, S ( z ) 是开的# 我们证明 S是关于T 的弱R_KKM映射,且 W是伴随广义

R_KKM映射# 假定存在 A I 3D4和 �x I W(A ) 使得 T (�x ) H S ( A ) = ª# 则对任意 y I

T(�x ) , A < z I D: W( z , y ) [ K # 由 6)得

  �x I W(A ) < x I X : U( x , y ) [ K ,   Py I T(�x )# 

所以 supy I T (�x ) U(�x , y ) [ K, 这与 K< B矛盾# 
由定理2. 2和注 2. 2,对任意 A I 3D4,存在 x 0 I W(A ) 使得对任意 z I A ,有 T( x 0) H

S ( z ) X ª# 所以 min z I Asupy I T ( x
0
) W( z , y ) > K, 从而

  sup
x I W( A)

min
z I A

sup
y I T( x )

W( z , y ) > K,   PA I 3D4# 

若 D < X ,并且条件 4) 满足, 则对任意 K< B和 y I T (X ) , 集合 x I X : U( x , y ) [
K = HK< A< B x I X : U( x , y ) < A 是R_凸的, 且 W是相应的伴随广义R_KKM映射(因为具
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有相同的伴随广义 R_KKM映射的 R_凸集的交,仍然是 R_凸的且具有相同的伴随广义R_KKM

映射)# 容易看出 3)和 4)可以推出6) # 证明完毕# 

注 3. 3 定理 3. 2和定理 3. 3 分别将文献[ 6]中的定理 6和定理 7 从 G _凸空间推广到一般拓扑空间# 
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Weakly R_KKM Mappings ) Intersection Theorems and

Minimax Inequalities in Topological Spaces

DENG Lei1,  YANG Ming_ge1, 2

( 1. School of Mathem atics and Statistics , Southw est Univer sity , Chon gqing 400715, P . R . Chin a ;

2. College of Ma thematics Science , Lu oyan g Norm al Univer sity , Lu oyan g 471022, P . R . China )

Abstract: The concepts of weakly R_KKM mappings, R_convex and R_B_quasiconvex in general

topological spaces without any convex structure are introduced. Relating to these, an extension to

general topological spaces of Fan. s matching theorem is obtained, namely Lemma 1. 2. On this basis,

two intersection theorems are proved in topological spaces. By using intersection theorems, some

minimax inequalities of Ky Fan type are also proved in topological spaces. The results generalize and

improve the corresponding results in the literature.

Key words: weakly R_KKM mapping; R_convex; R_B_quasiconvex; generalized R_KKM mapping
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