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带梯度吸收项的快扩散方程的自相似奇性解
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摘要:  研究一类带有非线性梯度吸收项的快速扩散方程的自相似奇性解# 通过自相似变换, 该

自相似奇性解满足一个非线性常微分方程的边值问题,再利用打靶法技巧研究该常微分方程初值

问题解的存在唯一性并根据初值的取值范围对其解进行了分类# 通过对这些解类的性质的分析

研究,得出了自相似强奇性解存在唯一性的充分必要条件,此时自相似奇性解就是强奇性解# 
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引言和主要结论

本文研究含有梯度吸收项的快扩散方程

  ut = $( u
m

) - | ü |
p
,   ( x , t ) I R

n @ (0, ] ) ( 1)

的自相似奇性解,其中 (1- 2/ n)+ < m < 1 < p < 2# 当 m = 1时, ( 1)式称为 KPZ方程,它

出现在曲面增长动力学问题中,其详细背景可见文献[ 1]和文献[ 2]# 我们研究的是其渗流形

式# 文献[ 3]和文献[ 4]给出了方程( 1)当 m \ 1时的研究结果# 所谓方程(1) 的奇性解 u是

指在 R
n @ [ 0, ] ) \ (0, 0) 上连续且满足

  lim
t y0

sup
| x| > E

u( x , t ) = 0,   PE> 0 ( 2)

的非平凡非负解# 若奇性解 u( x , t ) 还满足

  lim
t y0Q| x | < E

u( x , t )dx = ] ,   PE> 0, ( 3)

则称其为强奇性解# 如果( 3)式中的极限是正常数,则称 u 为基本解# 具有下列形式

  
u( x , t ) = t

- A
v ( | x | t

- B
) , A= (2- p ) / [ (3- m) p - 2] ,

B= ( p - m) / [ (3- m) p - 2]
( 4)

的解 u( x , t ) 称为自相似解,这里 A, B> 0,函数 v ( r) 定义在[ 0, ] ) 上且满足方程

  ( v
m

)d+
n - 1

r
( v

m
)

c
+ Brvc

+ Av - | vc |
p

= 0,   Pr > 0, ( 5)

其中 r = | x | t
- B 为自相似变量 # 若 nB < A且奇性解是自相似的, 则 (2) 式变为

limr y ] r
A/ B

v ( r ) = 0且 v I L
1
(0, ] ; r

n- 1
dr ) ,同时(3) 式自动成立,故 u 是自相似强奇性解# 
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1983年 Brezis和 Friedman[ 5]首次证明当 1 < p < 1+ 2/ n 时对 Pc > 0热方程 u t = $u -

u
p
存在唯一的奇性解, 且满足u (#, 0) = cD( #) ;当 p \1+ 2/ n时无奇性解# 不久, Brezis等

[ 6]

又证明当 1 < p < 1+ 2/ n时该方程有唯一的强奇性解# 此后很多学者研究了下述方程

  ut = $( u
m

) - u
q
,   0 < m < ] , q > 1,

  ut = div( | ü
m

|
p- 2¨u

m
) - u

q
,   0 < m < ] , p > 1, q > 1

的奇性解和强奇性解,得到许多好的研究结果(见文献[ 7]至文献[ 10] ) # 自相似解, 奇性解和

强奇性解还可用于刻划上述相应方程 Cauchy问题解的大时间性态,见文献[ 11]至文献[ 14]# 

全文引入记号

  N= (3- m) p - 2, L = 2/ (1- m ) > n,

  H= (1- m) p / m, G= L- ( L+ 1) p < 0# 

为了利用打靶法研究方程( 1)的自相似奇性解,考虑初值问题

  
( v

m
)d +

n - 1
r

( v
m

)
c
+ Brv

c
+ Av - | vc |

p
= 0,   r > 0,

v(0) = a > 0, v
c
(0) = 0# 

( 6)

主要结果如下

定理 1  假设 (1- 2/ n)+ < m < 1 < p < 2# 对任意 a > 0, 设 v ( r ; a) = v( r ) 为问题(6)

的解,则存在 R( a) > 0使得在(0, R( a ) 上 v ( r; a) > 0, vc( r ; a) < 0成立# 此外,还有以下结

论

( Ñ) 若 nB \ A,即(2+ mn) / (1 + n ) [ p < 2,则 R ( a) = ] 且lim
r y ]

r
A/ B

v( r ; a) = k( a )

> 0;

( Ò) 若 nB< A,即1 < p < (2+ mn) / (1+ n) ,则存在唯一 a
*

> 0及集合 A= (0, a
*

) ,

C = ( a
*

, ] ) 使得

1) 当 a I A时, R ( a) < ] 并且 v( R ( a) , a) = 0, ( v
m

)c( R ( a) ; a) < 0;

2) 当 a = a
* 时, R ( a

*
) = ] 并且lim

r y ]
r
A/ B

v ( r ; a
*

) = 0;

3) 当 a I C 时, R ( a) = ] 并且存在常数 k ( a) > 0使得lim
r y ]

r
A/ B

v ( r ; a) = k ( a) ;

( Ó) 上述( Ñ)和( Ò) 3)中的 k( a)关于a连续,严格单增且lim
a g 0

k ( a) = 0或 lim
a g a

*
k ( a) = 0,

lim
ah ]

k ( a) = ] # 

上述定理说明,方程( 1)有自相似强奇性解 u ( x , t ) = t
- A

v( | x | t
- B

; a
*

) 当且仅当 nB<

A# 

1  问题( 6)的解的分类

对任意 a > 0, 利用 Banach不动点理可以证明问题( 6)有唯一的局部解 v ,且 v ( r ) 在 r I
(0, r

*
) 上满足 v ( r ) > 0, vc( r ) < 0,其中 r

* n 1# 若 r 0 \ r
*

, v( r0) > 0,可以证明存在 r̂ >

r 0使得在( 0, r̂ ] 上有 v ( r ) > 0, vc( r) < 0# 记 R ( a) = sup r > 0, | v ( s) > 0, s I [ 0, r ] ,

则[ 0, R( a) ) 是使 v( r ) > 0的最大区间,且在(0, R( a) ) 上 vc( r) < 0, v I C
]

(0, R ( a) )# 
引理 1. 1  设 v 是问题(6) 的解且 R ( a) = ] # 则当 r y ] 时有 v( r ) , vc( r) y 0# 

证明  因为 v > 0且严格单减, 所以 lim
r y ]

v ( r ) = l \ 0# 记 E ( r ) = (1/ 2) | ( v
m

)c |
2

+

( mA/ ( m + 1) ) v
m+ 1

, 直接计算知对任意 r > 0有Ec( r ) < 0,故0 [ E ( r) [ ( mA/ ( m + 1) ) a
m+ 1

且 limr y ] ( v
m

)c( r ) = l 1 [ 0# 再利用方程( 6) 得 l = l 1= 0# 由 m < 1得 limr y ] vc( r ) = 0# 
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证毕# t

引理 1. 2  设 v( r ; a) 为问题(6) 的解, 则 | vc( r ) | [ ( aA)
1/ p

, r I (0, R ( a) )# 

证明  因为 limr y 0( v
m

)d = - aA/ n < 0, 所以存在 r̂ > 0使得 ( v
m

)
d [ 0, r I [ 0, r̂ ]# 由

方程(6) 知在[ 0, r̂ ] 上有 Av ( r ) - | vc( r ) |
p \ 0, 即在 [ 0, r̂ ] 上结论成立; 若存在 rc> r̂ 使

得( v
m

)d( rc) > 0,则存在 r 0使得( v
m

)d( r0) = 0且当 r I ( r 0, rc) 时( v
m

)d( r ) > 0# 于是有 | vc( r 0)

| [ ( aA)
1/ p
和( v

m
)c( r 0) < ( v

m
)c( rc) < 0# 从而 | vc( rc) | < | vc( r 0) | [ ( aA)

1/ p# 证毕# t

由问题( 6) , 在原点附近有 vd( r ) = - ( A/ ( mn) ) a
2- m

+ O( r) ,于是当 r n 1时有 v( r ) =

a - ( A/ (2mn) ) a
2- m

r
2
+ O( r

3
)# 再利用方程( 6)得

  v
m

( r ) = a
m

-
Aa
2n

r
2
-
Aa2- m

(2B+ A) r
4

8mn( n + 2)
-

( Aa2- m
)

p
r
p+ 2

( mn)
p
( n + p ) ( p + 2)

+

    O( r
5
) + O( r

p+ 3
)# ( 7)

作变换 w ( r ) = w ( r ; a) = ( r
L
v )

m
( r ; a) ,用 v = ( r

L
v)

m
( r; a) 代入( 5)式得

  r
2
wd+ ( n - 1- 2mL) rwc+ mL( L- n) w - ( BL- A) w

1/ m
+

    B
m

rw
1/ m- 1

wc-
1

m
pr
G
w
H

| rwc- mLw |
p

= 0# ( 8)

因为 BL- A= 1/ (1- m ) ,记 wa = 5w / 5 a,则 wa 满足线性方程

  L( w a) := r
2
w

d
a + ( n - 1- 2mL) rw

c
a + mL( L- n) wa -

1
(1- m) m

w
1/ m- 1

wa +

    1 - m
m

2 Brw 1/ m- 2
wcwa +

B
m

rw
1/ m- 1

w
c
a -

H
m

pr
G
w
H- 1

| rwc- mLw |
p
wa -

    p

m
pr
G
w
H

| rwc- mLw |
p- 2

( rwc- mLw ) ( rw
c
a - mLwa) = 0# ( 9)

引理 1. 3  若在 (0, r1) 内 wc> 0, 其中 r 1< R ( a)# 则对 Pr I (0, r1) 有 Law a > rwc且

wa( r 1) > 0# 

证明  因为 r ( r
2
wd)c = r

2
( rwc)d,用算子 r( d/ dr ) 作用( 8)式得

  L ( rwc) = (1/ m
p
) Gr

G
w
H

| rwc- mLw |
p

< 0, Pr I (0, R ( a) )# 

在 (0, r1) 上记 w a( r ) = C ( r ) rwc( r ) , 当 r n 1时利用展开式( 7)得

  C( r ) = ( La )
- 1 1+

N
2m

A
mn

p
a

( 2- m)p- m

( n + p ) ( p + 2)
r

p+ 2
+ O( r

p+ 3
) # 

故 C (0) = ( La)
- 1且当 r n 1时有 Cc( r ) > 0# 将 wa = C( r ) rwc代入(9) 式知 C( r ) 满足方

程

  ( r
3
wc) C d( r ) + [ ,] Cc( r ) + C ( r ) L ( rwc) = 0# 

因为在 (0, r1) 上 wc > 0, L ( rwc) < 0,故由上式知在(0, r1) 内 Cc( r) > 0# 因此在(0, r 1) 内

wa = C( r ) rwc > ( La )
- 1

rwc# 再证 wa ( r1) > 0# 记 r 0 = min 1, r 1/ 2 , W是(0, R ( a) ) 上初

始问题 L ( W) = 0, W( r0) = 0和 Wc( r 0) = 1的解, 则在( r 0, r 1] 上 W> 0,因为 W的任意两个

零点之间必有 w a 的零点 # 令 k0 = Cc( r) rwc( r ) | r= r
0

> 0, c0 = C( r0) , 则在(0, R( a) ) 上

L( U) = 0,其中 U= w a - k 0W# 因为 U( r 0) = c0rwc( r ) | r = r
0
, Uc( r 0) = c0( rwc( r ) )c | r= r

0
,

所以若记 U= �C ( r ) rwc( r ) ,则 �C ( r ) 与 C( r ) 满足同一方程# 由 �C ( r 0) = c0 > 0, �Cc( r 0) =

0知 �Cd( r 0) > 0,从而在( r0, r1) 内 �Cc( r ) > 0, U= �C ( r ) rwc > 0,故在[ r 0, r 1] 上 wa \ k0W>

0# 证毕# t

根据引理 1. 3,对任意 a > 0, 定义下面 3个集合
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  A= a > 0 | 存在有限的 R1( a) I (0, R ( a) ) 使得 wc( R1( a) ; a ) = 0 ,

  B= a > 0 | 在(0, ] ) 上 wc( r ; a ) > 0且 limr y ] w ( r ; a) < ] ,

  C = a > 0 | 在(0, ] ) 上 wc( r ; a) > 0且 limr y ] w ( r ; a) = ] # 

因为在原点附近总有 wc( r ; a) > 0,所以若 a /I A则 R( a ) = ] 且在(0, R( a) ) 内 wc > 0,即

A, B和 C互不相交且 A G B G C = (0, ] )# 于是根据初值的取值范围, 问题( 6)的解分成

了三类# 

2  定理 1的证明

引理 2. 1  设 a > 0, 则下列叙述等价

1) a I A;

2) 存在有限的 R1 = R1( a) I (0, R( a) ) 使得在(0, R1) 内wc( r ; a) > 0, 在( R1, R( a) )内

wc( r ; a) < 0且 wd( R1; a) < 0;

3) nB< A且 supr I ( 0, R( a) ) w ( r ; a) < w
*

:= [ 2m( L- n) ]
m/ (1- m)

;

4) R( a ) < ] 且( v
m

)c( R( a) ; a) < 0# 

证明与文献[ 7]的引理 4. 1类似,这里略去其证明# 

注 1 由引理 2. 1 知 A是开集# 此外若 nB \ A则 A= ª , 由下面的引理 2. 2 及其推论还知 B= ª , C

= (0, ] )# 

定理 2  设 nB< A,则存在 a* I (0, ] ) 使得 A= (0, a* )# 

证明  先证 A X ª# 为此对 E n 1 , 考虑初值问题

  
( v

m
)d +

n - 1
r

( v
m

)c+ Brv + Av - | vc |
p

= 0,

v(0) = E, vc(0) = 0# 
( 10)

设 v ( r ; E) 是问题(10) 的解,记 zE( t ) = v ( r ; E) / E, t = rE( 1- m )/ 2
, 则 zE满足

  
( z

m
E )

d
+

n - 1
t

( z
m
E )c+ Btz

c
E+ AzE- E

N/ 2
| z

c
E |

p
= 0,

zE(0) = 1, z
c
E(0) = 0# 

( 11)

显然,对任意 t \ 0, E> 0有 z E( t ) [ 1, | ( z
m
E )c( t ) | < (2mA/ ( m + 1) )

1/ 2# 设(0, TE) 是 zE>

0的最大区间, 则在(0, TE) 上 z
c
E< 0# 

考虑问题

  
( z

m
)d+

n - 1
t

( z
m

)c+ B tzc+ Az = 0,

z (0) = 1, zc(0) = 0# 
( 12)

我们断言存在有限的 t 0 > 0使得问题(12) 的解满足 z ( t 0) = 0且在(0, t 0) 上 z ( t ) > 0, zc( t )

< 0# 事实上,若在(0, ] ) 内 z ( t ) > 0成立,则

  ( z
m

)c( t ) + Btz =
1

t
n- 1Q

t

0
Q

n- 1
( nB- A) z ( Q)dQ< 0,   P t > 0# ( 13)

从而存在常数 D> 0使得当 t \ 1时有Q
t

0
Qn- 1

( nB- A) z ( Q) < - D, 于是

  ( z
m

)c+ Btz < - Dt 1- n
,   t \ 1# ( 14)

当 n [ 2 时, 由 (14) 式得 ( z
m

)c < - Dt 1- n# 当 n > 2 时, 利用不等式 Btz + Dt 1- n
>
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( Btz )
1- 2/ n

( Dt 1- n
)
2/ n

= B1- 2/ nD2/ n
t
- 1

z
m (1- M)

, M = 2( L - n) / ( mnL) > 0 得 ( z
m

)c < -

B1- 2/ nD2/ n
t
- 1

z
m( 1- M)# 因此当 t 适当大时都有 z

m
( t ) < 0# 矛盾# 再由(13) 式得( z

m
)c( t0) <

0# 

取0< E, F0 n 1使得0 < t 0- t 1 n 1, E [ ( t 1/ t 2)
2( n- 1) /N且满足

  
z ( t1) < F0, ( z

m
)c( t 1) <

1
2

( z
m

)c( t 0) ,

1
2

( z
m
)c( t 0) + Bt 0F0+

2mA
m + 1

( p- 1) / 2
m

1- p

(1- m) p + m
F(1- m )p+ m
0 < 0# 

( 15)

由解对参数的连续依赖性知 TE> t 1且 zE( t 1) = F< F0, ( z
m
E )c( t 1) < ( z

m
)c( t 0) / 2# 利用 zE,

( z
m

)
c
E的有界性,由方程( 11)得

  t
n- 1

( z
m
E )c+ BtnzE c <

    t
n- 1

( nB- A) zE- m
1- p 2mA

m + 1

(p- 1) / 2

EN/ 2
z

(1- m )( p- 1)
E z

c
E # 

从 t 1 到 t < min TE, t 2 对上式积分并利用( 15)式得

  t
n- 1

( z
m
E )c( t ) + BtnzE( t ) <

    t
n- 1
1

1
2

( z
m

)c( t 0) + Bt0F0 +
2mA

m + 1

(p- 1) / 2
m

1- p

(1 - m) p + m
F

(1- m )p+ m
0 :=

    - D< 0# 

故 ( z
m
E )c+ Btz E< - Dt 1- n

, t I ( t 1, min TE, t 2 )# 类似于对(14) 式的分析,若 TE= ] ,则存在

t̂ = t̂ ( D, B, m, n) 使得 z
m
E ( t̂ ) = 0且 t̂ I ( t 1, t2) , 矛盾# 从而 TE < ] 且( z

m
E )c( TE) < 0,由

引理 2. 1得(0, E) < A# 

其次,证明 A是开区间# 设 a I A, 则wd( R1( a) ; a) < 0且 wc( R1( a) ; a) = 0# 利用

隐函数定理,知方程 wc( R1; a) = 0在 a的邻域内存在唯一解R1 = R 1( a)# 因为 A是开集,

所以 R1( a) 是 A上的 C
1
_函数# 对 a I A,记 m( a) = w( R1( a) ; a) , 则有

  dm ( a)
da

= wc( R1; a)
dR1( a)

da
+ wa = w a > 0# 

由此,假设 ( a1, a2) < A且 a1 > 0, 则由解对初值的连续依赖性有

  sup
r I ( 0, R( a

1
) )

w ( r ; a1) [ lim
a g a

1

m( a) <
m ( a1+ a2)

2
< w

*
,

再利用引理2. 1得 a1 I A,即 A是开区间# 证毕# t

引理 2. 2  设 a > 0# 则 a I C Z sup r I (0, R( a) ) w ( r ; a) > w
* # 

证明  直接由 C的定义可得/ ] 0# 下证/ a0# 由 sup r I (0, R( a) ) w ( r ; a) > w
* 及引理211

知 w ( r ; a ) 在(0, ] ) 内严格单增# 若 ŵ = limr y ] w < ] ,则存在序列 r j 使得( rwc) | r= r
j
,

( r
2
wd) | r= r

j
y 0# 在(8) 式中取 r = r j y ] 得 ŵ = w

*
,但 ŵ > w

*
,矛盾# 故 limr y ] w =

] , a I C# 证毕# t

推论 1  设 a > 0# 则B是闭集且 a I B Z supr I ( 0, R( a)) w ( r ; a) = w
* # 

定理 3  存在 a
* \ 0使得 C = ( a

*
, ] ) , 且对任意 a I C存在常数 k ( a) > 0使得

limr y ] r
A/ B

v ( r ; a) = k ( a)# 另外, k( a) 关于 a 连续, 严格单增且满足

  lim
a g a

*
k ( a) = 0, lim

ah ]
k ( a) = ] # ( 16)
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证明  第 1步  先证 C是开区间# 设 Ŝ( a) 是满足 v( Ŝ( a) ; a) = a/ 2的唯一点,由引理

112可证当 a y ] 时 Ŝ( a) y ] # 故当 a适当大时w ( Ŝ( a) ; a) = ( ŜL( a) a/ 2)
m

> w
*

,即( a ,

] ) < C# 再利用引理2. 2及解对初值的连续依赖性知C为开集# 对任意固定的 r , 由引理1.

3知 w关于a严格单增,由此知C= ( a
*

, ] ) ,其中 a
*

= inf a> 0 | limr y ] w ( r ; a) > w
* # 

第 2步  记 S= lnr# 因为 v 严格正, 可将 v 写为 v ( e
S
) = v (1) exp - Q

S

0
+( s)ds # 又

vc( r) < 0, wc( r ) > 0, 故对 PS I (- ] , ] ) 有0 < +( S) < L# 记 r (d/ dr ) = d/ dS= / #0,

将上述变换代入(5) 式, 并利用 r
2
v
1- m

= w
1/ m- 1

( r; a) 得

  Û+ = J ( +, S) := m+ 2
+ (2 - n ) + +

    m
- 1

[ A- B+ - +ap e- pS
v

p- 1
( eS) ] w

1/ m- 1
( eS)# ( 17)

因 a I C,故当 S y ] 时 w ( e
S
) y ] , v( e

S
) y 0# 因此对 PE> 0,存在 SE > 0使得当 S>

SE, + I (0, ( A- E) / B] 时有 J ( +, S) > 0;当 S> SE, + I [ ( A+ E) / B, L) 时有 J ( + , S) < 0# 

于是 limSy ] + ( S) = A/ B# 利用上下解方法还可进一步证明以指数为

  R = min
( p - 1) A

2B , 1-
( 1- m ) A

2B

的衰减速率 +( S) y A/ B# 事实上, 记函数 +-
( S) = ( A/ B) (1- (1/ 2A) eR( T- S)

) , S > T# 

为证 +
-

( S) 是方程(17) 的下解, 取 T m 1使得当 S \ T 时有 e
- pS

v
p- 1

( e
S
) < 1/ (4L

p
) 及

  A
2B < + ( S) <

A
B +

1
2 L-

A
B , ( 18)

  ( +-
( S) )

p e- pS
v

p- 1
( eS) <

    Lpe- pT
v

p- 1
( eT

) exp - ( p - 1)Q
S

T
+ ( s)d s [ 1

4
eR( T- S)

,

  w
1/ m- 1

( eS) = w
1/ m- 1

( eT
) exp Q

S

T
(2 - (1 - m ) + )ds \

    w
1/ m- 1

( e
T

) e
R( S- T )

,

  ( A- B+
-

( S) - ( +
-

( S) )
p
e

- pS
v

p- 1
( e

S
) ) w

1/ m- 1
( e

S
) \ 1

4
w

1/ m- 1
( e

T
)# 

故当 S > T 且T m 1时有

  d +-
( S)

dS
- J ( +

-
, S) [ A

2B
(2n + R) -

1
4m

w
1/ m- 1

( e
T
) < 0# ( 19)

由( 18)式、( 19)式及比较原理得 + ( S) > +-
( S) , S > T# 类似可证当 T 充分大时 ++

( S) =

( A/ B) (1 + (1/ 2A) ( L- ( A/ B) ) e
R(T- S)

) 是(17) 式的上解# 于是 | + ( S) - A/ B | [ ce
R(T- S)

,

r ( r
A/B

v ( r ) )c = O( r
- R

) , 因此

  r
A/ B

v ( r ) = v (1) exp - Q
lnr

0
+( s) -

A
B

ds y

    v(1) exp - Q
]

0
+ -

A
B

ds := k ( a) > 0# 

第 3步  证明( 16)式# 因为对 r I (0, ] ) 有( v
m

) a = r
- mL

wa > 0,故 k ( a) 在( a
*

, ] ) 上

连续,非减# 由引理1. 3得( r
A/ B

v( r ) ) a \(1/ La) ( L- A/ B) r
A/ B

v( r ) + r ( r
A/ B

v( r ) )c # 对任

意 a
*

< a1 < a2,

104 石   佩   虎    王   明   新



  k ( a2) - k ( a1) = lim
r y ]Q

a
2

a
1

r
A/ B

va( r ; a)da \Q
a
2

a
1

L- A/ B
La

k ( a)da > 0,

即 k ( a) 严格单增# 

若 lima g a
* k ( a) > 0,则 sup r I (0, R( a

*
)) w ( r ; a

*
) = supr I ( 0, R( a

*
) ) r

mL
v

m
( r ; a

*
) > w

*
,即

a
* I C, 矛盾 # 故 lima g a

* k ( a) = 0# 最后, 若 K ( r ) = r
A/ B

v( r ) 在 r1 处取得极大值, 则

Kc( r1) = 0, Kd( r1) [ 0,即 Br1vc( r 1) + Av( r 1) = 0和 r
2
1vd( r 1) [ ( ( A+ B) / B2) Av ( r1)# 将这

些关系式代入方程(5) 得K ( r 1; a) [ k0( m, n, p )# 故若 K ( r1; a) > k 0,则K 在( r 1, ] ) 上单

增# 由第 1 步的证明知当 a m 1 时 ŜA/ B
( a) v( Ŝ( a) ; a) > k 0# 因此 lima h ] k ( a) \

lima h ] [ Ŝ
A/ B

( a) v ( Ŝ( a) ; a) ] = ] # 证毕# t

定理 4  设 nB< A# 则 B= a* = a
*
且有 limr y ] r

A/ B
v( r ) = 0# 

证明  由定理 2和定理 3知B= [ a * , a
*

] ,又由 L> A/ B及推论 1知定理的极限部分成

立# 要证剩余的结论,我们先证当 a I B时有 limr y ] rwc( r ; a) = 0# 证明分为( � ) (2B-

1) ( L- n) - mL= 0和( � ) (2B- 1) ( L- n) - mL X 0两种情形# 

对情形( � ) ,用定理 3的方法,记 S= lnr , v( e
S
) = v( 1) exp - Q

S

0
+( s )ds ,则 +满足(17)

式且 0 < + < L# 对任意给定 0 < E< ( L- n) / m,我们断言 �+ ( S) = L- E是方程(17) 的

下解# 事实上,当 S充分大时有

  d�+( S)
dS

- J ( �+ , S) < -
mE

2

2
+ �+pe- pS

v
p- 1

( eS) w
1/ m- 1

( eS) < 0# 

又由 w y w
* 知存在序列 Sj 使得 +( Sj ) y L,故当 S适当大时由比较原理得 L- E [ + ( S )

< L, 从而 + ( S) y L, rwc = ( L- +) w y 0# 对情形 ( � ) , 若对 r m 1, rwc 单调, 则

limr y ] rwc( r ) = 0# 若 Pr m 1, rwc在( r , ] ) 上不单调,即 rwc在 ] 附近振荡无穷多次# 取

rwc的极大值点 rj 使得 rj y ] 及0 = ( rwc)c | r
j
= ( rwd+ wc) | r

j
,将 r

2
jwd( r j ) = - r jwc( r j ) 代

入(8) 式知 limj y ] r jwc( rj ) = K且满足( (2B- 1) ( L- n) - mL) K= 0,故 limr y ] rwc= K= 0# 

  其次,记 S = lnr, rwc= Ûw , 则当 S充分大时(9) 式中的线性算子 L具有如下形式

  L ( <) = <
&
+ [ b + o(1) ] <

#
- [ c + o(1) ] <,

其中 b 为常数, c = 2( L- n) > 0, 当 S y ] 时 o (1) y 0# 因此当 T m 1时,在( T , ] ) 上初

值问题 L ( <1) = 0, <1( T) = 0, <
#
( T) = 1的解 <1( S) 当 S y ] 时以指数速率趋于 ] # 另外,

在证明引理 1. 3时得到在( r0, ] ) 上 w a > k0W> 0# 因为 W与w a线性无关,所以它们中必有

一个无界# 于是当 r y ] 时 wa y ] # 因此若 a* < a
*

, 则由 Fatou引理有

  0 = lim
r y ]

( w ( r ; a
*

) - w ( r ; a* ) ) = lim
r y ]Q

a*

a
*

wa( r ; a)da \

    Q
a
*

a
*

lim inf
r y ]

wa( r ; a)da = ]

矛盾# 于是 a
*

= a* # 证毕# t

定理 1的证明  由定理 2至定理 4立即得到定理 1的结论# t
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Self_Similar Singular Solution of Fast Diffusion

Equation With Gradient Absorption Terms

SHI Pei_hu,  WANG Ming_xin

( Depar tment of Mathema tics , Southeast Un iver sity , Nanjin g 210096, P . R . China )

Abstract: The self_similar singular solution of the fast diffusion equation with nonlinear gradient ab-

sorption terms had been studied. By a self_similar transformation, the self_similar solutions satisfy a

boundary value problem of nonlinear ODE. Using the shooting arguments, the existence and uniqueness

of the solution to the initial data problem of the nonlinear ODE had been investigated, the solutions are

classified by the region of the initial data. The necessary and sufficient condition for the existence and

uniqueness of self_similar very singular solutions is obtained by the investigation of the classification of

the solutions. In case of existence, the self_similar singular solution is very singular solution.

Key words: fast diffusion equation; gradient absorption; self_similar singular solution; very singular

solution
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