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摘要 :  对现有连续统场论中存在若干有关兼容性问题进行了简略的评论1 根据重建的极性的连

续统基本定律阐述三类兼容性问题1 第一类是讨论各基本定律间的兼容性问题1 第二类是讨论

微极连续统基本定律兼容一般连续统基本定律的问题1 第三类是讨论微极连续统基本定律兼容

刚体动力学基本方程的问题1 推导出的结果有助于深刻理解各种连续统理论的基本定律体系的

结构和它们之间的联系1 明确地指出,在传统的连续统场论的基本均衡定律的框架下, 相容性问

题是不可能自然地得到解决1 
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引   言

本文是文献[ 1]至[ 10]的直接延续1 

Eringen在他最近出版的两卷本专著/微连续统场论0 [ 11_12]中把微连续统分为微态(具有可

变形方向子)、微拉伸(只具有拉伸方向子)和微极(具有刚性方向子)连续统三类1 接着, 他又

于2002年出版了新著/非局部连续统场论0 [ 13] 1 

这3部新著与以前由他本人主编的/连续统物理,第Ô卷0 [ 14] (已分成微极场论、非局部场

论、非局部微极场论 3个分册译成中文)相比较,除了增加许多系列新研究成果外,最突出的差

异就是后者用公理去建立质量、动量、角动量和能量守恒定律,并由此推导出相应的均衡方程,

而前者则一律改为用能量均衡定律在 Galileo 变换群下为形式不变性的条件推导出质量、动

量、角动量和能量均衡方程的1 
在传统的各种极性连续统基本定律体系中,质量和动量均衡方程均具有相同的形式,所有

能量守恒定律都是非耦合的,而且从它们也推导不出完整的动量矩均衡方程,亦即, 这些基本

定律之间并不存在兼容性1 为了克服这类理论的缺陷,一些作者, 包括前面提到的 Eringen,都

是采用刚体运动下不变性的附加条件,进行相当麻烦的推导, 给出所期望的结果,这便是在连

续统场论中存在的一类兼容性问题1 
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我们认为产生这类理论缺陷的根源是基本定律本身不完整所引起的1 为此我们从 2001

年以来,先后提出过非传统的半耦合型和耦合型能量守恒定律和功率能率原理,从而可以不必

采用刚体运动下不变性这样附加条件即可自然地推导出质量、动量、角动量和能量均衡方程1 
下面举几个现有的例子加以说明1 

1986年 Nowacki[ 15]提出微极热磁弹性理论, 并借助于刚体运动下不变性要求推导出所有

均衡方程和部分边界条件1 针对这种不完整的表述, 我们在文献[ 16]中提出的半耦合型

Hamilton原理就自然地推导出所有均衡方程和边界条件, 并没有引用任何附加条件1 

1992年 Eringen[ 17]已经开始改变他本人以前公设微态连续统理论基本定律推导均衡方程

的方法,并用全局能量均衡定律服从任意常值速度平移和角速度转动不变性的要求,推导出运

动方程和局部能量均衡方程1 事实上, 我们已在文献[ 18]和文献[ 19]中针对这类问题分别提

出一个耦合型的能量守恒定律及新的功能和功率能率原理,从而可以自然地推导出微态连续

统的局部均衡方程, 并从后者还另推导出所有边界条件,而且没有去用刚体运动不变性这样的

附加条件1 
1993年 Ciarletta和 Iesan在专著[ 20]中系统地研究了非经典弹性固体理论1 他们也是利

用刚体运动不变性要求, 并经过相当繁冗的推导才给出相应的均衡方程1 面对这个问题,我们

在文献[ 21]中提出一个半耦合型的功率和能率原理,并在没有引用文献[ 20]中附加条件的情

况下,直接给出与之相同的结果1 

1991年 Green和 Naghdi[ 22]曾试图放弃刚体运动下不变性要求, 从热力连续统能量守恒定

律推导出质量、动量、角动量和熵均衡方程,但是没有完全做到1 因为角动量均衡方程并不是
自然推导出来的,而是人为引进的1 

另一类兼容性问题是极性连续统基本均衡定律能否兼容非极连续统的相应结果1 显然,

在传统的微极连续统基本定律中, 略去微极效应即可兼容经典连续统的结果, 这是顺理成章

的1 但是,由于传统的微极连续统基本定律体系是非耦合的,因而,它并不能兼容我们在 2002

年建立起来的耦合的一般连续统基本定律体系,请参阅文献[ 23_24] 1 
还有一类兼容性问题是指微极连续统变成刚体时, 前者的基本定律能否兼容刚体动力学

基本方程1 实际上, 传统的微极连续统基本定律体系实现不了这类理应做到的兼容性,因此,

我们可以把这一事实看作是传统的微极连续统理论中的一个悖论1 
本文的目的,就是要根据我们在文献[ 25]中提出的非传统(耦合)的微极连续统能量守恒

定律,探讨前述三类兼容性问题1 具体点说, 就是要弄清楚各种连续统理论基本定律之间究竟

谁能兼容谁的问题, 并为解除本夏指出的上述悖论给出一个较为明确的答案1 
为说明问题和节省篇幅, 本文将直接给出一些结果1 为了方便和清晰起见,我们在本文中

将分别对下列三类兼容性问题加以讨论1 

1  第一类兼容性问题

这一类,主要研究微极连续统基本定律之间的兼容性问题1 
1. 1  非传统的微极连续统基本定律和均衡方程

1) 质量守恒定律和均衡方程

  d
dtQV

Qdv = 0, ( 1a)

  ÛQ+ Q #̈( v + C@ x) = 0, ( 1b)
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式中 Q、v 和 C分别为质量密度、速度和微角速度1 
2) 动量均衡定律和均衡方程

动量均衡定律可写成

  d
dtQV

Q[ v+ C@ ( x + N) ] dv - QA
t ( n) da - QV

Qf dv = 0, ( 2a)

式中 N为微体积元内距其质心的位置矢量, t ( n) 为面力矢量, f 为体力矢量1 应用Green_Gauss

定理和质心定理后, 上式可被整理成下列形式:

  QV
[ (ÛQ+ Q #̈( v + C@ x) ) ( v+ C@ x ) ] +

    [ Q( ( v+ C@ x)
#
- f ) ] - #̈t dv = 01 ( 2a)c

考虑到式( 1b) ,则由上式得到动量均衡方程

  [ Q( ( v + C@ x)
#
- f ) ] - #̈t = 01 ( 2b)

由此可见, 动量均衡定律可以兼容质量守恒方程和动量均衡方程1 
3) 角动量均衡定律和均衡方程

角动量均衡定律可写成

  d
dtQV

Q[ ( x + N) @ ( v+ C@ ( x + N) ) ] dv - QA
( x @ t ( n) + m ( n) )da -

    QV
Q[ ( x + N) @ f + l ] dv = 0, ( 3a)

式中 m ( n)和 l分别为面矩矢量和体矩密度1 应用Green_Gauss定理和质心定理,则上式可改写

成下列形式:

  QV
[ (ÛQ+ Q #̈( v + C@ x) ) ( ( x + N) @ ( v+ C@ ( x + N) ) ) ] +

    [ x @ ( ( Q( v + C@ x)
#
- f ) - #̈t ] +

    [ Q( ÛR- l ) - E: t - #̈m] dv = 01 ( 3a)c

考虑到式( 1b)和( 2b) ,则由上式得到角动量均衡方程

  Q( ÛR - l ) - E: t - #̈m = 0, ( 3b)

式中 R为自旋密度, t 为应力张量, m 为偶应力张量1 
由此可见, 角动量守恒定律兼容质量、动量、角动量均衡方程1 
4) 能量守恒定律和均衡方程

能量守恒定律可写成

  d
dtQV

Q E+ 1
2
( ( v+ C@ ( x + N) )#( v+ C@ ( x + N) ) ) dv -

    QA
[ t ( n)#( v+ C@ x ) + m( n)#C] d a + QA

q#d a -

    QV
Q[ f#( v + C@ ( x + N) ) + l#C] dv - QV

Qhdv = 0, ( 4a)

式中 E、q 和h 分别为内能密度、热矢量和热源密度1 应用 Green_Gauss定理和质心定理后,上

式可被整理成下列形式:

QV
[ ( ÛQ+ Q #̈( v + C@ x) ) ( E+ K ) ] + [ Q( ( x + C@ x)

#
- f ) - #̈t ] #v+

  [ x @ ( Q( ( v + C@ x)
#
- f ) - #̈t ) + ( Q( ÛR - l ) - E: t - #̈m) ] #C+

  [ QÛE- t : v̈ - ( m + x @ t ) : ¨C+ #̈q - Qh] dv = 01 ( 4a)c
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式中 K 表示动能1 
考虑到式( 1b)、( 2b)和( 3b) ,则由上式可得局部能量均衡方程

  QÛE- t : v̈ - ( m + x @ t ) : ¨C+ #̈q - Qh = 01 ( 4b)

反过来看,由于内能和动能之和 ( E+ K ) , 速度 v和微角速度C都是任意的和独立的物理量,它

们的系数必须为 0, 因此,由( 4a)c即可给出下列质量、动量、角动量和能量均衡方程

  ÛQ+ Q #̈( v + C@ x) = 0, ( 1b)

  Q( ( x + C@ x)
#
- f ) - #̈t = 0, ( 2b)

  Q( ÛR - l ) - E: t - #̈m = 0, ( 3b)

  QÛE- t : ¨v- ( m + x @ t ) : ¨C+ #̈q - Qh = 01 ( 4b)

这里我们并没有像其他作者那样去用刚体运动不变性的附加条件,就已自然地而且同时

给出上列结果1 
由此可见, 非传统的能量守恒定律( 4a)可以兼容质量、动量、角动量和能量均衡方程1 
5) 熵均衡定律和均衡方程

熵均衡定律和均衡方程可以写成下列形式(例如, 文献[ 11] )

  d
dtQV

QGdv +QA

q
T

#da - QV

Qh
T

dv = 0, ( 5a)

  QÛG+ #̈ q
T

-
Qh
T

= 0, ( 5b)

式中 G和T 分别为熵密度和绝对温度1 
为了进行比较, 取

  E= W+ TG, p = q/ T , s = h/ T ,

式中 W为自由能,于是式( 4a)c可改写成下列形式:

QV
[ ( ÛQ+ Q #̈( v + C@ x) ) ( E+ K ) ] + [ Q( ( v+ C@ x )

#
- f ) - #̈t ] #v +

  [ x @ ( Q( ( v + C@ x)
#
- f ) - #̈t ) + ( Q( ÛR - l ) - E: t - #̈m) ] #C+

  [ ( QÛG+ #̈p - Qs ) T ] + [ Q( ÛW+ ÛTG) + p# T̈ - t : ¨v-

  ( m + x @ t ) : ¨C] dv = 01 ( 4a)d

由于 ( E+ K )、v、C和T 均为任意的和独立的物理量, 所以它们的系数必须为 0,于是由上

式可以自然地而且同时给出下列均衡方程:

  ÛQ+ Q #̈( v + C@ x) = 0, ( 1b)

  Q[ ( v + C@ x)
#
- f ] - #̈t = 0, ( 2b)

  Q( ÛR - l ) - E: t - #̈m = 0, ( 3b)

  QÛG+ #̈p - Qs = 0, ( 5b)

  Q( ÛW+ ÛTG) + p# T̈ - t : ¨v- ( m + x @ t ) : ¨C= 01 ( 6)

这里,式( 6)可称为Clausius_Duhem等式1 
由此可见,非传统的能量守恒定律( 4a)可以兼容质量、动量、角动量和熵均衡方程以及

Clausius_Duhem等式1 
1. 2  传统的微极连续统基本均衡定律和均衡方程

很显然,如果在式( 4a)中取 C@ x = 0, 其余各项保持不变, 即可直接写出传统的微极连续

统能量守恒定律

  d
dtQV

Q E+
1
2
( v + C@ N)#( v + C@ N) dv -
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    QA
[ t ( n)#v + m( n)#C] d a - QA

q#d a -

    QV
Q[ f#( v + C@ N) + l#C] dv - QV

Qh dv = 01 ( 7)

应用 Green_Gaurs定理和质心定理后,则上式可被整理成下列形式:

  QV
[ (ÛQ+ QV#v) ( E+ Kc) ] + [ Q( Ûv - f ) - #̈t ] #v +

    [ ( ( x @ ( Q(Ûv - f ) - #̈t ) ) + ( Q( ÛR- l ) - #̈m) ) ] #C+
    [ QÛE- t : v̈ - m: ¨C+ #̈q - Qh] = 01 ( 7)c
由于 E、Kc(传统的动能)、v、C均系任意的和独立的物理量,因此它们的系数必须为 0,则

由式( 7)c只能得到下列非耦合的结果:

  ÛQ+ Q #̈v = 0, ( 8)

  Q( Ûv - f ) - #̈t = 0, ( 9)

  Q( ÛR - l ) - #̈m = 0, ( 10)

  QÛE- t : ¨v- m : ¨C+ #̈q - Qh = 01 ( 11)

这些便是现有有关微极连续统场论的专著和教科书中,由能量守恒定律所能导出的结果(例如

文献[ 11, 14] ) 1 
然而, 式( 10)和( 11)并不是传统的微极连续统角动量和能量均衡方程1 因此为了能在传

统的极性连续统理论框架下,也能使能量守恒定律兼容所有传统的均衡方程, Eringen 在专著

[ 11]中,根据他本人提出的/能量均衡定律是 Galileo变换下的形式不变性0这条公理,和/ 对能
量均衡定律的每个 Galileo群都有一个相应的微连续统力学的均衡定律0这个定理, 经过麻烦

的运算,才最后给出下列传统的微极连续统均衡方程:

  ÛQ+ Q #̈v = 0, ( 8)

  Q( Ûv - f ) - #̈t = 0, ( 9)

  Q( ÛR - l ) - E: t - #̈m = 0, ( 3b)

  QÛE- t : ( v̈ - E#C) - m : ¨C+ #̈q - Qh = 01 ( 12)

由此可见,传统的基本均衡定律体系是不完整的1 

2  第二类兼容性问题

这一类,主要研究非传统的微极连续统基本均衡定律与其它各种非极连续统的之间的兼

容性问题1 下面分 3种情况进行讨论1 
2. 1  较为完整的非极连续统基本均衡定律和均衡方程

在非传统的微极连续统能量守恒定律( 4a)c和( 4a)d中,把微角速度 C改用为自然的转动速

率 H, 即可直接得到较为完整的非极连续统的质量、动量、角动量和能量均衡方程以及熵均衡

方程和Clausius_Duhem等式:

  ÛQ+ Q #̈( v + H@ x) = 0, ( 13)

  Q[ ( v + H@ x)
#
- f ] - #̈t = 0, ( 14)

  Q( 2 - l ) - E: t - #̈m = 0, ( 15)

和    QÛE- t : ¨v- ( m + x @ t ) : Ḧ+ #̈q - Qh = 0 ( 16)

以及   QÛG+ #̈p - Qs = 0 ( 5b)

和    Q( ÛW+ ÛTG) + p# T̈ - t : ¨v- ( m + x @ t ) : ¨H= 01 ( 17)

式中 2 = I#H可称为宏自旋密度1 

151重建极性连续统理论的基本定律和原理( Û) ) ) ) 兼容性问题



若略去热效应, 则式( 13) ~ 式( 17)即归结为我们在文献[ 23]中给出的结果1 
2. 2  修正的经典连续统理论(偶应力理论)基本均衡方程组

在非传统的微极连续统能量守恒定律( 4a)c和( 4a)d中,把微角速度 C改用为定义的转动速

率 B= ( ¨@ v) / 2, 即可直接得到修正的非极连续统的质量、动量、角动量和能量均衡方程以

及熵均衡方程和 Clausius_Duhem等式:

  ÛQ+ Q #̈( v + B@ x) = 0, ( 18)

  Q[ ( v + B@ x)
#
- f ] - #̈t = 0, ( 19)

  Q( S - l ) - E: t - #̈m = 0 ( 20)

和    QÛE- t : ¨v- ( m + x @ t ) : B̈+ #̈q - Qh = 0 ( 21)

以及   QÛG+ #̈p - Qs = 0 ( 5b)

和    Q( ÛW+ ÛTG) + p# T̈ - t : ¨v- ( m + x @ t ) : ¨C= 0, ( 22)

式中 S = I#H可称为偶应力理论的自旋密度1 
若略去热效应,则式( 18) ~ ( 21)即归结为我们在文献[ 26]中给出的修正的经典连续统力

学均衡方程组1 
若略去定义的转动速率,即取 B= 0, 并改用右散度记法,则式( 18) ~ ( 21)、( 5b)、( 22)便归

结为

  ÛQ+ Q #̈v = 0, ( 1b)

  Q( Ûv - f ) - t#¨= 0, ( 2b)

  Ql - E: t + m#¨= 0, ( 23)

  QÛE- t : ¨v+ #̈q - Qh = 0, ( 24)

  QÛG+ #̈p - Qs = 0, ( 5b)

  Q( ÛW+ ÛTG) + p# T̈ - t : ( v )̈ = 01 ( 25)

这些表达式刚好是黄在他的专著[ 27]中推导出的经典热力连续统理论的基本均衡方程组1 
2. 3  经典连续统理论基本均衡方程组

在2. 2节导出的均衡方程组中,再令 l = m = 0, 则得下列经典连续统理论基本均衡方程

组:

  ÛQ+ Q #̈v = 0, ( 1b)

  Q( Ûv - f ) - t#¨= 0, ( 2b)

  E: t = 0, ( 26)

  QÛE- t : ¨v+ #̈q - Qh = 0, ( 24)

  QÛG+ #̈p - Qs = 0, ( 5b)

  Q( ÛW+ ÛTG) + p# T̈ - t : ( v )̈ = 01 ( 25)

这些表达式也包括了 Green 和 Naghdi在文献[ 22]中给出的全部结果1 这里需要指出的
是,式( 26)是他们直接引进的,而不是像本文这样自然地推导出来的1 

3  第三类兼容性问题

这一类,主要研究非传统的微极连续统能量守恒定律, 也可兼容刚体动力学基本方程的问

题,也就是要解除当微极连续统变成为刚体时,前者的基本方程不能归结为后者的这个/悖论0
的问题1 

对于刚体而言,在非传统的微极连续统理论基本定律中取 E= h = 0, t ( n) = m ( n) = q =

0, t = m = 0, C= X (刚体角速度) , x = r
c
(质心位置矢量) , N= r

p , c
(任意点 p 到质心的位
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置矢量) , v+ C@ N= v
p
, v = Ûrc (质心速度) , Qdv = dL, V = B (整个刚体) ,则可得到下列刚

体动力学的基本定律和方程组1 
1) 质量守恒定律

式( 1a)归结为

  d
dtQB

dL = 0 ( 27a)

即    ÛM = 0, M = const1 ( 27b)

2) 动量守恒定律

式( 2a)归结为

  d
dtQB

( v
c
+ X @ r

p , c
)dL= QB

fdL1 ( 28a)

应用质心定理, 并考虑到式( 27a) ,则得

  d vc

dt
= F , ( 28b)

式中 F为合力1 式( 28b)即 Euler第一定律1 
由此可见, 式( 28a)兼容( 27a)和( 28b) 1 
3) 动量矩守恒定律

式( 3a)归结为

  d
dtQB

( r
c
+ r

p , c
) @ ( v

c
+ X @ r

p , c
)dL= QB

[ ( r
c
+ r

p , c
) @ f + l ] dL1 ( 29a)

应用质心定理, 上式可改写成下列形式:

  d
dtQB

( r
c
+ v

c
+ r

p , c @ X @ r
p , c

) dL= QB
[ ( r

c @ f ) + l ] dL1 ( 29a)c

考虑到式( 27a)和( 28a)则得

  d
dt

( I# X) = G, ( 29b)

式中 I# X = r
p , c @ X @ r

p , c 可称为刚体自旋矢量, G 为合力矩1 式( 29b)即 Euler第二定律1 

由此可见,式( 29a)c兼容式( 27a)、( 28a)和( 29b) 1 
4) 动能守恒定律

式( 4a)归结为

  d
dtQB

1
2
( v

c
+ X @ r

p , c
)#( vc + X @ r

p , c
)dL=

    QB
[ f#( vc + X @ r

p , c
) + l#X] dL1 ( 30a)

应用质心定理, 则由上式可同时得到

  dM / dt = 0, , ( 27b)

  dv
c
/ dt = F , ( 28b)

  d
dt

( I# X) = G, ( 29b)

由此可见, 动能守恒定律( 30a)兼容式( 27b)、( 28b)和( 29b) 1 
Wang曾在他的专著[ 28]中详细地阐述了刚体动力学的基本原理,并且指出连续统力学中

的Cauchy 第一和第二定律与刚体动力学的 Euler第一和第二定律可以兼容1 但从我们这里所
得的结果可见, 他所指的 Cauchy 第二定律并不能与 Euler第二定律兼容1 
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4  结   语

1) 从本文所论微极连续统力学基本定律的兼容性问题的过程和结果,可以清晰地看出,

各种连续统理论基本定律体系的结构和它们之间的联系1 同时也可清晰地看出,能量守恒定

律的主导作用1 
2) 与我们提出的非传统的微极连续统基本定律和均衡方程体系对比,即可清晰地看出,

其它现有各连续统理论的传统的基本定律和均衡方程体系的不完整性程度1 
3) 这里我们愿着重指出的是, 许多作者在他们专著中, 为了由能量守恒定律推导出其它

均衡方程时必须用附加的刚体运动下的不变性要求是多此一举1 
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Renewal of Basic Laws and Principles for

Polar Continuum Theories(Û) )
Consistency Problems

DAI Tian_min

( Depa rtment of Mathema tics & Cent er for the Applicati on of Ma thematics ,

L ia oning Un iver sity , Shenyang 110036, P . R . Chin a )

Abstract: Some consistency problems existing in continuum field theories are briefly reviewed. Three

arts of consistency problems are clarified based on the renewed basic laws for polar continua. The

first art discussed the consistency problems between the basic laws for polar continua. The second art

discussed the consistency problems between the basic laws for polar continua and for other nonpolar

continua. The third art discussed the consistency problems between the basic laws for micropolar

continuum theories and the dynamical equations for rigid body. The results presented here can help us

get a deeper understanding of the structure of the basic laws for various continuum theories and the

interrelations between them. In the meantime, these results obtained also show clearly that the con-

sistency problems could not be solved in the framework of traditional basic laws for continuum field

theories.

Key words: micropolar continua; nonpolar continua; rigid body; basic laws; consistency problems
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