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一类二维对偶积分方程的解及其应用
�
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( 北京理工大学 物理系 北京 100081)

(程昌钧推荐)

摘要: � 二维对偶积分方程的理论与方法, 在数学上尚未建立, 因而完全的分析解不可能得到, 从

而使一些力学、物理与工程问题无法求解�� 利用双重展开和边界配置方法, 得到了在数学和物理

学上有着广泛应用的一类二维对偶积分方程的解答�� 把二维对偶积分方程化简成无限代数方程

组, 此方法的精确度取决于计算点的配置( 即所谓边界配置) �� 通过对固体力学中某些复杂的初值_

边值问题的应用说明此是方法有效的��
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引 � �言

人们熟知, 关于一维对偶积分方程

� �
�
�

0
y
�
f ( y ) J�( xy )dy = g ( x ) , � � 0 < x < 1,

�
�

0
f ( y ) J�( xy )dy = 0, � � � � x > 1

( 1)

的理论已有较完整的论述, 如文献[ 1_11] 所述, 它比普通积分方程复杂得多��而在科学与工程

中出现的二维对偶积分方程, 又比一维对偶积分方程的求解具有根本性困难��本文对一类二

维对偶积分方程( 例如, 它来源于生产实践中提出的力学问题[ 12] ) 进行求解, 其形式为

� �

�
�

0�
�

0
g1( �1, �2, s, x1, x 2) f ( �1, �2, s ) J�( �1x 1) J�( �2x 2) d�1d�2 =

� � h( x 1, x 2, s) , � � ( x 1, x 2) � �1,

�
�

0�
�

0
g2( �1, �2, s, x1, x 2) f ( �1, �2, s ) J�( �1x 1) J�( �2x 2) d�1d�2 = 0,

� � � � � � � � � ( x 1, x 2) � �2,

( 2)

其中 g1、g 2、h 为已知函数, f 为待定的未知函数, J�与 J�为第一类 �阶与�阶 Bessel 函数, �1、

�2、x1、x 2 为实变量, s 为复变量, �1 与 �2 为 x 1x 2 平面上的任意二维区域, 且互补,即 �1+ �2

代表整个 x 1x 2 平面��
方程( 2) 的求解困难不仅在于其维数较一维对偶积分方程( 1) 高, 还在于区域 �1 与 �2 复
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杂 �� 由于它们的制约,方程(2) 中的 x 1 与 x 2 的变化是互相关联的, 给解析求解带来极大的困

难, 使推导一维对偶积分方程的解的那些方法在这里无效, 必须寻求其他求解方法��

1 �近似分析解

本文建议把未知函数 f ( �1, �2, s) 作二重展开, 即

� � f ( �1, �2, s) = �
�

m, n = 0
Cm, n( s) Jm( a�1) Jn( b�2) , ( 3)

其中 Cm, n 为待定系数, Jm 与 Jn 为上面所说第一类m 阶与n 阶 Bessel 函数, a 与 b 为任选的常

数, 目的使 Bessel 函数的宗量无量纲化��
把式( 3) 代入式( 2) 之后, 我们得到关于 Cm, n 的代数方程组, 因而把求二维对偶积分方程

的解的问题( 2) 化成求代数方程组的解的问题, 而后者相对比较容易处理��以下讨论它的数值

计算和计算机实现问题��
在实际计算时, 取 m = 0, 1, 2, � , M; n = 0, 1, 2, � , N �� 同时在区域 �1 上取 P 个点,在

�2 上取 Q 个点,要求 P + Q = ( M + 1) (N + 1) �� 这样, 对偶积分方程( 2) 近似地化成下列代

数方程组

� � BD = R , ( 4)

� � D (m+ 1) ( n+ 1) = Cm, n , ( 5)

� � B = � Bp , q � , ( 6)

� � D = (D1, D2, � , D (M+ 1)( N+ 1) )
T
, ( 7)

� � R = ( R1, R2, � , R (M+ 1)( N+ 1) )
T
, ( 8)

其中

� � Bi , (m+ 1) ( n+ 1) = �
�

0�
�

0
g 1( �1, �2, s, x

( i )
1 , x

( i )
2 ) Jm( a�1) Jn( b�2) �

� � � � J�( �1x
( i )
1 ) J�( �2x

( i )
2 )d�1d�2,

� � i = 1, 2, � , P , ( 9)

� � Bj+ P, (m+ 1) ( n+ 1) = �
�

0�
�

0
g 2( �1, �2, s, x

( j+ P)
1 , x

( j+ P)
2 ) Jm( a�1) Jn( b�2) �

� � � � J�( �1x
( j+ P)
1 ) J�( �2x

( j+ P)
2 )d�1d�2,

� � j = 1, 2, � , Q, ( 10)

� � Ri = h( x
( i)
1 , x

( i)
2 , s) , � � i = 1, 2, � , P , ( 11)

� � Rj+ P = 0, � � � � � � � j = 1, 2, � , Q, ( 12)

x
( i)
1 、x ( i )2 代表在 �1 或 �2 上所取点的坐标, T 代表转置算子��

解出方程组( 4) , 就得出前 (M + 1) (N + 1) 个 Cm, n, 因而得到近似解

� � f ( �1, �2, s) � �
M, N

m, n = 0

Cm, n( s ) Jm( a�1) Jn( b�2)�� ( 13)

原则上, 区域 �1 与 �2 中的点可以任意选取, 点的数目也可以任意选取 �� 由两个不同的点的

配置方式和不同的点的数目计算得到的 f ( �1, �2, s) 值记为 �f ( �1, �2, s) 与 f
�

( �1, �2, s) �� 若

� � | �f ( �1, �2, s) - f
�

( �1, �2, s) | < �, ( 14)

则认为计算稳定, 它们中的任何一个可以认为是方程( 2) 所需要的解, �为问题所要求的计算

精度��
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本文所建议的方法简单, 计算工作量又很小( 方程组( 4) 仅仅是一个几十阶的代数方程

组) , 也解决了长期困扰人们无法求解的二维对偶积分方程问题��这一方法的提出不仅解决了

力学中一些困难的高维的边值_初值问题, 还可以用到热传导、电磁场一些问题的求解中去��
本文研究的区域 �1与 �2是物理问题的边界,在采用二重展开(3) 的基础上,仅在边界 �1

与 �2 上取有限个计算点计算, 就能得到对偶积分方程( 2) 的近似解��这实质上发展了一种广

义边界配置法, 同过去用于其他问题中的不同的边界配置法一样, 其收敛性很难从数学上给出

证明��

2 �应 � �用

以上我们用级数展开的方法得到二维对偶积分方程的近似解, 我们把它用于三维动态断

裂力学中, 得到三维椭圆盘状裂纹在冲击应力下的解��所得结果同有限元解[ 13] 很接近, 这表

明本文求二维对偶积分方程的方法有效��现在针对这一极具实际意义和理论意义的实例, 给

出二维对偶积分方程组( 2) 的具体结果��这里 �1 代表椭圆区域, �2 为椭圆外的区域��

图 1� 受冲击椭圆盘状裂纹

如图 1所示, 在一无限三维弹性介质中, 存在一个椭圆

盘状裂纹��设裂纹位于 x 1x 2 平面上,其法线方向与 x 3 方向

重合, x 3 = 0+ , ( x 1, x2) � �1和 x 3 = 0- , ( x 1, x 2) � �1 代表

裂纹的上下表面, a 与 b为椭圆的长、短半轴, 在无限远处,作

用单向拉伸 �33( x 1, x 2, 0, t ) = p 0f ( t ) , �ij 代表应力分量, 其

中 p 0 为一常数, f ( t ) 为任意的时间函数��
由于此问题关于 x 1x2 平面对称, 研究半空间( x 3 > 0,或

x 3 < 0) 即可, 这时可以假定在无限远处不受力, 在裂纹面上

受压应力�� 针对半空间, 此问题的初始条件和边界条件如

下:

� � ui ( x 1, x 2, x 3, 0) = 0, �u i ( x 1, x 2, x3, 0) = 0, ( 15)

� �

x
2
1+ x

2
2+ x

2
3 � � : � � � � � �ij = 0,

x3 = 0, x
2
1/ a

2
+ x

2
2/ b

2 � 1: � � �33 = - p 0f ( t ) ,

x3 = 0, x
2
1/ a

2
+ x

2
2/ b

2 � 1: � � u3 = 0,

x3 = 0, - � < x 1, x2 < � : � � �13 = �23 = 0,

( 16)

这里 ui 代表位移分量��在计算中取

� � f ( t ) = H( t ) , ( 17)

H( t ) 为Heaviside 函数��
此问题由波动方程组

� � � 2
�=

1

c
2
1

�2
�
�t 2 , �

2
� =

1

c
2
2

�2
�
�t2

( 18)

控制, 其中 �与 �为 Lam�标势与矢势:

� � u = � �+ � � �, ( 19)

u 为位移矢量, � 与 � � 为梯度与旋度算子, c1 与 c2 为纵波与横波波速

� � c1 = [ ( �+ 2�) / �] 1/ 2
, c2 = ( �/ �) 1/ 2

, ( 20)

�与 �代表材料的 Lam�常数, �为质量密度��
这里的三维裂纹动力学问题化成在初始条件( 15) 与边界条件( 16) 下求解偏微分方程组
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( 18) ��
参考文献[ 12] 给出了方程( 18) 解的积分表达式, 根据 Laplace 变换

� � f
*
( x 1, x 2, x 3, s) = �

�

0
f ( x 1, x 2, x 3, t ) e

- st
dt

和双重Fourier 变换

� � �f *
( �1, �2, x 3, s ) = �

�

- ��
�

- �
f

*
( x 1, x 2, x 3, s ) e

i( �
1
x

1
+ �

2
x

2
) dx 1dx 2,

其中 f ( x1, x 2, x 3, t ) 表示 �( x 1, x 2, x 3, t ) 或 �( x 1, x 2, x 3, t ) 的任一分量, x i 表示空间坐标, t是

时间, s 是Laplace 变换参量, �1、�2 是Fourier 变换参量, i = - 1��
所有的场变量( 如应力和位移) 都能通过广义Hooke 定律由 Lam�势函数的 Laplace_Fourier

变换表示��我们发现在 Laplace 变换下的法向正应力和位移间有非常简单的表达式, 即在平面

x 3 = 0 时, 有如下关系:

� �

�
*
33 ( x 1, x 2, 0, s) =

� � - 4�
�

0�
�

0
g1( �1, �2, s) A ( �1, �2, s ) cos( �1x 1) cos( �2x 2)d�1d�2,

u
*
3 ( x 1, x 2, 0, s ) =

� � 4�
�

0�
�

0
g2( �1, �2, s ) A ( �1, �2, s ) cos( �1x 1) cos( �2x 2)d�1d�2,

( 21)

其中 A ( �1, �2, s ) 为待定函数,与方程(2) 中的 f ( �1, �2, s) 相当, 以及

� �

g1( �1, �2, s , x 1, x 2) = �( �21- �
2
1- �

2
2) ( �

2
2 + �

2
1+ �

2
2) + 2�[ �21( �

2
2+

� � �21+ �
2
2) - 2�1�2( �

2
1+ �

2
2) ]
�
2
( �1, �2, x 1, x2)

1/ 2
( �22+ �

2
1+ �

2
2) ,

g2( �1, �2, s , x 1, x 2) =

� � [ �1( �21+ �22- �2
2) / ( �

2
2+ �

2
1+ �

2
2) ]
�
2
( �1, �2, x 1, x 2)

1/ 2
,

( 22)

其中 � � �1 = �21 + �
2
2+

s
2

c
2
1

1/ 2

, �2 = �21+ �
2
2 +

s
2

c
2
2

1/ 2

,

�、�和�已由前面定义, p 0 是均匀压应力��考虑到 Bessel 函数与三角函数之间的熟知的关系,

上述公式代入边界条件( 16) , 即得到由式( 2) 给出的二维对偶积分方程, 这里的待定函数为

A( �1, �2, s) , 并且由式(16)、(17) ,这里 h( x 1, x2, s ) = - p 0/ s, p 0 代表常压力��
在计算时, 比值 �/ �仅与Poisson系数有关,取 p 0/ �= 0. 01, b / a = 0. 25与0. 50�� 在区域

�1 和 �2 中分别取 25 个点和 24 个点, 采用Laplace 变换的数值反演方法[ 14] , 即

� � s = sl = ( �+ l ) �, � � l = 1, 2, � , ( 23)

这里 �和�是为保证计算稳定可适当选择的两个参数 �� 这样得到前49 个 Cm, n 的数值, 因而

得到式( 13) 的近似解, 再进行 Laplace 反变换得到物理空间的位移��这里的计算结果和文献

[ 13] 用有限元方法得到的结果十分一致��

设在裂纹前缘内侧距离为 �处, s 平面上( 即 Laplace 变换域中的) 裂纹张开位移 u
*
3 ( x 1,

x 2, 0, s ) = u
*
3 ( �, �, 0, s) , 其中 �= arctan( x 2/ x 1)�� 因为裂纹顶端前缘为平面应变状态, 有如

下公式

� � u3( �, �, 0, s) = 2(1 - �
2
)

E �
( 2�) 1/ 2

K
*
� ( b / a, �, s) �� ( 24)

此公式揭示了裂纹张开位移与 �型应力强度因子的关系, 普遍适用, 其中 E 为弹性模量, �为
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Possion 比, K
*
Ñ 为Laplace 变换域( s 平面) 上的Ñ 型动态应力强度因子, 即

  K
*
Ñ ( b/ a, U, s ) = lim

r y 1
2Pr R*

33 ( x 1, x 2, 0, s ) ,

其中 x 1= ar cos U, x 2 = br sin U,此应力强度因子也可以由公式(24) 令 E y 0时取极值而得到,

而且由位移计算比由应力计算精度高1 由式(24)得到K
*
Ñ( b / a, U, s) 之后, 再实施Laplace 变

换的反演, 即

  K Ñ( b/ a, U, s ) = L
- 1
( K

*
Ñ( b / a, U, s) ) , ( 25)

即得到物理时间_空间中的动态应力强度因子, 其中L
- 1 代表Laplace 逆变换1 显然它除了与外

应力 p 0 大小和 f ( t ) 以及Poisson 比 M有关之外, 还与几何因素 b/ a ,角分布 U 有关 1 在整理

计算结果时,我们用了无量纲化应力强度因子,即比值 K Ñ( b/ a , U, t ) / K
stat ic
Ñ 随 b/ a、U 和 t 的

变化而变化,其中 b/ a 与 U(以及 M) 作为参量,应力强度因子随时间 t 的演化则充分揭示了其

动力学特征1 这一 Laplace 反变换的数值方法在文献[ 14] 中有系统的研究1 

我们计算时取无量纲化的动态应力强度因子

  K Ñ( t) / K
static
Ñ ( 26)

随无量纲化时间 c2 t / a 变化,其中 K
static
Ñ 为静态应力强度因子

  K
static
Ñ =

p 0 P

E( k)
b
a

1/ 2

( a
2sin2

U + b
2cos2

U)
1/ 4
, ( 27)

E( k) 为第二类完全椭圆积分, 即

  E( k ) = Q

P/ 2

0
(1- k

2
sin

2
H)

1/ 2
dH, k =

a
2
- b

2

a
2

1/ 2

1 

图 2中给出了 M = 0. 29,几何参数 b / a = 0. 25与 b/ a = 0. 50情况下的无量纲动态应力强

度因子的结果1 此结果与我们用动态有限元所得的结果[ 13] 进行比较, 说明本文的计算结果是

很好的1 

图 2 无量纲动态应力强度因子随无量纲时间的变化

3  结论和讨论

由图 2 所示的结果不难发现, 所有动态应力强度因子的早期响应行为十分相似, 因此这一

结果可以用来刻画动态断裂行为1 

此前只有二维裂纹和圆盘形裂纹在轴对称冲击载荷作用下的解, 它们可视为本文工作的

特例, 即 b/ a y 0和 b / a y 1的情况1 对于瞬态动力学的响应问题, 其早期行为是人们关注的

焦点, 就这一点而言,各种动态裂纹的响应具有共同的特征, 这里引进了几何参数 b/ a 和 U 来
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揭示三维动态裂纹的特征,不妨说是本文的创新1 
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A C l a s s o f T w o _ D i m e n s i o n a l D u a l I n t e g r a l

E q u a t i o n s a n d I t s A p p l i c a t i o n

FAN T ian_you,  SUN Zhu_feng

( Depa rtm ent of Physics , Beijin g Institute of Techn ology ,

Beijing 100081, P . R . China )

Abst ra ct : Because exact analytic solution w as not av ailable, the double expansion and boundary co-l

location were used to construct an approx imate so lution for a class of tw o_dimensional dual integral e-

quations in mathematical physics. The integr al equations by this pr ocedure were r educed to infinite a-l

gebraic equations. The accuracy of the solution lies in the boundary collocation technique. The appl-i

cation of which fo r some complicated initial_boundary value problems in solid mechanics indicates the

method is powerful.

Key w ords: tw o_dimensional dual integr al equations; double expansion; boundary co llo cation
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