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摘要 : � 基于考虑弹性体粘滞阻尼的修正后的Hellinger_Reissner ( H_R)变分原理, 推导了相应的状

态向量方程�� 结合精细积分法和 Muller 法为四边简支矩形层合板的简谐振动分析提出了新的方

法�� 依据线性阻尼振动理论,简要地给出了复合材料层合板欠阻尼、临界阻尼和过阻尼 3 种自由

运动的通解公式�� 通过数值实例研究了粘滞阻尼对复合材料层合板振动的影响�� 丰富了状态向

量方程的理论体系和应用领域��
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引 � �言

从弹性力学基本方程导出的状态向量方程或Hamilton正则方程[ 1_6]和 Stroh公式[ 7]都有一

个明显的特点, 即方程中包含了位移和应力变量��基于这些理论的解析法有以下的优点: 1)

不需引入任何有关位移和应力模式的假设; 2) 可考虑剪切效应的影响; 3) 由于传递矩阵的

引入可保证层间的位移和应力的连续性; 4) 在理论上不限制结构的厚度��近年来,不少研究

人员利用这两种理论处理了很多实际问题和进一步的完善、推广研究��
就一般的工程结构来说, 结构的刚性较大,在研究其动力学问题时,通常不考虑阻尼对结

构的振动作用��对于柔性结构,阻尼对结构振动有较大的影响, 应该重视, 例如,航天器和空间

站等结构��动力学问题中的阻尼理论是相关工程结构和精密仪器振动控制或有效利用阻尼的
基础��

在振动理论中, 考虑阻尼力的多自由度的质点振动系统方程,可以通过变换化成状态向量

方程或Stroh公式的形式��假设这里也考虑阻尼因素,那么描述弹性连续体板壳结构的状态向
量方程,是否也有一套完整阻尼振动理论? 这是本文工作的主要出发点之一��
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1 �基 本公 式

假设各向异性材料的本构方程如下

� � � = C�, ( 1)

其中 �是应力列向量(分量 �11, �22, �33, �23, �13, �12) , �是应变列向量(分量 �11, �22, �33, 2�23,

2�13, 2�12, �ij = ( ui , j + uj , i ) / 2, ui是对应坐标的位移, i = 1, 2, 3) , C是刚度系数矩阵(分量 cij ,

c ij = cji , i , j = 1, 2, � , 6)��

考虑阻尼力的运动方程为

� � �ij , j + bi = ��u i + ci�ui , ( 2)

式中 bi ( i = 1, 2, 3) 分别为对应坐标方向的体积力, �是材料密度, ci ( i = 1, 2, 3)分别为3个坐

标方向上的粘滞阻尼系数, �u i 是加速度, �ui 是速度��
为了方便, 下面在直角坐标系中讨论具体的问题��对本构方程( 1)进行变换有

� �
D1

P2
=

K11 K12

K21 K22

P

D2
, ( 3)

式中

� � P = [ �xz � �yz � �zz ] T, P2 = [ �xx � �yy � �xy ]T ,

� � D1 = [ w , x + u , z � w , y + v , z �w , z ]
T
, D2 = [ u , x � v , y � u , y + v , x ]

T��

根据修正后的Hellinger_Reissner)H_R)变分原理或Hamilton原理[ 1_4, 8]有

� � �� = ����V ( PTQ, z - H )dV - ���S
�

�TTQdS - ��S
u

T
T
( Q- �Q)dS, ( 4)

其中

� � Q = [ u � v � w ]
T
, �T = [ �Tx � �T y � �T z ]

T
, �Q = [ �u � �v � �w ]

T
,

H 是Hamilton函数��

� � P
T
Q, z - H = P

T
( D1- K

T
21D2) +

1
2 D

T
2K22D2-

1
2 P

T
K11P -

1
2 Q

T
�Q - Q

T
F ,

( 5)

式中

� � � =

� 0 0

0 � 0

0 0 �

�2

�t 2
+

cx 0 0

0 cy 0

0 0 cz

�
�t ��

将应变_位移关系写成向量形式

� � D1 = Q, z + G1Q, D2 = G2Q, ( 6)

其中

� � G1 =

0 0 �

0 0 �

0 0 0

, G2 =

� 0 0

0 � 0

� � 0

, �=
�
�x , �=

�
�y ��

将( 6)式代入( 4)式,以 P 和Q 为独立的变量, 对( 4)式进行变分,其状态向量方程为

� � d
dz

P

Q
=

G
T
1 + G

T
2K21 G

T
2K22G2- �

K11 - ( G1+ K
T
21G2)

P

Q
+

F

0
, ( 7)
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式中

� � - ( G1+ K
T
21G2) =

0 0 - �

0 0 - �

C1� C5� 0

, G
T
2K22G2 - � =

a b 0

b d 0

0 0 e

,

� � K11 =

C7 0 0

0 C8 0

0 0 C9

,

� � a = - C2�
2
- C6�

2
+ �

�2

�t 2
+ cx

�
�t , d = - C4�

2
- C6�

2
+ �

�2

�t 2
+ cy

�
�t ,

� � e = � �
2

�t 2
+ cz

�
�t , b = - C3��- C6��, C 1 = - C13/ C 33, C2 = C11- C

2
13/ C33,

� � C3 = C12- C13C 23/ C33, C6 = C66, C4 = C22- C
2
23/ C33, C5 = - C23/ C33,

� � C7 = 1/ C33, C8 = 1/ C55, C9 = 1/ C44, F = [ bx � by � bz] T��

值得注意的是因为分部积分,算子矩阵 G1和 G2的转置矩阵 G
T
1和 G

T
2中的偏导符号前带

负号��

在( 3)式中平面内向量 P2 可由向量 P 和Q 表示

� � P2 = K21P + K22( G2Q)�� ( 8)

2 �状态向量方程的精确解

考虑图1所示的四边简支矩形层合板,侧面边界条件为:

� �
在 x = 0, a 处: �xx = w = v = 0;

在 y = 0, b 处: �yy = w = v = 0��
( 9)

满足边界条件( 9)式的级数解可表示为

� �

( �xz , u) = �
�

m
�
�

n

( �xz( z ) , u( z ) ) cos( �x ) sin( � y ) e
st
,

( �yz , v ) = �
�

m
�
�

n

( �yz ( z ) , v( z ) ) sin( �x ) cos( �y ) e
st
,

( �zz , w ) = �
�

m
�
�

n

( �zz ( z ) , w ( z ) ) sin( �x ) sin( �y ) e
st
,

( 10)

图 1� 矩形层合板

其中 � � �= m�/ a, �= n�/ b��
将方程( 10)代入( 7)式中, 有任意一层的一阶齐

次微分方程组(忽略体积力)

� � d
dz

P
mn
( z )

Q
mn
( z )

= K
P

mn
( z )

Q
mn
( z )

, ( 11)

这里的 K 是以 s 为未知量的等效刚度系数矩阵��

方程( 11)的精确解为

� � R( z ) = T( z ) R(0) , � � z � [ 0, h ] ,

( 12)
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式中 � � R( z ) = [ P
mn
( z ) � Qmn

( z ) ]
T
, T( z ) = eK�z , R(0) = [ P

mn
(0) � Qmn

(0) ]T��

本文采用精细积分法[ 2]求解 eK� z, 当 z = h 时,有

� � R( h) = T( h) R(0) , ( 13)

其中 T( h) 称为状态转移矩阵, R(0) 是初始值向量��
对于 n层的板,可令(13) 式中的 h = hj 对应于第j 层的厚度��根据层间应力和位移的连

续性,使用传递矩阵方法有

� �
P
mn
( z )

Q
mn
( z )

=
T11 T12

T21 T22

P
mn
(0)

Q
mn
(0)
�� ( 14)

考虑自由振动问题,板上下表面的应力向量 P( z ) = P(0) = 0, 从( 14)式可导出特征方程

� � T12Q(0) = 0�� ( 15)

就方程( 15)的非零解而言,有行列式

� � | T12 | = 0�� ( 16)

从理论上讲,方程( 16)是一个高次多项式,每给定一对 m 和n 有无穷多个特征根��通过

Muller法[ 9]可求出式( 16)的解,其解是复数还是实数, 由阻尼系数 c的大小决定��

3 �数值实例和讨论

例 1�四边简支矩形板(如图 1) , a = b = 1, 厚度为 H �� 考虑两种情况: H / a = 0. 1,

H / a = 0. 2, C11= 21. 0 GPa, �= 800 kg/ m3, c = 0;刚度系数比: C12/ C 11= 0. 233 19, C13/ C11

= 0. 010 776, C22/ C11 = 0. 543 103, C 23/ C11 = 0. 098 276, C33/ C11 = 0. 530 172, C44/ C 11 =

0�262 931, C55/ C11 = 0. 159 914, C66/ C11 = 0. 266 81�� 分析板的固有频率��
表 1� � � � � � � � � � � 前 3阶固有频率 �n ( m = n = 1, 例 1) Hz �

� �n

� H / a = 0. 1 H / a = 0. 2

阶数 1 2 3 1 2 3

本文 2 435. 0 11 120. 7 2 023. 7 4 346. 9 11 117. 7 20 232. 6

文献[ 6] 2 432. 8 11 114. 6 2 021. 2 4 343. 2 11 114. 4 20 230. 3

� � 表 2� � � � 特征根和前 3阶固有频率 �n 和 �d ( m = n = 1, H / a = 0. 2, 例 2) Hz �

� 阶数

� 1 2 3

c / (N�s/ m) s1, s2 �n或 �d s1, s 2 �n 或 �d s1, s2 �n 或 �d

0 � 4 332. 8i 4 332. 8 � 10 639. 3i 10 639. 3 � 19 342. 5i 19 342. 5

2E+ 5 - 206. 2� 4 327. 9i 4 327. 9 - 209. 2� 10 637. 3i 10 637. 3 - 212. 2� 19 341. 5i 19 341. 5

3E+ 5 - 309. 3� 4 321. 8i 4 321. 8 - 313. 7� 10 634. 5i 10 634. 5 - 318. 3� 193 40. 3i 19 340. 3

4E+ 5 - 412. 5� 4 313. 3i 4 313. 3 - 418. 2� 10 631. 3i 10 631. 3 - 424. 4� 193 38. 5i 19 338. 5

� �例 2�设 3层的层合板总厚度为 H ,子层厚度分别为 h1、h2、h3, 且 h1 = h3 = 0. 2H , h2 =

0. 6H �� 每层的刚度系数比与例 1相同 �� 第 1 层和第 3层相同, 第 2 层与第 1层的关系为

C
(1)
11 / C

( 2)
11 = 4, �1/ �2 = 3, C( 1)

11 和 C
(2)
11 分别是第1层和第2层的 C11值, �1和 �2分别为第1层

和第 2层的密度( C11 = 21. 0 GPa, �= 800 kg/ m
3
)�� 若考虑阻尼, 设各层板和3个方向的阻尼
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系数相同��

表2说明,阻尼自由振动的固有频率 �d总是小于无阻尼自由振动的固有频率 �n,并随着

阻尼系数 c 的增加而减小��

表 3 一阶临界阻尼和过阻尼的特征根 ( m = n = 1, H / a = 0. 2, 例 2)

c/ (N�s/ m) s 1 s2

4. 197 340 19E+ 6 - 4 332. 8 - 4 332. 8

5E+ 6 - 2 358. 4 - 7 986. 1

6E+ 6 - 1 769. 0 - 10 662. 2

7E+ 6 - 1 444. 1 - 13 083. 8

� �表3说明结构在临界阻尼情况下: 特征根 s1和 s2是相等的负实数,其绝对值与阻尼系数 c

= 0时的固有频率 �n相等 �� 过阻尼时,特征根 s1和 s2是不相等的负实数,随着阻尼系数 c的

增加, s1增加, s2 减小��

( a) 激振函数 sin( 50� t)

( b) 激振函数 cos(50� t)

图 2� 阻尼对结构响应的影响

根据以上的分析和相关的线性振动理论,下面简要地给出层合板结构欠阻尼、临界阻尼和

过阻尼3种自由运动的通解公式:

设 m = n = 1,欠阻尼情况下,第 j 对特征根 sj = - re � �dj i, 则自由振动的通解为
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� � R( x , y , z , t ) = Xe- re
j
tsin( �dj t + �) , ( 17)

式中 � � R( x , y , z , t ) = [ P( x , y , z , t ) � Q( x , y , z , t ) ]T��
临界阻尼情况下,第 j 对特征根 sj = � �n j i, 则指数衰减运动的通解为

� � R( x , y , z , t ) = (X1+ X2 t ) e
- �

nj
t �� ( 18)

过阻尼情况下, 第 j 对特征根 s1 j = - re1 j , s2j = - re2 j , 则指数衰减运动的通解为

� � R( x , y , z , t ) = X1e
- re

1 j
t
+ X2e

- re
2 j
t�� ( 19)

式( 17)到式( 19)中列向量 X、X1、X2 由初始条件决定��
类似于一般振动理论的方法, 下面在复数域内分析层合板简谐振动问题��

例 3�层数、材料和几何参数同例2, H / a = 0. 2,上表面的载荷幅值 p = 100N; 初始条件

为零��

从图 2可以看出阻尼对结构响应有明显影响; 响应与激振函数不同步��

4 �结 � �论

本文将弹性力学中的状态向量方程理论,引入阻尼层合板壳结构的振动研究,扩展了状态

向量方程处理层合板动力问题的应用领域��事实证明,考虑阻尼因素的弹性体状态向量方程,

同样有一套完整的阻尼振动理论和具体问题的分析方法��
本文的修正后的 H_R变分原理, 有利于复杂边界条件下阻尼层合板动力学问题半解析法

的推导,是进一步研究考虑阻尼的压电体和磁电弹性体
[ 10_12]

的修正后的H_R变分原理、状态

向量方程及其半解析法的基础��
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State_Vector Equation With Damping and

Vibration Analysis of Laminates

QING Guang_hui1, � XU Jian_xin1, � QIU Jia_jun2

( 1. Aer onautical Mechanics and Avionics Engineer in g College , Civil Aviat ion

Univer sity of China , T ianjin 300300, P . R . Chin a ;

( 2. Depar tment of Mechanics and En gin eer in g Measur em ent , School of Mechan ical

En gineer ing , Tianjin Univer sity , T ianjin 300072, P . R . China )

Abstract: Based on the modified mixed Hellinger_Reissner(H_R) variational principle for elastic bod-

ies with damping, the state_vector equation was directionally derived from the principle. A new solu-

tion for the harmonic vibration of simply supported rectangular laminates with damping was proposed

by using the precise integration method and Muller method. The general solutions for the free vibra-

tion of underdamping, critical damp and overdamping of composite laminates were given simply in

terms of the linear damping vibration theory. The effect of viscous damping force on the vibration of

composite laminates was investigated through numerical examples. The state_vector equation theory

and its application areas are extended.

Key words: laminated plates; damping; vibration; H_R variational theorem; state_vector equation
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