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基流风速包含垂直变化时的三维无旋

NonOBoussinesq流的地形重力波拖曳解
X

唐锦 ,  汤  杰,  王  元

(南京大学 中尺度灾害性天气教育部重点实验室、大气科学系,南京 210093)

(鲁传敬推荐)

摘要 :  用WKB近似方法建立了表达三维地形重力波拖曳的解析 NonOBoussinesq 扰动模型, 其中

在大 Richardson 数条件下给出了(静力和非静力模型的)重力波拖曳及其地表扰动气压的二阶表达

式1 通过针对经典的理想化三维圆钟型山体的一个算例证明, 当基流风速切变为线性时, 重力波

拖曳随着切变的增强而减弱;并且前向垂直切变( forwardOshear, 风速随高度增加)所对应的重力波

拖曳比反向切变( backwardOshear,风速随高度减小)所对应的重力波拖曳减弱得更快1 这种现象与

模型是否采用静力近似无关1 

关  键  词:  重力波拖曳;  TaylorOGoldstein 方程;  风切变;  WKB 近似;  圆钟型山体
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引   言

通常认为地形触发的重力波拖曳与基本气流的风速垂直结构具有非常密切的关系
[ 1] 1 最

近, Teixeira等人[ 2]研究了 Boussinesq层结流体跨越三维地形时触发的重力波拖曳, 结果明确地

肯定了这一点1 本文则利用三维NonOBoussinesq扰动模型重新研究了重力波拖曳在基流包含

垂直风速切变和曲率变化下的解析形态,并据此解释了一些在数值模拟中被发现而 Boussinesq

模型却无法解释的现象
[ 2] 1 

在第 1节,利用WKB近似方法[ 2]求得了变系数TaylorOGoldstein方程(即文中的垂直扰动速
度方程)的二阶近似解1 第2节则给出了考虑基流风速垂直变化后的地形重力波拖曳和地表

扰动气压(根据牛顿第 3运动定律可知,地形重力波拖曳应和上游与下游地表处的气体压力的

差相平衡
[ 1]
的解析公式,并进一步得到了静力近似下的结果1 第 3节则通过一个理想算例证

明,当扰动气流为NonOBoussinesq流,并且基流水平风速具有垂直线性切变时,重力波拖曳不仅

表现为切变强度[ 2]的函数, 同时也是切变方向的函数; 与此相反, 即使是非静力的 Boussinesq

模型,仍无法揭示出重力波拖曳对于风速切变方向的依赖性1 
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1  WKB近似模型

不失一般性,假定三维NonOBoussinesq流满足定常、无旋、绝热、无粘条件[ 3O6]并设基流速度

场 U S ( U( z ) , V( z ) ) 和密度场�Q( z ) 在垂直方向上缓慢变化, 而无纲高度 h S Nh0/ + U( z =

0) + n 1(其中 h0为山体最大高度, N为浮力频率(假定为常数) , + # +则表示对矢量取模) 1 
在对小扰动方程组进行一系列处理之后(详见附录 A) , 得到 NonOBoussinesq 流的 TaylorO

Goldstein方程如下

  ŵzz +
N

2

U
2
n
- 2

#1Unz
Un

-
Unzz
Un

- D1K
2
- #21 ŵ = 0, ( 1)

其中下标 z 表示5(  ) / 5z , #1为层结参数; Un = Ucos R+ VsinR为基流风速沿水平波数矢量K

S ( k , l ) = K ( cos R, sinR) 方向的分量1 参数 D1= 0时,表示模型采用静力近似,而 D1 = 1时

则不采用静力近似1 
因前面已假定 U垂直缓变, 故 Un 也垂直缓变, 所以方程( 1)可以用WKB近似方法求解

之1 于是,引入小参数 : 及变换Z = :z , 改写方程( 1) , 得到
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式中点号(# )表示 5(  ) /5Z1 

设方程( 2)满足上边界条件为辐射条件[ 5] (即 Re( m) 与 Un 同号)的波动形式解为

  ŵ ( Z) = ŵ ( Z = 0) exp i # :- 1Q
Z

0
m( N)dN , ( 3)

式中 m( N) = 6
]

j = 0
:j mj ( N) 为垂直波数函数, i为虚数单位;接着,给定下边界条件[ 2]

  ŵ ( Z = 0) = ŵ ( z = 0) = iKUn0 Ĝ( k , l ) , ( 4)

其中 Un0表示 Un在 z = 0(即 Z = 0) 的值, Ĝ( k , l ) 为地形函数 G( x , y ) 的傅立叶变换,则( 2)

式、( 3)式、( 4)式即构成完备的二阶常微分方程边值问题1 

将( 3)式代入到( 2)式,并按阶数整理结果到二阶 O( :
2
) , 有
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式中 L = 1- ( #1Un/ N )
2
- D1( KUn/ N )

21 

从( 5)式至( 7)式,我们发现 : ~ | Unz / N | ~ Ri
- 1/ 21 因此, 本文的WKB近似方法的准确性

要求 Richardson数 Ri足够大1 

2  地形重力波拖曳

计算地形重力波拖曳的公式
[ 7]
为
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  Fd = Q
]

- ]Q
]

- ]
pc( z = 0) ḦGdxdy = Q0Q

]

- ]Q
]

- ]
p ( z = 0) ḦGdxdy , ( 8)

其中第2个式子已引用了变量代换( A7)式;并令 Ḧ (#) S [5(#) /5x ,5(#) /5 y ] 1 

在谱空间
[ 8]
中改写( 8)式,得到

  Fd = iQ0Q
]

0Q
2P

0
( cosR, sinR) p̂ * ( z = 0) ĜK 2dRdK , ( 9)

其中星号上标表示取复数共轭1 
为求( 9)式,先利用约化扰动气压 p̂ 和垂直扰动速度ŵ 之间的关系(即略去(A8)式左边括

号中的第 1项后的式子)

  p̂ = i Un
Unz
Un

+ #1 ŵ - ŵz , ( 10)

结合( 3)式, 得到

  p̂ ( Z ) =
Un
K
( i #1+ m 0) ŵ +

:
K
( iÛUn + Unm1) ŵ +

:
2

K
Un#m2ŵ =

    p̂ 0+ : p̂ 1 + : 2p̂ 2, ( 11)

然后,对上式在高度 Z = 0(即 z = 0) 处取值, 并代入边值条件( 4)式,则有

  p̂ 0( Z = 0) = U
2
n0[ im0( Z = 0) - #1] Ĝ( k , l ) , ( 12)

  : p̂ 1( Z = 0) = iU2n0[ : m1( Z = 0) ] - Un0Un0z Ĝ( k , l ) , ( 13)

  :
2
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2
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2
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2
m2( Z = 0) ] Ĝ( k , l ) , ( 14)

式中(含下文) Un0z 均表示 Un 对z 的偏导数在z = 0处的值1 
因此,将( 12)式至( 14)式逐个代入到( 9)式即可求得零到二阶的重力波拖曳;注意

  F = 6
2

j= 0

: jFdj1 

2. 1  静力(或小水平 Fr 数)近似

在静力近似下, 有 ( KUn/ N )
2
~ ( +U+ / aN ) 2= Fr

2 n 1[ 2] , [ 9] ,又( #1Un/ N )
2 n 1[ 5] ,于是

L U 11 将后者代入( 5)式至( 7)式,并利用( 12)式至( 14)式,可求得
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这里,用下标/ TMV0标识的为静力 Boussinesq流的解[ 2] (详见附录 B) 1 显然,若令 #1= 0, ( 15)

式至( 17)式即刻变为文献[ 2]中关于静力 Boussinesq流的( 39)式至( 41)式, 即这里的模型能完

全包容文献[ 2]中的结果1 
接着,将( 15)式至( 17)式逐个代入到( 9)式,得到静力NonOBoussinesq模型的重力波拖曳为
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dRdK , ( 20)

注意,对(19)式,我们可以验证,在分量形式下有 sgn(:Fd1x ) = - sgn( U0z ), sgn( :Fd1y) = - sgn( V0z) ,

其中 sgn( x ) 为熟悉的符号函数 1 显然,这种反相关关系将会使得风矢量前向切变(即风速随
高度增加,如 U0z > 0, V0z = 0)时的重力波拖曳力比后向切变(即风速随高度减小,如 U0z < 0,

V0z = 0) 时的小1 另外还能验证,当地形为轴对称时[ 2]
(此时 | Ĝ| 2与 R无关) , Fd0、Fd 1和 Fd2

之间的相对比值不变1 

3  一个理想算例

给出圆钟型地形函数的谱形式[ 2]如下

  Ĝ= h0a
2exp(- aK ) , ( 21)

其中 a 为山体的半宽1 
将( 21)式代入到( 18)式至( 20)式,并将结果相加,得到 Fd 的分量形式为
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  ( a) 重力波拖曳力的 x 方向分量              ( b) y 方向分量

图 1  无量纲约化重力波拖曳力(由( 25)式和( 26)式算得)关于 Richardson数倒数的函数

图像(风廓线由( 24)式给出1 其中/ TMV040标识的为 Boussinesq 模型结果, / NB0标识的为

本文 NonOBoussinesq 模型的结果1 前向切变 ( A> 0) 和反向切变( A< 0) 的重力波拖曳力

之间的最大差值约为0. 1 相对单位,出现在 Ri = 0. 25)1 

其中 ( F dxTMV , F dyTMV ) 为Teixeira等人
[ 2]
给出的关于静力Boussinesq流的结果(见附录 B) ; U0、

V0分别为基本流在 x、y 方向的风速,它们对 z 的导数则用下标表示1 
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( a) 零阶地表扰动气压图

从( 22)式、( 23)式, 我们注意到, 除第 2节提到的 Fd1

对切变方向和大小的依赖性之外(见与 #1相乘的项) , 根据

与 #1
2相乘的项以及文献[ 2] 中的结果还能断言,只要 U随

高度连续地改变方向, (如假定 U( z = 0) = ( U0, 0) , 于是

V 0z X 0) , 总有 Fdy( ~ V0z ) X 0, 表明在垂直于地面风矢量

的方向上总能诱导出一个举力[ 10]
(关于这一点, 本文不作

详细讨论) 作用, 从而使得 Fd偏离于 U( z = 0) 1 这即推广

了 Boussinesq模型[ 2]在当风的方向和大小都发生变化时将

诱导出横向举力的论断1 

   ( b) 一阶地表扰动气压图            ( c) 一阶地表扰动气压图

   ( d) 二阶地表扰动气压图            ( e) 二阶地表扰动气压图

图 2  无量纲约化地表扰动气压的横截面图 ( (按阶数绘制) ,对应的风速廓线由( 24)式

给出1 粗实线绘制的圆圈表示高度为 h0 / 2处的山体截面, 落在区域中心1 实线表示正

值, 虚线表示负值1 等值线隔距, 从 ( a) 到( e) , 分别为 0. 05, 0. 015, 0. 001 5, 0. 000 5 和

010051 / re0 (/ im0 )标识的表示根据 p̂ j , j = 1, 2 的实部(虚部)绘制) 1 

在下面的算例中,我们取 #1 = N / (20U0) (约为 10- 5 m- 1) , 并为了避开参数不稳定域, 令

Ri \ 1/ 4
[ 11O12] 1 

3. 1  算例:线性风切变O风向随高度变化
给定风速廓线为

  U = U0+ Az , V = U0, ( 24)

其中 A和 U0为常数 1 于是, 把 Ri = N
2
/ A2 和( 24)式代入到( 22)式、( 23)式,得到
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 ( a) NonOBoussinesq模型图( A < 0 )        ( d) NonOBoussinesq模型图( A > 0 )

  ( b) Boussinesq模型[ 2]图( A< 0 )          ( e) Boussinesq模型[ 2]结果图( A> 0 )

( c) NonOBoussinesq 模型结果减去 Boussinesq       ( f) NonOBoussinesq 模型减去 Boussinesq

模型[2]结果图( A< 0 ) 模型[ 2]结果图( A> 0 )

图 3 总的无量纲约化地表扰动气压横截面图(风廓线由( 24)式给出, 其中 Ri = 0. 351 粗实线绘

制的圆圈代表高度 h0/ 2 处的山体横截面, 落在区域中心1 实线表示正值; 虚线表示负值1 等值

线隔距,从( a)到( c) ,分别为 01 05, 0. 05, 0. 005; 从( d)到( f) , 分别为 0105, 0. 05 和 01005) 1 

  Fdx = F d0x 1 -
3
32

1
Ri
- sgn( A)

1

Ri
-

1
800

1
Ri

, ( 25)

  Fdy = F d0y 1 -
1
32

1
Ri
- sgn( A)

1
40

1

Ri
-

1
1 600

1
Ri , ( 26)

式中 ( Fd 0x , Fd0y) = U0Q0Nh0
2
aP/ 4为 0阶重力波拖曳(即不计切变时的解) 1 

这里,我们注意到,由于 V0 = U0 X 0,有 Fdy X 0;并且只要 AX 0,就有 F dx X F dy ,从而

Fd偏离于U01 而且, 从图1,我们看到切变为前向时( A> 0)的重力波拖曳总比反向时( A< 0)
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的小,并且它们之间的差异随着切变强度( | A| ~ Ri
- 1/ 2

) 的增加而增大1 与此对应, 在图 2( c)

中,我们则发现,与图 2( a)和图 2( e)类似,由 p̂ 1 的虚部 Im( p̂ 1) 决定的地表扰动气压也描绘了

一个与 | A| 成正比从迎风坡到背风坡的非对称结构;且当 A< 0时,它将使得NonOBoussinesq
模型预测的扰动气压比 Boussinesq 模型的结果多出一个由上游指向下游的气压梯度力增量

(见图 3( c) ) , 而 A> 0时则反之(图 3( f) ) 1 这正好解释了Teixeira等人
[ 2]
在数值模拟中的发

现,即当切变增强时,前向切变的重力波拖曳比反向切变的重力波拖曳减小得快得多1 

4  总   结

引入密度的垂直变化 ( #1 表征)后, 本文建立了预测地形重力波拖曳的解析 NonOBouss-i
nesq模型,其中在基流风速垂直缓变的条件下给出了零到二阶的地形重力波拖曳和扰动气压

的解析表达式, 而通过令参数 #1 = 0, 则能够完全再现 Boussinesq模型的结果
[ 2] 1 

理论分析和理想算例表明,本文的NonOBoussinesq模型能够揭示出更多 Boussinesq模型[ 2]

不能解释的现象1 

附   录

A TaylorOGoldstein方程

线性化定常、绝热、无粘、无旋条件下的动量方程、连续方程和热力学方程
[ 10]
之后得到扰动场的控制方程

为

  U
5 uc
5 x + V

5 uc
5 y + wcUz = -

1
�Q

5 pc
5 x , ( A1)

  U
5 vc
5 x + V

5 vc
5 y + wcVz = -

1
�Q

5 pc
5 y , ( A2)

  D1 U
5 wc
5 x + V

5 wc
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1
�Q

5pc
5z -

Qc
�Q
g, ( A3)

  U
5
5 x

Qc
�Q

+ V
5
5 y

Qc
�Q

+ wcS + 5 uc
5 x +

5 vc
5 y

5 wc
5 z = 0, ( A4)

  U
5
5 x

Hc
�H

+ V
5
5 y

Hc
�H

+ Bwc = 0, ( A5)

  -
Qc
�Q

=
Hc
�H
-

1

c2s

pc
�Q
1 ( A6)

其中 ( uc, vc, wc) 分别为 x、y 和z方向的速度扰动,Qc为密度扰动, Hc为位温扰动;其余带横杠的变量为基本量

(仅为高度 z 的函数) ,且已定义稳定度参数 B= �Hz /�H= - S - g / c2s = N 2/ g ,其中 cs为绝热声速; 层结参数 S

= �Qz /�Q和 # 1 = - B- S/ 2(但是,在这里和正文中, 我们在提到层结参数时总是指 # 1而不是 S ) 1 

对( A1)式至( A6)式做下面的变量代换

  ( u, v , w ,Q, b) =
�Q
Q0

uc, vc, wc, Qc
�Q
, g

Hc
�H

, p =
Q0
�Q
pc
Q0
, ( A7)

其中 Q0 = �Q( z = 0) , 为常数1 

在对变换后的式子进行简单的运算之后,可得到约化后的扰动气压 p 和扰动垂直速度w 在谱空间中的控

制方程分别为

  
K 2U2n

c2s
- K 2

p̂ = iK Un
5
5 z - # 1 ŵ - iK Unz ŵ , ( A8)

  (- D1K
2 U2n + N 2) ŵ = - iK Un

5
5z + #1 p̂ , ( A9)

其中引用的傅立叶变换对
[ 8]
为

  <
^
( k , l ) =

1
2PQ

]

- ]Q
]

- ]
<exp[ - i( kx + ly ) ] dx dy , ( A10)
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  <( x , y ) =
1
2PQ

]

- ]Q
]

- ]
<
^
exp[ i( kx + ly ) ] dkdl, ( A11)

式中 i = - 1 为虚数单位, <
^
( k, l ) 为任意变量 <( x , y ) 的傅立叶变换1 

略去( A8)式左边括号中的第 1 项, 即滤去声波[13] , 代入( A9)式中消去 p̂ , 得到关于 ŵ 的TaylorOGoldstein 方

程为

  ŵ zz +
N 2

U2n
- 2 #1

Unz
Un

-
Unzz
Un

- D1K
2- # 2

1- # 1z ŵ = 0, ( A12)

进一步令 # 1z = 0[ 5] , 即得到文中使用的方程( 1) 1 

B 静力 Boussinesq模型的地表扰动气压和重力波拖曳

地表扰动气压

  p̂ 0TMV( Z = 0) = iNUn0Ĝ( k, l ) , ( B1)

  : p̂ 1TMV( Z = 0) = -
NUn0
2

Un0z
N

Ĝ( k , l) , ( B2)

  : 2p̂ 2TMV ( Z = 0) = -
i
8
NUn0 2

Un0Un0zz

N 2 +
Un0z
N

2

Ĝ( k , l) , ( B3)

圆钟型地形触发的重力波拖曳

  F dxTMV =
P
4
Q0Nah

2
0U0 1 -

1
32

3
U20z

N 2 + 2
V0
U0

U0zV0z

N2
+
V20z

N 2 -

    1
16

3
U0zzU0

N 2 + 2
V0zzV0

N 2 +
V0
U0

U0zzV0

N 2 , ( B4)

  F dyTMV =
P
4
Q0Nah

2
0V0 1 -

1
32

3
V20z

N 2 + 2
U0
V0

U0zV0z

N 2 +
U20z

N 2 -

    1
16

3
V0zzV0

N 2 + 2
U0zzU0

N 2 +
U0
V0

V 0zzU0

N 2 1 ( B5)
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Analytical Investigation on the 3D NonOBoussinesq
Mountain Wave Drag for Wind Profiles With

Vertical Variations

TANG JinOyun,  TANG Jie,  WANG Yuan
( The Key Labora tory of Mesoscale Sever e Weather , Min istr y of Education ;

Depar tm ent of Atm ospher ic Sciences , Nan jin g Un iver sity , Nanjin g 210093, P . R . China )

Abstract: A new analytical model was developed to predict the gravity wave drag ( GWD) induced by

an isolated 3Odimensional mountain, over which a stratified, nonOrotating NonOBoussinesq sheared flow

is impinged. The model is confined to small amplitude motion and assumes the ambient velocity vary-

ing slowly with height. The modified TaylorOGoldstein equation with variable coefficients was solved

with a WentzelOKramersOBrillouin (WKB) approximation, formally valid at high Richardson numbers.

With this WKB solution, generic formulae, of second order accuracy, for the GWD and surface pres-

sure perturbation ( both for hydrostatic and nonOhydrostatic flow) were presented, enabling a rigorous

treatment on the effects by vertical variations in wind profiles. In an ideal test to the circular bellO

shaped mountain, it was found, when the wind is linearly sheared, that the GWD decreases as the

Richardson number decreases. However, the GWD for a forward sheared wind (wind increases with

height) decreases always faster than that for the backward sheared wind ( wind decreases with

height). This difference is evident whether the model is hydrostatic or not.

Key words: GWD; TaylorOGoldstein equation; wind shear; WKB approximation; circular bellOshaped

mountain
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