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摘要:  对具有扩散影响的 Hopfield 型神经网络平衡点的存在唯一性和全局渐近稳定性进行了研

究1 在激活函数单调非减、可微且关联矩阵和 Liapunov对角稳定矩阵有关时, 利用拓扑度理论得到

了系统平衡点存在的充分条件1 通过构造适当的平均 Liapunov 函数, 分析了系统平衡点的全局渐

近稳定性1 所得结论表明系统的平衡点(如果存在)是全局渐近稳定的而且也蕴含着系统的平衡

点的唯一性1 

关  键  词:  扩散;  Hopfield型神经网络;  平衡点;  全局渐近稳定性

中图分类号:  O175   文献标识码:  A

引   言

自Hopfield
[ 1O2]
提出简化神经网络模型后 30多年来,人们对研究神经网络动力学一直有着

非常浓厚的兴趣1 在众多的动力学现象中,稳定性属性在神经网络的设计和应用中有着重要

的作用1 因此, 研究神经网络的稳定性属性便成为一门重要的数学课题1 作为特殊的神经网
络,Hopfield型神经网络已被广泛用于模式识别、自动控制等众多领域,而且已被许多学者进行

了广泛研究
[ 1O7] 1 但人们考虑神经网络的动力学渐近行为时,都是仅从时间方向关注动态的变

化,而很少考虑空间位置对它的影响1 然而, 严格地说来,当电子在非均匀的电磁场中运行时,

扩散现象是不可避免的也是不能忽视的1 文献[ 8]至文献[ 10]曾提出和研究了用偏微分方程

描述的具有扩散的神经网络的稳定性1 

近来,廖晓昕等人[ 11]研究了一类包含许多生态系统和神经网络系统的具有扩散影响的广

义神经网络正平衡点的稳定性1 在正平衡点存在的假设下, 他们通过构造平均 Liapunov 函数

的方法得到了该平衡点稳定的充分条件1 然而, 当文献[ 11]的广义神经网络考虑成具有过原

点的 SO激活函数和没有外部输入的 Hopfield型神经网络时, 在某些稳定性条件(如,文献[ 11]
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中定理1的条件)下仅有一个零平衡点而不存在正平衡点, 参看第2节的定理 11 因此,有必要

考虑其它平衡点的存在性和稳定性1 
本文的主要目的是研究具有扩散的Hopfield型神经网络平衡点的存在唯一性和全局渐近

稳定性1 利用拓扑度理论得到了具有扩散影响的Hopfield型神经网络平衡点的存在性定理1 
另外,通过构造不同于文献[ 11]的平均 Liapunov 函数,我们发现系统的平衡点(如果存在)是全

局渐近稳定的而且这一事实也蕴含着系统平衡点的唯一性1 
具有扩散影响的 Hopfield型神经网络可用如下的偏微分方程描述:

  
5 ui

5 t
= 6

m

k= 1

5
5x k

Dik
5 ui

5xk
- d iei ( u i ) + 6

n

j= 1
aijf j ( uj ) + J i ,   i = 1, 2, ,, n , ( 1)

其中 u i表示第 i个神经元的状态, t I I = [ t 0, + ] ) , x = ( x 1, x 2, ,, xm)
T I 8 < R

m
, 8 有

界, 5 8 适当光滑且mes 8 > 01 Dik = Dik( t , x, u) \0足够光滑, i = 1, 2, ,, n; k = 1, 2, ,,

m1 正整数 n表示网络中神经元的个数,常数d i > 0, i = 1, 2, ,, n 1 此外 ui满足下面的Neu-

mann边界条件

  
5 ui

5 n
: >

5u i

5x 1
,
5u i

5x 2
, ,,

5 u i

5xm

T

= 0,   t I I , x I 5 81 

记 D = diag( d1, d2, ,, dn) , e ( u) = ( e1( u1) , e2( u2) , ,, en ( un ) )
T 满足 e (0) = 01 矩阵

A = ( a ij ) n@ n 表示关联矩阵, 向量函数 f ( u) = ( f 1( u1) , f 2( u2) , ,, f n( un) )
T 表示激活函数, J

= ( J 1, J 2, ,, J n)
T
为常数输入向量1 

对函数 e( u) 和激活函数 f ( u ) , 我们给出下面的假设:

( i) 对每个 i I 1, 2, ,, n , 函数 ei : R y R满足: 对任意 N, G I R, 有

  ( N- G) 2 [ ( N- G) ( ei ( N) - ei ( G) ) ,

即对每个 i I 1, 2, ,, n ,函数 ei : R y R单调不减1 

( ii) 对每个 i I 1, 2, ,, n ,函数 f i : R y R单调不减且可微,即 f
c
i \01 此外,还存在常

数 C i , 0 < Ci < + ] , 使得函数 f i 的增量比满足

  0 [
f i ( N) - f i ( G)

N- G
[ C i ,   N, G I R; N X G; i = 1, 2, ,, n1 

1  平衡点的存在性

平衡点的存在性,对于神经网络的应用十分重要, 也是神经网络稳定性分析的前提1 本节
将讨论神经网络系统( 1)平衡点的存在性1 

定义 1  u = u
* I R

n 称为系统(1) 的一个平衡点,如果常数向量 u
*

= ( u
*
1 , u

*
2 , ,,

u
*
n )

T 满足代数方程- De( u
*

) + Af ( u
*

) + J = 01 
定义 2  实方阵 A 称为是 Liapunov 对角稳定的 ( LDS) (或者 Liapunov 对角半稳定的

(LDSS) ) ,如果存在一个正的对角矩阵 P使得PA的对称部分[ PA]
S

= ( PA+ A
T
P) / 2是正定

(或者半正定)的1 

定理 1  如果函数 e( u ) 和激活函数 f ( u ) 分别满足假设( i) 和假设( ii) , 且M = DC
- 1

-

A I LDS,其中 C = diag( C1, C2, ,, Cn) ,则对任何输入 J I R
n
,方程- De ( u ) + Af ( u) + J

= 0至少有一个解,即系统( 1)至少存在一个平衡点1 

证明  对任意的 u I R
n
,令 H( u ) = De ( u ) - Af ( u) - J,则 u

* I R
n 是系统(1) 的平

衡点当且仅当 H( u
*

) = 01 我们可以把 H( u) 改写为形式 H( u) = De ( u ) - AF( u) + V,
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其中F( u) = ( F1( u1) , F2( u2) , ,, Fn ( un) )
T
= f ( u) - f (0) 满足F(0) = 0, 向量 V= - Af (0)

- J I R
n1 

对某个 r > 0, 构造非空的有界子集 8r = u I R
n
: + u + < r = 0 且同伦 h ( u ; K) =

( h1( u; K) , h2( u ; K) , ,, hn( u; K) )
T I R

n
定义为h ( u; K) = Ku + (1- K) ) H( u) , u I 8r , K

I [ 0, 1] ,其中 8 r = u I R
n
: +u + [ r 1 

因M I LDS, 所以由定义 2知存在正的对角阵 P = diag( p 1, p 2, ,, p n) ,使得[ PM]
S是正

定的1 因此[ PM]
S的特征值都大于零,用 c = Kmin( [ PM]

S
) 表示[ PM]

S的最小特征值,则 c >

01 根据 c 的定义, 取常数 k \ 0 满足 k \ ( +D
- 1
A+2

2) / c , 其中 +D
- 1
A +2

2 =

Kmax( ( D
- 1
A)

T
( D

- 1
A) ) 为( D

- 1
A)

T
( D

- 1
A) 的最大特征值1 

定义向量函数

  7 ( u) = D
- 1
u+ kPF( u) =

      
u1

d1
+ kp 1F1( u1) ,

u2

d2
+ kp 2 F2( u2) , ,,

un

dn
+ kpnFn ( un)

T

1 

注意到对任意的 u = ( u1, u2, ,, un )
T
, v = ( v1, v2, ,, vn)

T I R
n 和a > 0,

  2u
T
v = 2 6

n

i = 1
uiv i = 6

n

i= 1
2( aui )

v i

a
[

      6
n

i = 1
au

2
i +

v
2
i

a
= a + u +2

+
+ v +2

a
,

即 2uT
v [ a + u +2

+ ( + v +2
) / a 1 由假设( i)容易知道对任意的u i I R, ui X 0,有 | ei ( ui ) | \

| ui | 且由假设( ii) 知0 [ ( F i ( ui ) ) / ui = (f i ( ui ) - f i (0) )/ u i [ C i ,所以 | Fi ( ui ) | / Ci [ | ui |

[ | ei ( ui ) | , 从 而 由 ei 和 f i 的单 调 性 可 知 F i
2
( ui ) / C i [ ei ( ui ) F i ( ui ) , 于 是

6
n

i= 1pid iei ( u i ) Fi ( u i ) \ 6
n

i = 1( p idiF i
2
( ui ) ) / Ci ,即 F

T
( u) PDe ( u) \ F

T
( u) PDC

- 1
F( u) 1 

因此,

  7 T
( u) ( De( u ) - AF( u) ) =

    ( D
- 1
u+ kPF( u) )

T
( De( u) - AF( u) ) =

    u
T
e( u) - u

T
( D

- 1
A) F( u) + kF

T
( u) PDe( u) - kF

T
( u) [ PA]

S
F( u) \

    + u +2
- u

T
( D

- 1
A) F( u) + kF

T
( u) [ PM]

S
F( u) \

    + u +2
- ( 1/ 2) ( + u +2

+ +D
- 1
A +2

2 +F( u) +2
) + kc +F( u) +2 \

    ( 1/ 2) + u +2
+ ( kc/ 2) +F( u) +21 ( 2)

另一方面,由于

  7 T
( u) V = 6

n

i = 1

( d
- 1
i Vi ) ui + k 6

n

i= 1

( p iVi ) F i ( u i ) \

    -
1
4

+ u +2
+ 6

n

i= 1

( d
- 1
i Vi )

2
- k

c
2

+F( u) +2
+

1
2c 6

n

i= 1

( p iVi )
2

=

    -
1
4

+ u +2
-

kc
2

+F( u) +2
- H, ( 3)

其中   H= 6
n

i= 1

( d
- 1
i Vi )

2
+

k
2c 6

n

i= 1

( piVi )
2 \ 01 

由( 2)式和( 3)式,可得

  7 T
( u) H( u) \ (1/ 4) + u +2

- H1 ( 4)
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记 dmax = max1 [ i [ n d i > 0, 且 X= min d
- 1
max , 1/ 4 , 则由(4) 式和 uiF i ( ui ) \ 0可得

  7 T
( u) h( u; K) = K6

n

i= 1

( d
- 1
i u

2
i + kpiu iFi ( u i ) ) + (1- K) 7T

( u) H( u) \

    Kd- 1
max + u +2

+ (1 - K)
+ u +2

4
- H \

    [ Kd- 1
max +

(1- K)
4

] +u +2
- H\

    X+ u +2
- H1 ( 5)

这样,如果 r > H/ X,则从(5) 式可得当 x I 5 8 r 且KI [ 0, 1] 时, 7
T
( u) h( u; K) > 0,这蕴

涵着 h( u; K) X 01 从而根据同伦不变性[ 13]
可知

  d( H( u) ;0, 8r ) = d ( h( u; 0) ; 0, 8 r) = d( h( u; 1) ; 0, 8r ) = 1 X 0, ( 6)

其中 d( H( u) ; 0, 8r ) 表示拓扑度 1 根据拓扑度理论[ 14O15]
,方程 H( u ) = 0在 8 r < R

n内至少

有一个解,即系统( 1)至少存在一个平衡点1 证毕1 

注 1 定理 1 给出使系统( 1)对任意外部输入 J I Rn 至少有一个平衡点的充分条件1 实际上, 在下一节

我们将证明在定理 1的条件下, 系统( 1)的平衡点是全局渐近稳定的1 因此, 定理 1 的条件还蕴含着系统( 1)

平衡点的唯一性1 

注 2  如果- A是Liapunov对角半稳定的, 则存在正的对角矩阵 P使得[ P(- A ) ] S是半正定的1 容易看

到, 对任意正的对角矩阵 K ,由于[ P(- A+ K) ]
S

= [ P(- A ) ]
S
+ 2PK, 于是- A+ K 是 Liapunov对角稳定

的1 因此,在这种情形之下, 如果函数 e( u) 和 f ( u ) 分别满足假设( i) 和( ii) , 那么对任意外部输入 J I Rn,

系统( 1)有唯一的平衡点1 

注 3 如果 M = DC- 1- A 是一正定矩阵, 由于对 n阶单位矩阵I , [ IM] S = M, 因此M是 Liapunov对角

稳定的1 如果 M = DC- 1 - A不对称但它是一个 ZO矩阵且满足下面条件之一:

1) M 的所有主子式都是正的;

2) M 可以改写为形式M = kI - B, 其中 B是一个谱半径严格小于 k 的非负矩阵;

3) M 的所有特征值都是正的;

4) M 的任意特征值的实部是正的;

5) M 非奇异且M 的逆矩阵是非负的;

6) Mv \ 0蕴含着 v \ 0;

7) 存在具有非负元素的向量 v使得Mv \ 0;

8) 对于每个非负对角矩阵 D , M + D 是非奇异的;

9) 对于任意的 k \ 0, M+ kI 是非奇异的;

10) 对于任意的非零向量 v, 存在 i 使得 v i ( Mv) i > 0;

11) M 能够分解为LU, 其中 L 是下三角矩阵, U 是上三角矩阵且L 和 U的对角元都是正的;

12) M 的对角线元素是正的且对某个正的对角矩阵 D , MD 是严格对角占优的1 
那么由文献[ 16]和文献[ 17]可知 M是一个M O矩阵,因此 M 是 Liapunov 对角稳定的1 

2  全局渐近稳定性分析

设 u
*

= ( u
*
1 , u

*
2 , ,, u

*
n )

T I R
n
是系统(1) 的平衡点1 作坐标变换 z = ( z 1, z 2, ,, zn )

T

= u - u
*

, 则系统( 1)可化为如下的偏微分方程

  
5zi

5 t
= 6

m

k= 1

5
5xk

D ik
5z i

5x k
- d iE i ( z i ) + 6

n

j= 1

aijF j ( z j ) ,   i = 1, 2, ,, n, ( 7)

其中 E i ( z i ) = ei ( z i+ u
*
i ) - ei ( u

*
i ) , F i ( zi ) = f i ( zi + u

*
i ) - f i ( u

*
i ) ; i = 1, 2, ,, n1 很明显,

E i (0) = 0, 且 z iE i ( zi ) = zi [ ei ( z i + u
*
i ) - ei ( u

*
i ) ] \z

2
i ; Fi (0) = 0, 0 [ z iF i ( zi ) = zi [ f i ( z i +
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u
*
i ) - f i ( u

*
i ) ] [ C iz

2
i ; zi I R, i = 1, 2, ,, n1 

定理 3  如果函数 e( u) 和激活函数 f ( u) 分别满足假设( i) 和假设( ii) , 且M = DC
- 1

-

A I LDS, 则对任何输入 J I R
n
, 系统( 1)至少存在一个平衡点,且它为全局渐近稳定的1 

证明  正的对角阵 P,常数 c, k 均为定理 1所述1 考虑如下的 Liapunov 函数

  V1( z) =
1
2
z

T
D
- 1
z + k 6

n

i= 1

p iQ
z
i

0
Fi ( Q)dQ1 ( 8)

利用( 8)式构造平均Liapunov函数

  V( z) = Q8
V1( z)dx = Q8

1
2
z

T
D
- 1
z + k 6

n

i = 1
Q

z
i

0
piF i ( Q)dQ dx 1 ( 9)

首先,我们有

  
5 V1( z)

5zi
=

zi

d i
+ kp iFi ( zi ) ,   i = 1, ,, n,

因此

  
52

V1( z)

5z
2
i

=
1
di

+ kpiF
c
i ( zi ) =

1
d i

+ kpif
c
i ( zi + u

*
i ) > 0,   i = 1, ,, n, ( 10)

且

  
52

V1( z)

5z i5z j
= 0,   i X j ; i , j = 1, ,, n 1 ( 11)

令 �zi = D i1
5 zi

5x 1
, D i2

5z i

5x 2
, ,, Dim

5zi

5xm

T

I R
m
, i = 1, 2, ,, n 且 ý =

5
5x 1

,
5
5x 2

, ,,

5
5xm

T

表示梯算子, 则 ý #�zi = 6
m

k= 1

5
5xk

D ik
5z i

5x k
, i = 1, 2, ,, n1 由于 x I 5 8 时,

5u i

5 n
=

5u i

5x 1
,
5 ui

5x 2
, ,,

5u i

5xm

T

= 0,所以这时
5zi

5xk
= 0, i = 1, 2, ,, n; k = 1, 2, ,, m1 记 C= ( cosA1,

cosA2, ,, cosAm)
T 为 5 8 上的单位外法向量,由( 9)式至( 11)式和散度公式,可得

  Q8

5 V1( z)

5zi
6
m

k= 1

5
5xk

D ik
5z i

5x k
dx = Q8

5 V1( z)

5zi
ý#�zidx =

    Q8
ý #

5V 1( z )

5z i
�zi dx - Q8

ý
5 V1( z)

5zi
#�z idx =

    Q5 8
C#

5 V1( z)

5zi
�z i ds - 6

m

k= 1Q8
D ik( t , x, z)

52
V1( z)

5z
2
i

5zi

5xk

2

dx =

    Q5 8 6
m

k= 1
D ik( t , x, z)

5 V1( z)

5zi

5zi

5xk
cosAids -

    6
m

k= 1Q8
D ik( t , x, z)

1
di

+ kpiF
c
i ( zi )

5zi

5xk

2

dx =

    - 6
m

k= 1Q8
D ik( t , x, z)

1
di

+ kpiF
c
i ( zi )

5zi

5xk

2

dx [ 01 ( 12)

再由( 2)式和( 12)式可得 V( z ) 沿系统( 7)的解的导数为

  d V( z)
dt (7)

= Q8

dV1( z)

dt (7)
dx = Q8 6

n

i= 1

5V 1( z)

5z i

5 zi

5t
dx =

    Q8 6
n

i= 1

5 V1( z)

5zi
6
m

k= 1

5
5xk

D ik
5z i

5x k
dx +
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    Q8 6
n

i= 1

5 V1( z)

5zi
- diE i ( zi ) + 6

n

j= 1

aijFj ( zj ) dx =

    - 6
n

i= 1
6
m

k= 1Q8
Dik( t , x, z)

1
d i

+ kpiF
c
i ( zi )

5zi

5 xk

2

dx +

    6
n

i= 1Q8

z i

d i
+ kp iF i ( zi ) - d iE ( z i ) + 6

n

j= 1
aijF j ( z j ) dx [

    - Q8
( D

- 1
z + kPF( z) )

T
( DE( z) ) - AF( z)dx [

    - Q8

1
2

+z +2
+

kc
2

+F( z) +2 dx < 0,   z I R
n且 z X 01 

很显然当 +z + y+ ] 时, V ( z) y+ ] 1 因而系统(7) 的零解,即系统(1) 的平衡点 u
*
是全

局渐近稳定的1 证毕1 

3  例   子

这一节给出一个例子来说明前两节所得结论的重要性和可行性1 
作为一个例子, 考虑下面的具有两个神经元和没有外部输入的神经网络模型

  

5 u1

5 t
=

52
u1

5x
2 - d1( u1) + a11th( u1) + a12th( u2) ,

  t > 0, x I (0,P) ,

5 u2

5 t
=

52
u2

5x
2 - d2( u2) + a21th( u1) + a22th( u2) ,

  t > 0, x I (0,P) ,

5 u1

5x
=

5 u2

5x
= 0,   t > 0, x = 0,P1 

( 13)

从双曲正切函数的特点容易看到 C1 = C2 = 1, 因此 M = D- A =
d1 - a11 - a12

- a21 d 2 - a22
1 

假设 d1 - a11 > 0, a12 > 0, a21 > 0且( d1 - a11) ( d2- a22) > a12 a21, 那么M 是MO矩阵
并且从文献[ 16] 和文献[ 17] 可知 M是 Liapunov对角稳定的1 因此由定理 2可知系统( 13)有

一个唯一全局渐近稳定的平衡点( 0, 0) 1 

如果 d1 - a11 = 1, d2- a22 = 2, a12 = 2, a21 = - 3, 那么M =
1 - 2

3 2
不是 MO矩阵

由于 M 的非对角元并不小于或等于零 1 但 M
S
=

1 0. 5

0. 5 2
,因此 M 是Liapunov 对角稳定

的且由定理2可知系统( 13)有一个唯一全局渐近稳定的平衡点( 0, 0) 1 
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Global Asymptotic Stability for HopfieldOType
Neural Networks With Diffusion Effects
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Abstract: The existence, uniqueness and global asymptotic stability of the equilibrium for HopfieldO

type neural networks with diffusion were discussed. The sufficient conditions of the existence and u-

niqueness of the equilibrium of the system were obtained by applying the topological degree theory

when the activation functions are monotonous nonOdecreasing and differential, and the interconnected

matrix is related to the Lianupov diagonal stable matrix. By constructing the average Liapunov func-

tions, the global asymptotic stability of the equilibrium of the system was obtained.

Key words: diffusion; neural networks; equilibrium; global asymptotic stability
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