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一维有限元后处理的 EEP法的数学分析
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摘要:  利用一维投影型插值与有限元超收敛基本估计,对一类两点边值问题,严格证明了袁驷等

人由单元能量投影( EEP)法获得的节点恢复导数,当有限元空间的次数不超过 4 时, 具有最佳阶超

收敛1 理论分析圆满地解释了已有的数值结果1 
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引   言

在有限元发展史上, 有许多关于导数恢复技巧的研究1 对于一维问题,最近的工作包括张

铁
[ 1]
的导数小片插值恢复技巧,朱起定、赵庆华

[ 2]
提出的整体强超收敛的校正格式, 陈传淼等

人[ 3]基于新误差展开式获得的强超收敛点等1 

2004年袁驷等人
[ 4]
基于力学原理提出了所谓的/单元能量投影法0,由此导出的节点导数

恢复公式很简单1 令人惊异的是数值例子显示, 当有限元空间的次数 k [ 4且式( 1a) 中 p = 1

时,节点恢复导数精度为 O( h
2k

)1 本文的目的是对这一现象给出严格的数学理论证明 1 我

们将证明,对一类两点边值问题,文献[ 4] 的节点恢复导数精度为 O( h
min 2k, k+ 4

) , 从而当 k [

4时为 O( h
2k

) 1 
我们用 C 表示一般常数,它在不同的地方可以有不同的值, 同时我们使用标准的 Sobolev

空间及其上的模的记号
[ 5] 1 

1  问 题描 述

考虑如下的两点边值问题:

  
Lu = - ( p uc)c+ qu = f ,   x I ( 0, 1) = I , ( 1a)

u( 0) = u( 1) = 0, ( 1b)

其中 p ( x ) \ c > 0, q( x ) > 0, p、q、f 充分光滑1 
记 Jh : 0 = x 0 < x 1 < ,< xN = 1为一拟一致剖分, hi = xi+ 1 - x i , h = maxh i1 仿文献[ 4] ,
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考虑 Jh 上任意一个单元 e,记其两端点坐标为�x 1, �x 21 式( 1) 的弱形式是:找 u I H
1
0( I ) 使得

  a( u, v) = ( f , v ) ,   Pv I H
1
0( I ) , ( 2)

其中

  a( u, v) = Q
1

0
( p ucvc+ quv) dx 1 

问题( 1)的有限元逼近是:找 uh I Sh 使得

  a( u - uh, vh ) = 0,   Pvh I Sh,

其中 Sh < H
1
0是剖分 Jh上的k 次Lagrange型有限元空间1 文献[ 4]得到如下的结点应力恢复公

式:

  uc*
(�x i ) = u

c
h (�xi ) + (- 1)

i- 1 1
p (�x i )Q

�x
2

�x
1

( f - Luh) N i dx ,   i = 1, 21 ( 3)

其中 N i ( x ) 为线性单元形函数, 满足

  N i (�xj ) = Dij ,   i , j = 1, 21 
我们的主要结果是:

定理 1  设 u I W
k+ 1, ]

( I ) , p S 1, 方程( 1) 的后处理格式( 3) ,当 k [ 4时具有 O( h
2k

) 阶

精度,当 k \ 5时具有 O( h
k+ 4

) 阶精度, 即

  | uc(�xi ) - uc*
(�x i ) | [ Ch

min 2k, k+ 4 +u + k+ 1, ] ,   k \1, i = 1, 21 ( 4)

2  一维投影型插值

对任一单元 e = (�x 1, �x 2) ,记 x e = (�x 1 + �x 2) / 2, he = (�x 2 - �x 1) , �he = he / 21 则

  e = ( x e - �he, xe + �he ) 1 
我们可将一维投影型插值理论(参见文献[ 5] )用于单元 e1 

引进 L
2
( e) 上的完备的规范正交多项式系:

  

L 0( x ) =
1
2
�h- 1/ 2

e ,

L i ( x ) = Ri
d

dx

i

[ A ( x ) ]
i
,   i \ 1,

Ri =
2i + 1

2
1
i !
�h- i- 1/ 2

e = O(�h- i- 1/ 2
e ) ,

( 5)

其中 A ( x ) = [ ( x - x e )
2

- �h2
e ] / 2, 同时引进标准化Lobatto多项式系:

  

X0 = 1,

Xi+ 1 = �h
- 1/ 2
e QI

x

L i ( x ) dx = �h
- 1/ 2
e Ri

d
dx

i- 1

[ A ( x ) ]
i
,   i \1,

( 6)

其中   Ix = ( x e - �he, x )1 

现在假设 v I H
1
( e) ,则 vc I L

2
( e) , 故我们有 Fourier展开[ 5] :

  vc = A0 + A1L1( x ) + A2L 2( x ) + ,+ AkLk ( x ) + ,, ( 7)

其中 Ak = ( vc, Lk) e1 从而

  v( x ) = E
]

j = 0

Bj Xj ( x ) ,   Pv I H
1
( e) , ( 8)

其中
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B0 = v ( x e - �he) ,

B1 =
1
2

( v( xe + �he) - v( xe - �he ) ) ,

Bj = �h
1/ 2
e Aj- 1,   j \ 21 

( 9)

定义 k 次插值算子

  ik : H
1
( I ) y Pk ( e) , ikv( x ) = E

k

j = 0

Bj Xj ( x ) ,   Px I e1 ( 10)

算子 ik 具有下列性质
[ 5] :

  +v - i kv +0, ] , e [ Ch
k+ 1

| v | k+ 1, ] ,   Pv I W
k+ 1, ]

( e) ; ( 11)

  +v - i kv +0, 1, e [ Ch
k+ 1

| v | k+ 1, 1,    Pv I W
k+ 1, 1

( e) ; ( 12)

  ( v - ikv , p ) e = 0, Pp I Pk- 2( e) , v I H
1
( e)1 ( 13)

记 uh 为问题( 1) 的 k 次有限元解,当 p = 1时我们有强超接近关系:

  +uh - iku +0, ] [ Ch
k+ 3

| u | k+ 1, ] ,   k \ 31 ( 14)

3  定理 1的证明

为证明定理 1, 我们需要以下两个已有的结果:

首先,我们有经典的最大模误差估计

  +u - uh +0, ] , e [ Ch
k+ 1 +u + k+ 1, ] ,   k \ 1, ( 15)

此外,对 eh = u - uh 我们有如下的高精度结果
[ 6] :

  max
j

| eh( xj ) - eh ( xj- 1) | [ Ch
2k+ 1 +u + k+ 1, ] ,   k \ 11 ( 16)

定理 1的证明

只对 i = 1证明, i = 2的证明类似1 
易知对 x I e有

  f - Luh = Leh1 ( 17)

  uc*
(�x 1) = u

c
h (�x 1) +

1
p (�x 1)Q

�x
2

�x
1

( f - Luh) N 1dx =

    u
c
h(�x 1) +

1
p (�x 1)

( Leh, N 1) e ,

从而由 p ( x ) = 1有

  uc*
(�x 1) = u

c
h (�x 1) + [ ( LN 1, eh ) e - e

c
hN 1|

�x
2
�x

1
+ ehN

c
1 |
�x

2
�x

1
] =

    u
c
h(�x 1) + ( qN 1, eh) e + e

c
h(�x 1) -

1
�x 2 - �x 1

[ eh(�x 2) - eh(�x 1) ] =

    uc(�x 1) + ( eh, qN 1) e -
1

�x 2 - �x 1
[ eh (�x 2) - eh (�x 1) ] 1 ( 18)

由( 16)式及剖分的拟一致性知

  1
�x 2 - �x 1

[ eh (�x 2) - eh (�x 1) ] [ h
- 1
e 1Ch

2k+ 1 + u + k+ 1, ] [ Ch
2k + u + k+ 1, ] 1 ( 19)

现在估计 ( eh , qN 1) e1 由式( 15)知

  | ( eh , qN 1) e | [ +eh +0, ] , e1 +qN 1 +0, 1, e [ Ch
k+ 1 +u +k+ 1, ] 1Ch [

    Ch
k+ 2 + u + k+ 1, ] ,   k \ 11 ( 20)
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当 k \ 3时,有

  | ( eh , qN 1) e | [ | ( u - i ku, qN 1) e | + | ( iku - uh, qN 1) e | [

    | ( u - iku , qN 1 - i k- 2( qN 1) ) e | + | ( i ku - uh , qN 1) e | 1 
由H&older 不等式,式( 11)及式( 12)知

  | ( u - iku , qN 1 - i k- 2( qN 1) ) e | [

    + u - iku +0, ] , e1 +qN 1 - ik- 2( qN 1) +0, 1, e [

    Ch
k+ 1 + u + k+ 1, ] 1h

k- 1 + qN 1 + k- 1, 1, e [

    Ch
2k + u + k+ 1, ] 1 

另一方面, 由式( 14)我们知道

  | ( iku - uh, qN 1) e | [ + iku - uh +0, ] , e1 +qN 1 +0, 1, e [

    Ch
k+ 3 + u + k+ 1, ] 1h [ Ch

k+ 4 +u + k+ 1, ] ,

因此对于 k \ 3我们有

  | ( eh , qN 1) e | [ Ch
2k +u + k+ 1, ] + Ch

k+ 4 +u + k+ 1, ] =

    Ch
min 2k , k+ 4 +u + k+ 1, ] 1 ( 21)

由式( 20)与式( 21)我们有

  | ( eh , qN 1) e | [ Ch
min 2k, k+ 4 +u +k+ 1, ] ,   k \ 11 ( 22)

最后,综合式( 18)、( 19)和( 22)我们得到

  | uc(�x 1) - uc*
(�x 1) | [ Ch

min k+ 4, 2k + u + k+ 1, ] ,   k \ 11 
证毕1 

4  结   论

对于常系数两点边值问题,我们严格证明了文献[ 4]基于 EEP 法的节点导数恢复公式的

精度为 O( h
min 2k , k+ 4

) , 完全解释了文献[ 4]的数值结果1 

注  本文的方法与结论适用于混合边界条件问题1 (算例见下节)

5  补 充算 例

考虑如下的两点边值问题

  
- ud + u = 1,   x I I = ( 0, 1) ,

u( 0) = uc( 1) = 01 
( 23)

真解 u = ( 1+ e
2
)

- 1
( ex

+ e2- x
) + 11 我们用 k = 4, 5次元在均匀网格 h = 1/ N , N = 2,

4, ,, 32上解方程( 23) ,结果列于表1, 可见当 k = 5时,误差 ec*
( 0) = uc( 0) - uc*

( 0) 仍保持

O( h
2k

) 的精度1 
表 1 恢复导数端点误差( k = 4, 5次元)

N ec* (0) ( k = 4) 收敛率 ec* ( 0) ( k = 5) 收敛率

2 - 2. 412 8 E- 11 7. 60 - 5. 619 4 E- 14 9. 92

4 - 1. 004 8 E- 13 7. 91 - 5. 572 1 E- 17 9. 98

8 - 3. 987 2 E- 16 7. 98 - 5. 462 7 E- 20 9. 99

16 - 1. 563 6 E- 18 7. 99 - 5. 339 9 E- 23 10. 00

32 - 6. 113 8 E- 21 8. 00 - 5. 216 0 E- 26 10. 00
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Mathematical Analysis of EEP Method for OneODimensional
Finite Element Postprocessing

ZHAO QingOhua1,  ZHOU ShuOzi1,  ZHU QiOding2

( 1. College of Ma them atics and Economa tics , Hunan Un iver sity , Chan gsha 410082, P . R . China ;

2. College of Ma them atics and Com puter Scien ce , Hun an N or ma l Univ er sity ,

Cha ngsha 410081, P . R . China )

Abstract: For a class of twoOpoint boundary value problems, by virtue of oneOdimensional projection

interpolation and finite element superconvergence fundamental estimations, it was proved that the

nodal recovery derivative obtained by Yuan. s element energy projection ( EEP) method had the opt-i

mal order superconvergence on condition that the degree of finite element space is no more than 4.

The theoretical analysis coincides with the reported numerical results.

Key words: superconvergence stress; element energy projection method; finite element; twoOpoint

boundary value problems; projection interpolation
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