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一类递归小波神经网络的稳定性研究
X

邓  韧,  李著信,  樊友洪

(后勤工程学院, 重庆 400016)

(陈正汉推荐)

摘要 :  在小波神经网络( WNNs)和递归神经网络( RNNs)的基础上 ,提出了一类递归小波神经网络

( RWNNs)模型, 它具有两种网络模型的优点1 根据 Liapunov 渐近稳定理论,对该模型的渐近稳定性

进行了研究,并给出了相关的定理和公式1 仿真结果表明该模型对非线性动态系统有良好的辨识

效果1 
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引   言

小波神经网络( wavelet neural networks( WNNs) )是近年来在小波分析研究获得突破的基础

上提出的一种前馈型网络1 其特点是: 1) 小波基元(wavelet basic unit( WBU) )及整个网络结构

的确定,有可靠的理论依据,可避免 BP网络等结构设计上的盲目性; 2) 网络权系数线性分布

和学习目标函数的凸性, 使网络训练过程从根本上避免了局部最优等非线性优化问题; 3) 有

较强的函数学习能力和推广能力
[ 1] 1 因此,小波神经网络在函数逼近, 非线性动态系统辨识,

时序数据预测等方面得到了广泛应用1 然而利用单纯的小波前馈网络对动态系统进行辨识,

实际上是将动态时间建模问题变为静态空间建模问题,这必然会出现许多问题:如需要先验假

定系统的NARMA模型类, 需要对模型结构进行定阶, 特别是随着系统阶次的增加或阶次未知

时,迅速膨胀的网络结构将使学习收敛速度变缓1 此外,多的输入节点也将使相应的辨识系统

对外部噪声特别敏感1 因此, 能够更直接更生动地反映系统动态特性的网络应该是动态神经

网络, 即递归神经网络( recurrent neural networks( RNNs) )
[ 2] 1 RNNs能够逼近任何动力学系统;

对于某些问题, 一个很小的反馈系统可能等价于一个很大的甚至无限的前馈系统;而且反馈系

统具有递归计算和反应状态信息的能力;所以 RNNs特别适合于非线性动力学系统的辨识,但

是RNNs学习算法较为复杂,而且存在稳定性问题[ 3] 1 本文提出一类递归小波神经网络( recur-

rent wavelet neural networks( RWNNs) ) ,它集成了小波神经网络和递归神经网络的优点1 对该模
型稳定性的问题,本文根据Liapunov渐近稳定理论进行了讨论, 提出了模型渐近稳定性的充分

条件,最后,仿真实验也表明了模型的可行性与稳定性1 
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1  网 络描 述

1. 1  一维情形

一维递归小波神经网络的结构如图 1所示1 它由一个输入层, 一个隐含层和一个输出层

构成1 输入层和输出层与一般小波神经网络类似1 信号或其采样通过输入层进入网络, 而输

出层是隐含层输出的线性组合1 隐含层是由一系列二维小波神经元构成, 它的输入来自于输

入层和输出层的反馈1 一维递归小波神经网络的动态方程描述如下:

  
1x i ( t ) = - a i xi ( t ) + Uj , k( I ( t ) )1 Uj

o
, k

o
( O( t ) ) = q ( xi , t ) ,

O( t ) = 6
n

i= 1
w i1x i ( t ) ,

( 1)

图 1  一维递归小波神经网络结构图

i = 1, 2, ,, n; j , k I Z
2
, j o , ko I Z

21 xi ( t ) 为一维递归小波神经网络的内部状态, ai 为一

正数向量, I ( t ) 为网络的输入, O( t ) 为网络的输出, w i 为第 i 个隐含层神经元到输出的权值,

Uj , k( I ( t ) )1Uj
o
, k

o
( O( t ) ) = Wi ( I ( t ) , O( t ) ) 为二维小波函数,由小波理论知,它由一维小波通

过形式为 W( x ) = F
2

i= 1

U( xi ) 的直积得到, 可以证明, 它满足 L
2
( R

n
) 中的框架条件[ 4]

, 即

A +f +2 [ | 3Wj , k , j
o
, k

o
; f 4 | [ B +f +2

, 其中 f I L
2
( R ) , A、B 为框架界1 从( 1)式最终可以得

到

  O fin( t ) = 6
n

i= 1
Ci1Wi ( I ( t ) , O( t ) ) , ( 2)

其中 C i将通过网络学习或在线辨识得到 1 它的形式正是函数 f 的小波框架表示,所以该模型

可以任意精度逼近函数 f 1 同时可以看出,递归小波神经网络的回归变量, 能将网络隐单元状

态的信息以紧凑形式保留系统所有以前的输入信息 1 为书写方便, 以下公式省略 t1 

假设RWNNs存在一个稳定点X
e
= ( x

e
1, x

e
1, ,, x

e
n ) (本文在此不讨论其稳定点的存在性) ,

将 X
e代入( 1)式,得到

  - a i x
e
i + Uj , k( I )1Uj

oe
, k

oe
( O e) = 0, O e = 6

n

i= 1
w i1x e

i , ( 3)

其中 j oe , koe I Z
2
,其余定义如上述 1 现定义 zi = xi - x

e
i , ( 1)式重写为
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1z i = ( xi - x

e
i )c = 1x i = - ai ( z i + x

e
i ) + Uj, k( I )1 Uj

o
, k

o
( O) ,

O = 6
n

i= 1
w i1xi 1 

( 4)

定义 W( zi , x
e
i ) = Uj , k( I )1Uj

o
, k

o
( O) - Uj , k( I )1Uj

oe
, k

oe
( Oe)1 

由( 1)、( 3)、( 4)式可以得到

  1z i = - ai z i + W( zi , x
e
i ) , O - Oe = 6

n

i= 1
w i1zi1 ( 5)

将上述等式以矩阵的形式表达为

  1Z = - TZ+ W, O- O
e
= WZ, ( 6)

其中 Z = [z 1  z 2  , zn]
T
, T = diag[ a1  a2  , an] , W= [ W(z 1, x

e
1)  W( z2, x

e
2)  , W(zn,

x
e
n) ] , W = [ w 1  w 2  , wn ] 1 通过以上转换, (6) 式中平衡点 Z

e
= 01 

1. 2  m 维情形

对于输入 I I R
m
, m > 1的情形,输入层将有 m个输入节点,隐含层的小波神经元节点传

递函数为F
m

l= 1

Uj
l
, k

l
( I l )1Uj

o
, k

o
( O) , j l , kl I Z

2
, 其余和一维情形类似1 

2  渐近稳定性条件

定理 1(全局稳定性)  如果以下两个条件同时满足
1) j o = j oe;

2) ko = k oe - 2j o1( O e
- O) / b , 其中 0 < b < 3. 5[ 4] 1 

则RWNNs稳定点 X = X
e是全局渐近稳定的1 

证明  对于 RWNNs( 6)式, 定义正的Liapunov 函数 V( Z ) = Z
T1Z/ 21 根据(6) 式, 得到

1V( Z) = Z
T 1Z = - Z

T
TZ + Z

T W, 对于一维情形,上式右端

  Z
T W= 6

n

i= 1

zi [ Uj , k( I )1Uj
o
, k

o
( O) - Uj , k( I )1Uj

oe
, k

oe
( Oe) ] =

    6
n

i= 1
z i Uj , k( I ) [ U(2

j
oO - k o1b ) - U(2joeO e - k oe1 b ) ] 1 

将条件1)、2)代入,得到 Z
T
W= 0, 1V( Z) = - Z

T
TZ [ 0, 当且仅当 Z = 0, 1V( Z) = 01 根据L-i

apunov 渐近稳定理论, RWNNs( 1)式的所有初始状态 X = X
0 I ( R

n
) 将全局稳定于平衡点 X

e
;

对于 m 维情形,也将得到同样的结论1 证毕1 

注 1 实际上, 当网络状态离平衡点较远的时候, 系统的能量是非常大的,从条件 1)、2)和等式( 2)可以看

出输出反馈是很强的,因此系统逐渐向平衡点靠拢; 当系统接近了平衡点时, 系统的能量降低, 输出反馈几近

于 01 

注 2 条件 1)、2)在网络结构设计时是比较容易满足的, 可以先根据输入、输出信号的时频域, 用/ 分解O
综合0方法[ 1]给出输入、输出信号的尺度和平移的范围, 即确定 j、k、j oe、k oe所在区间1 由于 O、O e的频谱和取

值范围都是一致的,所以 j o = j oe自然满足,而 k o则取 k oe区间中满足条件 2) 的值 1 当网络用于时序数据预

测时,条件更容易满足, 因为 j、k 和j oe、k oe所在的区间是一致的,可以只分析输入或输出信号的尺度和平移范

围1 

定理 2(局部稳定性)  如果以下两个不等式同时满足:

1) | D e
i w i | \ 6

n

j = 1
j X i

D
e
jw i ;
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2) D
e
i w i [ 0;

其中, 一维情形, D e
i = Uj , k( I )1Uc

j
o
, k

o
( O

e
) ; m 维情形, D

e
i = F

m

l= 1

Uj
l
, k

l
( I l )1Uc

j
o
, k

o
( O

e
) , i = 1, 2,

,, n 1 

则对于RWNNs( 1)式, 初始状态 X = X
0
在S (X

e
, E) I R

n
邻域的平衡点X = X

e
是局部渐

近稳定的1 
证明  当小波函数 U( x ) 取为Morlet, Gauss,Mexico hat等显式可微小波时, ( 1)式中 q ( xi ,

t ) 是连续可微的,并在平衡点 S( X
e
, E) 邻域内有任意阶导数, 则对任意 x i ( i = 1, 2, ,, n ) 有

  1x i = q (X
e
) + 6

n

j = 1

5 qi
5xj | x

j
= x

e

j

( xj - x
e
j ) + Q( n) 1 

显然,当系统状态趋向于平衡点时,高阶项 Q( n) 将趋向于 0,所以

  q (X
e
) = 0, 1x i = 6

n

j= 1

5 qi
5xj | x

j
= x

e

j

( xj - x
e
j ) ,

其中 6
n

j= 1

5qi
5xj | x

j
= x

e

j

( xj - x
e
j ) 是 Jacobi矩阵 J ( X ) 中元素,

  J( X ) =

- a1+ D
e
1w1 D

e
1w2 , D

e
1wn

D
e
2w1 - a2+ D

e
2w 2 , D

e
2wn

s s s s

D
e
nw 1 D

e
nw2 , - an+ D

e
nwn

1 

应用条件 1)可得

  ai + | - D
e
iw i | \ 6

n

j= 1
j X i

- D
e
jw i ,   i = 1, 2, ,, n 1 

应用条件 2)可得

  | ai - D
e
iw i | \ 6

n

j= 1
j X i

- D
e
jw i ,   ai - D

e
iw i > 01 

因此, - J ( X
e
) 是严格的对角占优矩阵, 且对角元均大于 0, 所以 - J( X

e
) 正定, 因而

J ( X
e
) 负定,因此, RWNNs(1) 式在平衡点 S (X

e
, E) I R

n 邻域渐近稳定1 证毕1 

3  实 验仿 真

考虑下列系统

  1x ( t ) = Lx ( t ) (1- x ( t ) ) 1 ( 7)

初始条件: L= 4, x (0) = 0. 021 由(7) 式描述的系统是一个典型的混沌系统,对其的辨

识与模拟, 将很好地表明递归小波神经网络的性能和稳定性 1 设计一维递归小波神经网络,

输入为 x ( t ) ,输出为 x ( t + 1) ,小波神经元母波函数为Gauss小波函数 f ( t ) = te- t
2
/ 2
, 400个样

本点, 根据文献 [ 1] 中/分解O综合0 方法, 确定 j、k、j oe、koe 和 j o、k o 所在区间, j、j o、j oe I

5, 6, 7 ,取 j o = j oe; k , koe I [ 1, 128] , 根据定理1中条件2) ,取 b = 1,则 k oe I [ 1, 67] 1 对系

统( 7)辨识结果如图 2( a)、( b)所示,其均方差为 0. 135 31 仿真表明递归小波神经网络在前文
所述的充分条件下是稳定的, 对非线性动态系统辨识有较好的结果1 
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       ( a) 辩识结果                  ( b) 误差曲线

图 2  一维递归小波神经网络作动态系统辩识结果

4  结   论

本文提出了一类递归小波神经网络,它继承了小波神经网络和递归神经网络的优点,能够

对非线性动态系统进行较好的辨识1 通过论证分析和实验仿真表明在上文所述的充分条件
下,系统是渐近稳定的1 但是同时应该指出, 文中所述的仅仅是充分条件, 它对网络结构设计

有指导意义的同时也加强了约束1 递归小波神经网络是一个复杂的非线性动力系统, 其稳定

性、收敛性都是一个基本的和困难的问题,值得进一步地研究1 
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Discussion of Stability in a Class of Models on

Recurrent Wavelet Neural Networks

DENG Ren,  LI ZhuOxin,  FAN YouOhong
( L ogistic En gineer ing Univ er sity , Chongqin g 400016, R . P . China )

Abstract: Based on wavelet neural networks (WNNs) and recurrent neural networks ( RNNs) , a

class of models on recurrent wavelet neural networks ( RWNNs) was proposed. The new networks

possess the advantages of WNNs and RNNs. Asymptotic stability of RWNNs was researched according

to the Liapunov theorem. Some theorems and formulae were given. The simulation results show the

excellent performance of the networks in nonlinear dynamic system recognition.

Key words: recurrent wavelet neural networks; asymptotic stability; nonlinear dynamic system; Lia-

punov function
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