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Ñ型动态扩展裂纹尖端的弹粘O理想塑性场
X
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摘要:  由于材料在扩展裂纹尖端的粘性效应的存在,考虑粘性效应并假设粘性系数与塑性等效

应变率的幂次成反比,对理想塑性材料中平面应变扩展裂纹尖端场进行了弹粘塑性渐近分析, 得

到了不含间断的连续解 ,并讨论了Ñ型裂纹数值解的性质随各参数的变化规律1 分析表明,应力

和应变均具有幂奇异性, 通过分析使尖端场的弹、粘、塑性可以合理匹配1 对于 Ñ型裂纹 ,裂尖场

不含弹性卸载区1 趋于极限情况时,裂纹尖端处于一种超粘性状态, 并积聚了大量的能量,在各个

受压应力状态下裂纹扩展1 
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引   言

扩展裂纹尖端的动态渐近解虽然解决了准静态解中存在的许多矛盾, 但是其自身也存在

一些问题
[ 1]

,例如,某些动态解中含有塑性激波
[ 2O3] 1 而在某些情况下,当裂纹扩展速度趋于 0

时,动态解趋于静态解而非准静态解[ 4] 1 但在这些动态解中,都没有考虑材料的粘性效应1 为

了研究粘性效应作用下的扩展裂纹尖端场,高玉臣[ 5]引入了一种简化的弹粘塑性模型,即忽略

弹性阶段的粘性效应,如图 1所示1 对 Ñ型裂纹, 分别得到了对数型和幂型两种奇异解, 并确

定了两种奇异解的分界[ 6] 1 在此基础上,王振清[ 7]研究了Ó型裂纹, 贾斌等人[ 8]研究了Ò型裂

纹,得到了与Ñ型问题相似的结论1 但是,这些研究中所采用的人工粘性系数均与距离裂纹尖

端的极径 r 成正比,这虽然使奇异量级得到了匹配,却也造成材料性质成为坐标的函数从而失

去了均匀性1 此外, 对同种材料得到两种奇异解, 这也是值得深入讨论的1 本文假设粘性系数
与塑性等效应变率的幂次成反比, 经过渐近分析得到了均匀材料中的单一幂奇异解1 最后通
过与极限情况的对比,验证了解的正确性1 并发现当 B趋于极限情况时,裂纹尖端处于一种粘

性状态,并积聚了大量的能量,在各个受压应力状态下的裂纹扩展1 

1  基 本方 程

令X A( A= 1, 2)表示平面上的固定坐标系1 考虑一条半无限大的裂纹在无限大的固体中
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以恒定速度 V 沿X 1方向扩展, X 2与裂纹面垂直 1 再以裂纹尖端为原点建立与裂纹尖端一起
移动的随动坐标系 oOxy 和 oOrH,如图 2所示 1 对于定常扩展, 裂尖场中任何物理量 8 的物

质导数为

  18 =
d 8
dt

= - V
5 8
5x = V

sinH
r

5
5H- cosH

5
5r 8 1 ( 1)

对于图1所示的弹粘塑性模型, 在三维情况下本构方程为

  1Eij = 1+ M
E

1Rij - M
E
1RkkDij + 1

G
1-

K

J 2
S ij , ( 2)

     图 1 弹粘塑性力学模型         图 2 固定坐标系与随动坐标系

式中 M为Poisson比, Dij 为Kroneker符号, K为材料屈服强度, J 2为应力张量的第二不变量, E为

弹性模量(1011
) , G为粘性系数1 

定义等效塑性应变�Ep的表达式为

  �Ep = Q2
3 1Ep

ij 1Ep
ij

1/ 2

dt ; ( 3)

塑性流动因子为

  K=
1
G

J 2

K
- 1 1 ( 4)

考虑裂尖场的粘性应与应变率有关,设粘性系数 G的形式如下:

  G= C (�E
1

p)
- B   (0 < B< 1) , ( 5)

式中 C 为非负常数1 把上式代入式( 2) , 经过整理后可得理想塑性材料的弹粘塑性本构关系

为

  1Eij = 1+ M
E

1Rij - M
E
1RkkDij +

3S ij

2�R
2
3C

1/ ( 1- B)

H[�R- 3K ] [�R- 3K ]
1/ (1- B)

, ( 6)

其中Heaviside阶跃函数为

  H[�R- 3K ] =
1,   �R- 3K > 0,

0,   �R- 3K [ 01 
( 7)

假设应力具有如下形式的幂奇异性:

  Rij ~ r
- D   (0 < D< 1/ 2) , ( 8)

并进一步假定在裂纹尖端,粘性应力和塑性应力同量级,且弹性应变和塑性应变同量级, 由量

级协调可得

  D=
1
B- 11 ( 9)

由0 < D< 1/ 2, 可知仅考虑2/ 3 < B< 1的情况即可1 

2  动态扩展裂纹渐近方程

在不可压缩条件下, 对于平面应变 Ñ型裂纹, 在极坐标下,几何方程和运动方程为
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  Er =
5 ur
5 r , EH=

1
r

5 uH
5H+

ur
r
, ErH =

1
2

1
r

5ur
5H+

5 uH
5r -

uH
r

, ( 10)

  
5Rr
5r +

5RrH
r5H+

Rr - RH
r

= QXr ,
5RH
r5H+

5RrH
5 r +

2RrH
r

= QXH1 ( 11)

本构方程为

  
1Er = - 1EH= 1

4L
( 1Rr - 1RH) +

Rr - RH
2�R

B (�R- 3K )
1/ (1- B)

,

1ErH=
1
2L

1RrH+
RrH
�R
B (�R- 3K )

1/ (1- B)
,

( 12)

其中   B =
3
2

2
3C

1/ (1- B)

1 

在不可压缩条件下, 引入位移势函数 U, 则位移分量可以表示为

  ur = -
5U
r5H, uH=

5 U
5r 1 ( 13)

根据量级匹配的原则,设位移势函数 U为如下形式:

  U = r
2- D

g ( H) 1 ( 14)

并且可以把各应力分量、等效应力及等效塑性应变分别表示为

  Rr = r
- D

[ P( H) + S ( H) ] , RH = r
- D

[ P ( H) - S ( H) ] , RrH = r
- D
T ( H) , ( 15)

  �R = 2 ( H) r
- D

, ( 16)

引入下列无量纲量:

  D
*
=

B
V
, �T =

T
L
, �S =

S
L
, �P =

P
L
, �2 =

2
L
, Ma

2
=
QV

2

L
, f =

K
L
, ( 17)

  �K=
D

*

�2
( �2 - 3f ) 1/ (1- B) 1 ( 18)

把各相关量代入运动方程和本构方程,同时注意物质导数的求导规则式( 1) ,经无量纲化

并整理得

  �Sc= 2Dhc
sinH-

2D* �S

�2sinH
(�2 - 3f )

1/ (1- B)
- D�S cotH+ 2�T, ( 19)

  �Pc= 2Dhc
sinH

-
2D* �S

�2sinH
(�2 - 3f ) 1/ (1- B)

- D�S cotH+

    D�T - DMa
2
[ hcsinH- (1- D) h cosH] , ( 20)

  (1 - Ma
2sin2H)�Tc=

    Ma
2sinH 2�S sinH+ D�T cosH+

2D * �T

�2
(�2 - 3f )1/ ( 1- B)

+ (1 - D2) h -

    Ma
2
[ (1 - D) hsinH+ DhccosH] + D(�P + �S ) - 2�S , ( 21)

  (1 - Ma
2
sin

2
H) hd =

    - (1- D2) h - D�T cosH-
2D

*
�T

�2
(�2 - 3f ) 1/ (1- B)

-

    D(�P + �S ) sinH+ Ma
2sinH[ (1- D) hsinH+ DhccosH] , ( 22)

  hc( H) = sinHgd( H) - ( 1- D) cosHgc( H) + (2- D) sinHg( H)1 ( 23)

3  数值计算与结果分析

在本问题中共有 3个参数需要选择: 反映裂纹扩展速度的参数 Ma,反映材料粘性的系数
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D
* 及指数 B1 问题的边界条件为

  
�T (0) = h(0) = 0, �P (P) - �S (P) = 0, �T (P) = 0,

hc(0) = [ 2�S (0) (- 3�S (0) )
B/ (1- B)

+ D�S (0) ] / 2D1 
( 24)

因此以 �S (0) 和�P (0) 为未知量进行双参数打靶,对上述 3个参数分别取可能的数值进行计算,

典型结果见表 11 解随各参数的变化曲线见图 3~ 4,图中的各量均已无量纲化1 
表 1 解随 Ma 的变化 ( B= 0. 8, D* = 1. 0)

Ma 0. 00 0. 01 0. 20 0. 30

�S ( 0) @ 10- 1 - 2. 558 1 - 2. 557 5 - 2. 353 3 - 2. 113 0

�P (0) 1. 733 5 1. 733 4 1. 674 3 1. 600 3

图 3 应力 Re及塑性流动因子 K随Ma 的变化曲线 ( B= 0. 8, D* = 1. 0)

图 4 粘性系数 G随各个参数的变化曲线

通过对计算结果的分析与比较可以发现,当其它参数固定时,

1) 随着 Ma 单调递减,即裂纹扩展速度减小,应力幅值和塑性应变单调递增, 解稍有变化

但不大,且当 Ma y 0时仍有解,此解即应为准静态解;

2) 随着 D
*
单调递减,此时材料的粘性减小,应力幅值和塑性应变单调递增, 解的变化比

较显著,但塑性流动因子不随 D
* 变化 1 当 D

*
= 0时,方程组无解;

3) 随着 B单调递减(相当于递增) , 此时材料的粘性增加,应力幅值、塑性应变和塑性流动

因子都单调递减 1 当 B y 1时, D y 0, 问题无解1 

450 王 振 清    梁 文 彦    周   博    苏   娟



4  极限情况 ( B y 2/ 3)

随着 B单调递减(相当于 D递增) , 此时材料的粘性增加, B y 2/ 3时, 粘性系数量级达到

10
8
,此时材料处于一种粘性状态,裂纹尖端应力将发生变化 1 从应力图中可以看出此时所有

Rr、RH均为负值,也就是说明此时裂纹尖端时是处于受压状态1 

图 5  应力随 B的变化曲线

5  结   论

1) 由于在力学模型中考虑了材料的粘性效应,本文得到的裂纹尖端场是局部自治的,结

果中不含必须由远场条件确定的待定参数或系数1 这一点与高玉臣[ 9]得到的结论是一致的1 

2) 采用弹粘塑性模型,结合合理的粘性假设,通过渐近分析表明在裂纹尖端, 应力和应变

均具有形如 r
- D

(0 < D< 1/ 2) 的幂奇异性,奇异性指数由材料的粘性系数唯一确定1 
3) 本文得到的裂尖场是完全连续的,不含有一些无粘性模型中存在的塑性激波1 
4) 对不可压缩条件下的平面应变 Ñ型裂纹问题,裂尖场完全由粘塑性区构成, 不存在弹

性卸载区1 

5) 由于粘性的引入, 本文的结果具有很多更加合理的特性,这表明粘性是研究扩展裂纹

尖端场时的一个重要因素1 
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Perfect ElasticOViscoplastic Field at Mode Ñ
Dynamic Propagating CrackOTip

WANG ZhenOqing,  LIANGWenOyan,  ZHOU Bo,  SU Juan
( School of Civ il En gineer ing , Harbin Engineer in g Un iver sity , Harbin 150001, P . R . Chin a )

Abstract: The viscosity of material is considered at propagating crackOtip. Under the assumption that

the artificial viscosity coefficient is in inverse proportion to power law of the plastic strain rate, an e-

lasticOviscoplastic asymptotic analysis was carried out for moving crackOtip fields in powerOhardening

materials under planeOstrain condition. A continuous solution was obtained containing no discontinu-

ities. The variations of numerical solution were discussed for mode Ñ crack according to each param-

eter. It is shown that stress and strain both possess exponential singularity. The elasticity, plasticity

and viscosity of material at crackOtip only can be matched reasonably under linearOhardening cond-i

tion. And the tip field contains no elastic unloading zone for mode Ñ crack. It approaches the limiting

case, crackOtip is under ultraOviscose situation and energy accumulates, crackOtip begins to propagate

under different compression situations.

Key words: dynamic propagation; elasticOviscoplastic material; crackOtip field ; viscosity
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