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摘要 :  考虑地球物理学中大尺度海洋运动的二维原始方程组的初边值问题1 先假定海洋的深度

为正的常数1 首先,当初始数据是平方可积时, 应用 Faedo-Galerkin方法,得到了这一问题整体弱解

的存在性1 其次,当初始数据及其它们关于垂直方向的导数均为平方可积时, 应用 Faedo-Galerkin

方法和各向异性不等式,得到了上述初边值问题的整体弱强解的存在、唯一性1 
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引   言

为了理解长期天气预报和气候变化的机制,人们可以研究支配大气和海洋运动的数学方

程组和模型1 在过去的 20年中, 许多数学家(例如Lions,Temam 和Wang)开始研究大气、海洋、

耦合的大气海洋原始方程组(参见文献[ 1]至文献[ 5] ) 1 
在文献[ 2]中, Lions等考虑大尺度海洋运动的三维原始方程组、带垂直粘性的三维海洋原

始方程组、Boussinesq方程组的数学表述和吸引子1 他们得到了这 3个方程组的整体弱解的

存在性1 而且, 在整体强解存在的假设下,他们还研究了方程组动力系统的吸引子1 
文献[ 6]至文献[ 8]的作者考虑与密度为常数的原始方程组对应的流体静力 Navier-Stokes

方程组1 在文献[ 8]中, Guill�n-GonzÀlez等得到了小初值的整体强解的存在性1 另外, 在弱解
带有一定的正则性的前提下, 他们还证明了唯一性1 文献[ 6]在假设初始数据是平方可积的前
提下考虑底部带有摩擦项的二维流体静力 Navier-Stokes 方程组的弱解的存在、唯一性1 在海
底的深度为正的假设下, 文献 [ 7]的作者研究底部带有 Dirichlet 边界条件的二维流体静力

Navier-Stokes方程组1 他们不仅得到了整体强解的存在、唯一性, 而且还证明了能量随时间 t

是指数衰减的1 
在文献[ 9]中, Petcu等考虑带有周期边界条件的大尺度海洋二维原始方程组的一些正则

性结论1 这里的方程组是在所有的未知函数与 y 无关的假设下由三维海洋原始方程组推导出
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来的1 他们证明了二维海洋原始方程组的强解和更光滑解的存在、唯一性1 
受到文献[ 9]的启发,我们对大尺度海洋运动的二维原始方程组的研究产生了兴趣1 由于

在大尺度海洋运动中地球的曲率可以不予考虑, 我们使用直角坐标系而不用球坐标系1 文章
的第1部分将给出二维海洋原始方程组1 这里二维原始方程组的边界条件(见文章的第 1部分)

与文献[ 9]的边界条件不同1 特别地,我们可以考虑海面上有风的吹动力和热通量的情形1 对
于这样的边界条件, 为了证明弱强解(它的定义将在第 1部分给出)的存在、唯一性, 我们必须

找到 uz 在底部的相容条件1 与文献[ 6]至文献[ 8]不同,我们没有密度为常数的假定1 因此我
们必须考虑温度和盐度1 另外,我们的边界条件可以是非齐次的1 然而我们也必须假设海洋
的深度是严格正的1 受文献[ 7]的启发, 利用 Faedo-Galerkin方法和各向异性不等式,我们得到

了带有固定深度的大尺度海洋运动的二维原始方程组的初边值问题(用系统(Ñ)来标注)的弱强
解的存在、唯一性1 在系列文章[ 10]中,我们将继续考虑深度不恒为常数的系统(Ñ) ,得到整体强解

的存在、唯一性1 同时,我们还将研究解的渐近行为,证明了能量随时间 t 是指数衰减的1 
本文安排如下: 在第 1节,我们将给出大尺度海洋运动的二维原始方程组的具体表达式和

我们的主要结果1 第 2节介绍系统( Ñ)的预备知识1 而主要定理的证明则在第 3节给出1 

1  大尺度海洋运动的二维原始方程组

在这一部分,我们将给出大尺度海洋运动的二维原始方程组的物理背景和我们的主要结

果1 
在 Boussinesq 近似 (密度的差别除在浮力项和状态方程外可以忽略) 和流体静力近似

5p / 5z = - Qg 下,大尺度海洋运动由下面的无量纲方程组来描绘(见参考文献[ 9]、文献[ 11]和

文献[ 12] )

  5 u
5 t

+ u
5u
5x

+ v
5 u
5 y

+ X
5u
5z

-
1
Ecv +

1
Ec
5p
5 x

= C1$3u, ( 1)

  5v
5 t

+ u
5v
5x

+ v
5v
5 y

+ X
5 v
5z

+
1
Ecu +

1
Ec
5p
5y

= C2$3v, ( 2)

  5p
5z

= - Q, ( 3)

  5 u
5x

+
5 v
5y

+
5X
5z

= 0, ( 4)

  5T
5 t

+ u
5T
5x

+ v
5T
5y

+ X
5T
5z

= C3$3T , ( 5)

  5S
5 t

+ u
5S
5x

+ v
5S
5 y

+ X
5S
5z

= C4$3S , ( 6)

  Q= Qref(1- BT ( T - T ref) + BS ( S - S ref ) ) , ( 7)

其中未知的函数是 ( u, v, X)、Q、p、S、T , ( u, v, X) 为三维的速度, Q为密度, p 为压强, S 为盐

度, T 为温度, g 为重力加速度, Ec为 Rossby数, Ci > 0( 1 [ i [ 4) 为粘性系数, Qref、T ref、S ref分

别为密度、温度和盐度的参考值, BT、BS 为扩散系数, $3 为三维的 Laplacian算子 1 方程(7) 是

经验的近似(参见文献[ 12] ) 1 由于我们考虑大尺度海洋运动,所以地球的曲率可以不考虑 1 
我们可以用直角坐标系,其中3个坐标轴为 Ox、Oy、Oz , Ox 为东西向, Oy 为南北向, Oz 为垂直

方向1 
如果我们假定所有的未知函数都与 y 无关而且函数 v 是非 0的,我们可以得到下面的大

尺度海洋运动的二维原始方程组

  5 u
5 t

+ u
5u
5x

+ X
5 u
5z

-
1
Ecv +

1
Ec
5p
5x

= C1$u , ( 8)
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  5v
5 t

+ u
5v
5x

+ X
5 v
5z

+
1
Ecu = C2$v, ( 9)

  5p
5z

= - Q, ( 10)

  5 u
5x

+
5 X
5z

= 0, ( 11)

  5T
5 t

+ u
5T
5x

+ X
5T
5z

= C3$T , ( 12)

  5S
5 t

+ u
5S
5x

+ X5S
5z

= C4$S , ( 13)

  Q= Qref(1- BT ( T - T ref) + BS ( S - S ref ) )1 ( 14)

上面方程组的空间区域为

  8 = (0, 1) @ (- h( x ) , 0) ,

其中海洋深度 h: [ 0, 1] y R+ 表示[ 0, 1] 上非负连续函数且 h \ c > 01 8 的边界定义为5 8
= s G l G b , 这里

  s = (0, 1) @ 0 , l = 0 @ (- h(0) , 0) G 1 @ (- h (1) , 0) ,

  b = ( x , - h( x ) ) I R
2
; x I (0, 1) 1 

上述方程组的边界条件为

  5 u
5z

= Su ,
5 v
5z

= Sv , X = 0,
5T
5z

= qs ,
5S
5z

= 0   (在 s 上) , ( 15)

  ( u, v, X) = 0, T = T h, S = S h   (在 b 上) , ( 16)

  ( u, v, X) = 0,
5T
5x

= 0,
5S
5x

= 0   (在 l 上) , ( 17)

其中 Su、Sv 是风的吹动力, qs 为海面热通量, Su、Sv、qs I C
2
0( [ 0, 1] ) , T h、S h分别为给定海底处

的温度和盐度, 它们是变量 x 的充分光滑函数且 5T h/5x | x = 0, 1 = 5Sh/ 5x | x = 0, 1 = 01 
由( 10)式和( 14)式,我们可以得到

  5p
5x

=
5p s

5 x
- Q

0

z
L1
5T
5x

- L2
5S
5x

, ( 18)

这里 p s 为海面气压, L1 = QrefBT , L2 = QrefBS1 另一方面,我们由( 11)式和( 15)式可得

  X( x , z , t ) = Q
0

z

5u
5x

1 ( 19)

方程组( 8)式至( 14)式可以改写为

  5 u
5 t

+ u
5u
5x

+ Q
0

z

5u
5x

5u
5z

-
1
Ecv +

1
Ec
5p s

5x
-
1
EcQ

0

z
L1
5T
5x

- L2
5S
5x

= C1$u, ( 20)

  5v
5 t

+ u
5v
5x

+ Q
0

z

5u
5x

5v
5z

+
1
Ecu = C2$v , ( 21)

  5T
5 t

+ u
5T
5x

+ Q
0

z

5u
5x

5T
5z

= C3$T , ( 22)

  5S
5 t

+ u
5S
5x

+ Q
0

z

5u
5x

5S
5z

= C4$S 1 ( 23)

为了简单起见, 我们仅仅考虑二维大尺度方程组( 20)式至( 23)式带有齐次的边界条件

  5 u
5z

= 0,
5v
5z

= 0,
5T
5z

= 0,
5S
5z

= 0   (在 s 上) , ( 24)

  ( u, v) = 0, T = 0, S = 0   (在 b 上) , ( 25)

  ( u, v) = 0,
5T
5x

= 0,
5S
5x

= 0   (在 l 上) ( 26)
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和初始条件

  ( u, v, T , S) t = 0 = ( u0, v0, T 0, S0) ( 27)

的初边值问题, 并记为系统( Ñ ) 1 
在这篇文章中, 我们的主要结果是

定理 1. 1  如果 h S 1, U0= ( u0, v0, T 0, S0) I H ,那么系统( Ñ )存在一个整体弱解 U, 使

得

  ( u, v, T , S) I L
]

(0, ] ; H ) H L
2
(0, ] ; V) ,

这里 H、V 的定义将在第 2节给出 1 更进一步,如果 5 zu0, 5 zv0,5 zT 0, 5 zS0 I L
2
( 8) ,则解 U是

唯一的且

  5zu, 5 zv ,5 zT , 5 zS I L
]

(0, ] ; L
2
( 8 ) ) H L

2
(0, ] ; H

1
( 8 ) ) ,

即 U是系统( Ñ)唯一的整体弱强解1 

注记 1. 1 对于一般情况( 15)式至( 17)式,通过齐次化边界条件(参见文献[ 2] ) , 我们同样可以解初边值

问题( 20)式至( 23)式, ( 15)式至( 17)式, ( 27)式1 当然这种情况的计算要复杂一些1 

2  预 备知 识
在这一部分,我们将给出一些函数空间、整体弱解、整体弱强解、整体强解的定义和证明系

统( Ñ )的整体弱强解的存在、唯一性的预备知识1 
首先,为了给出系统( Ñ)的函数框架,我们引入下面函数空间:
  C

]
b, l ( 8 ) := u ; u I C

]
( 8) , suppu 为�8 \ b G l 的紧子集 ,

  C
]
b ( 8 ) := u; u I C

]
( 8) , suppu 为�8 \ b 的紧子集 ,

  V1:= u; u I C
]
b, l ( 8) , Q

0

- h( x )
udz = 0 ,

  V:= V1 @ C
]
b , l ( 8) @ C

]
b ( 8 ) @ C

]
b ( 8 ) ,

  H1:= u; u I L
2
( 8 ) , Q

0

- h( x )
udz = 0 ,

  V1:= u; u I H
1
( 8) , Q

0

- h( x )
u dz = 0, u | b G l = 0 ,

  V2:= u; u I H
1
( 8) , u | b G l = 0 ,

  V3:= u; u I H
1
( 8) , u | b = 0 ,

  V := V 1 @ V 2 @ V 3 @ V 3, 其中的范数为

  + U +2
V = + u +2

H
1
( 8 ) + +v +2

H
1
( 8) + +T +2

H
1
( 8 ) + +S +2

H
1
( 8) ,

  H := H 1 @ L
2
( 8) @ L

2
( 8) @ L

2
( 8) , 其中的范数为

  + U +2
H = + u +2

L
2
( 8 ) + +v +2

L
2
( 8 ) + +T +2

L
2
( 8) + +S +2

L
2
( 8 ) 1 

定义 2. 1  我们称 U = ( u, v, T , S ) 为系统( Ñ ) 在(0, S) 中的弱解, 如果 U I L
]

(0, S;

H ) H L
2
(0, S; V ) 且满足下面式子: P U= ( U1, U2, U3, U4) I C

1
(0, S; V ) 而且 U( S) = 0,

  - Q
S

0Q8
(5 tU1+ u5xU1+ X5 zU1) u -

1
EcQ

S

0Q8
vU1-

1
EcQ

S

0Q8
U1 Q

0

z
L1
5T
5x

- L2
5 S
5x

+

    C1Q
S

0Q8
(5xu5xU1+ 5 zu5 zU1) = Q8

u0 U1(0) ,

  - Q
S

0Q8
(5 tU2+ u5xU2+ X5 zU2) v +

1
EcQ

S

0Q8
uU2+ C2Q

S

0Q8
(5xv5xU2+ 5 zv5 zU2) =

    Q8
v 0U2( 0) ,
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  - Q
S

0Q8
(5 tU3+ u5xU3+ X5 zU3) T + C3Q

S

0Q8
(5xT5xU3+ 5 zT5 zU3) = Q8

T 0 U3(0) ,

  - Q
S

0Q8
(5 tU4+ u5xU4+ X5 zU4) S + C4Q

S

0Q8
(5xS5xU4+ 5 zS5 zU4) = Q8

S0 U4(0) ,

这里 X( x , z , t ) = Q
0

z

5 u
5x

, U = ( u , v , T , S ) 对几乎所有的 t I (0, S) 满足下面的能量不等式

  1
2

+U( t) +2
L
2
( 8 ) + C1Q

t

0
+ ü +2

(L
2
( 8) )

2 + C2Q
t

0
+ v̈ +2

( L
2
( 8) )

2 +

    C3Q
t

0
+ T̈ +2

(L
2
( 8 ))

2 + C4Q
t

0
+ S̈ +2

(L
2
( 8) )

2 [

    1
EcQ

t

0Q8 Q
0

z
L1
5T
5x

- L2
5S
5x

u + C + U(0) +2
L
2
( 8) ,

其中 C 为正的常数 1 我们称 U为系统( Ñ)的整体弱解,如果对于 P S< + ] , U为系统( Ñ )

在(0, S) 中的弱解 1 我们称 U为系统( Ñ )的整体弱强解,如果 U为系统( Ñ )的整体弱解且

  5z U = (5 zu, 5zv, 5 zT , 5 zS ) I L
]

(0, S; L
2
( 8)

4
) H L

2
(0, S; H

1
( 8 )

4
) 1 

更进一步,我们称 U为系统( Ñ)的整体强解,如果整体弱解 U还满足下面正则性

  U I L
]

(0, S; V) H L
2
(0, S; H

2
( 8 )

4 H V ) ,   P S< + ] 1 

注记 2. 1 ( 20)式中海面气压 p s是由 de Rham 定理推得, 与Navier-Stokes 方程(见文献[ 13] )的做法一样1 

下面,我们将给出证明我们的主要结果的预备知识1 

定义 2. 2(各向异性空间
[ 8]
)  给定 p , q I [ 1, ] ] ,我们称函数 u属于L

p
xL

q
z ( 8 ) ,如果 u( x )

I L
q
(- h( x ) , 0) 且 +u( x , #) +L

q
(- h(x ) , 0) I L

p
( 0, 1)1 L

p
xL

q
z ( 8) 的范数为

  +u +L
p

x
L

q

z
( 8 ) = + +u ( x , #) +L

q
(- h( x ) , 0) +L

p
(0, 1) 1 

引理 2. 1(两个各向异性不等式[ 8] )  对于 u I H
1
( 8) ,

1) + u +2
L

]

x
L
2

z
( 8 ) [ 2+ux +L

2
( 8 ) +u +L

2
( 8 ) ,   若 u | l = 0,

2) + u +2
L
2

x
L

]

z
( 8 ) [ 2+uz +L

2
( 8) + u +L

2
( 8 ) ,   若 u | b = 0,

更进一步,

3) + u +2
L
2

x
L

]
z

( 8 ) [ C +¨u +( L
2
( 8 ))

2 +u +L
2
( 8) ,

4) + u +2
L

]
x

L
2

z
( 8 ) [ C + ü + (L

2
( 8 ))

2 +u +L
2
( 8 ) ,

这里 C = C( 8) > 01 
引理 2. 2(一般Gronwall引理)  假设 <、W、U为[ t 0, + ] ) 上的3个局部可积正函数,若 Uc

在[ t 0, + ] ) 中局部可积而且对于 t \ t0, 有

  dU
dt

[ <U+ W,

  Q
t+ r

t
<( s )ds [ a1, Q

t+ r

t
W( s )ds [ a2, Q

t+ r

t
U( s)d s [ a3,

其中 r、a1、a2、a3为正的常数,则

  U( t + r ) [
a3
r

+ a2 exp( a1) ,   P t \ t01 

引理 2. 2的证明可以参见文献[ 14] 911 

3  定理 1. 1的证明

系统( Ñ)的整体解存在性的证明是按通常的 Faedo-Galerkin方法(参见文献[ 13] )而得到
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的1 由于这一方法是标准的, 我们仅给出先验估计1 
关于 u、v、T、S 的能量估计  在( 20)式中选 u 做为实验函数,再由

  1
EcQ

0

- 1Q
1

0 Q
0

z
( L1T - L2S) uxdxdz [

    E+ ux +2
L
2
( 8 ) + c +T +2

L
2
( 8 ) + c +S +2

L
2
( 8 ) ,

我们可以得到

  1
2
d
dt

+u( t ) +2
L
2
( 8 ) -

1
EcQ8

uv + C1Q8
| ¨u |

2 [

    E+ ux +2
L
2
( 8 ) + c +T +2

L
2
( 8 ) + c +S +2

L
2
( 8 ) 1 ( 28)

在这篇文章中, c 将代表各种正的常数,由具体位置决定 1 E是充分小的正数 1 在(21) 式中

选 v 做为实验函数,我们得

  1
2
d
dt

+v( t ) +2
L
2
( 8) -

1
EcQ8

uv + C2Q8
| v̈ |

2 [ 01 ( 29)

在( 22)式和( 23)式中分别选 T、S 做为实验函数,我们有

  1
2
d
dt

+T ( t ) +2
L
2
( 8) + C3Q8

| T̈ |
2 [ 0, ( 30)

  1
2
d
dt

+S( t ) +2
L
2
( 8 ) + C4Q8

| S̈ |
2 [ 01 ( 31)

由( 30)式、( 31)式,我们得到

  
T I L

]
(0, ] ; L

2
( 8 ) ) H L

2
(0, ] ; V 3) ,

S I L
]

(0, ] ; L
2
( 8) ) H L

2
(0, ] ; V3)1 

( 32)

由( 28)式、( 29)式和( 32)式,我们可知

  u I L
]

(0, ] ; H1) H L
2
(0, ] ; V1) , v I L

]
(0, ] ; L

2
( 8 ) ) H L

2
( 0, ] ; V2)1 ( 33)

一个相容性条件  为了保证系统( I)的整体弱强解的存在唯一性,我们必须找到 uz 在底

部的相容性边界条件1 从- 1到 0积分( 20)式,我们得

  2Q
0

- 1
u
5 u
5x

-
1
EcQ

0

- 1
v +

1
Ec
5p s
5x

-
1
EcQ

0

- 1 Q
0

z
L1
5T
5x

- L2
5S
5x

= - C1uz | z= - 11 

( 20)式取 z = - 1的迹,我们可得

  1
Ec
5p s
5 x

-
1
EcQ

0

- 1
L1
5T
5x

- L2
5S
5x

= C1uzz | z= - 11 

由上面两式消去 (1/ Ec) (5p s/ 5x ) , 我们有下面的相容性条件

  2Q
0

- 1
uzX-

1
EcQ

0

- 1
v -

1
EcQ

0

- 1
z L1

5T
5x

- L2
5S
5x

+ C1uzz | z= - 1+ C1uz | z = - 1 = 01 ( 34)

关于 uz、v z、Tz、S z 的能量估计  方程组( 20)式至( 23)式关于 z 求导,我们可以得到下面方

程组

  
5 uz

5 t
+ uuxz + Q

0

z

5 u
5x

uzz -
1
Ecvz +

1
Ec L1

5T
5x

- L2
5 S
5x

= C1$uz , ( 35)

  
5vz

5t
+ u zvx + uv xz - uxv z + Q

0

z

5 u
5 x

vzz +
1
Ecuz = C2$v z, ( 36)

  
5Tz

5t
+ uzTx + uT xz - uxTz + Q

0

z

5u
5x

T zz = C3$Tz , ( 37)

  
5S z

5 t
+ uzSx + uSxz - uxSz + Q

0

z

5u
5x

Szz = C4$Sz , ( 38)

在( 35)式中选 uz 做为实验函数, 利用相容性条件( 34) ,我们有
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  1
2
d
dt

+uz +2
L
2
( 8 ) -

1
EcQ8

v zuz + C1Q8
| üz |

2
= -

1
EcQ8

L1
5T
5x

- L2
5S
5x

uz +

    Q
1

0
uz | z= - 1 C1uz | z= - 1 + 2Q

0

- 1
uzX-

1
EcQ

0

- 1
v -

1
EcQ

0

- 1
z L1

5T
5x

- L2
5S
5x

1 ( 39)

令

  I 1 = C1Q
1

0
| uz | z= - 1 |

2
, I 2 = 2Q

1

0
uz | z= - 1 Q

0

- 1
uz X ,

  I 3 =
1
EcQ8

L1
5T
5x

- L2
5S
5x

uz ,

  I 4 = Q
1

0
uz | z= - 1

1
EcQ

0

- 1
v -

1
EcQ

0

- 1
z L1

5T
5x

- L2
5 S
5x

1 

首先,让我们来估计 I11 由

  | uz | z = - 1 |
2

= - Q
0

- 1
5 z ( u

2
z )dz = - 2Q

0

- 1
uzuzz dz [ 2+ uz +L2

z
+uzz +L2

z
,

可得

  | uz | z = - 1 | [ c + uz +
1/ 2

L
2

z
+uzz +

1/ 2

L
2

z
1 ( 40)

所以

  I 1 [ E+ üz +2
L
2
( 8 ) + c +uz +2

L
2
( 8 ) 1 ( 41)

下面,我们来估计 I 21 由引理 2. 1,我们有

  +uz +2
L

]
x

L
2

z
[ +uz +L

2
( 8 ) +uzx +L

2
( 8 ) ,

即

  +uz +
1/ 2

L
]
x

L
2

z
[ +uz +

1/ 4

L
2
( 8 ) +uzx +

1/ 4

L
2
( 8 ) 1 ( 42)

由    Q
0

- 1
uzX = Q

0

- 1
uXz [ + u +L

2

z
+Xz +L

2

z
,

和    + Xz +2
L
2

z
= Q

0

- 1
XzXz = Q

0

- 1
uzxX [ +uzx +L

2

2
+ X+L

2

z
,

得到

  Q
0

- 1
uzX [ + u +L

2

z
+uzx +

1/ 2
L
2

z
+X+

1/ 2
L
2

z
1 ( 43)

由( 40)式、( 42)式和( 43)式,我们有

  I 2 [ cQ
1

0
+u z +

1/ 2
L
2

z
+uzz +

1/ 2
L
2

z
+u +L

2

z
+ uzx +

1/ 2
L
2

z
+X+

1/ 2
L
2

z
[

    c + uz +
1/ 4
L
2
( 8) +uzx +

1/ 4
L
2
( 8 )Q

1

0
+ ü z + (L

2

z
)
2 +u +L

2

z
+X+

1/ 2
L
2

z
[

    c + uz +
1/ 4
L
2
( 8) +uzx +

1/ 4
L
2
( 8 ) +¨uz +( L

2
( 8 ))

2 Q0

1

+ u +4
L2

z

1/ 4

+ X+
1/ 2
L
2
( 8) 1 ( 44)

由引理2. 1

  Q0

1

+ u +4
L
2

z
[ +u +2

L
2
( 8 ) +u +2

L
]
x

L
2

z
[ c +u +3

L
2
( 8) +ux +L

2
( 8 ) 1 

得

  I 2 [ c +uz +
1/ 4
L
2
( 8) + uzx +

1/ 4
L
2
( 8) + üz +( L

2
( 8) )

2 +u +
3/ 4
L
2
( 8) + ux +

1/ 4
L
2
( 8 ) +X+

1/ 2
L
2
( 8) [

    E+ üz +2
( L

2
( 8) )

2 + c +u +2
L
2
( 8) + ux +2

L
2
( 8 ) +uz +

2/ 3
L
2
( 8 ) 1 ( 45)

让我们来估计 I 3,
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  I 3 =
1
EcQ8

L1
5T
5x

- L2
5S
5x

uz [

    c + uz +2
L
2
( 8) + E

5T
5x

2

L
2
( 8)

+ E
5S
5x

2

L
2
( 8 )

1 ( 46)

由( 40)式,我们有

  I 4 [ cQ
1

0
+u z +

1/ 2

L
2

z
+uzz +

1/ 2

L
2

z
+v +L2

z
+

5T
5x L

2

z

+
5S
5x L

2

z

[

    c + uz +
1/ 2

L
2
( 8) + üz +

1/ 2

L
2
( 8) +v +L

2
( 8 ) +

5T
5x L

2
( 8 )

+
5S
5x L

2
( 8 )

[

    E+ üz +2
( L

2
( 8) )

2 + c +uz +2
L
2
( 8 ) + E+v +2

L
2
( 8 ) +

    E 5T
5x

2

L
2
( 8 )

+ E
5 S
5x

2

L
2
( 8)

1 ( 47)

由( 39)式、( 41)式和( 45)式至( 47)式,我们得

  1
2
d
dt

+uz +2
L
2
( 8 ) -

1
EcQ8

v zuz + C1Q8
| üz |

2 [

    3E+ üz +2
( L

2
( 8 ))

2+ 2E
5T
5x

2

L
2
( 8)

+ 2E
5S
5x

2

L
2
( 8 )

+

    c + uz +2
L2( 8) + c +u +2

L2( 8) + ux +2
L2( 8 ) +uz +

2/ 3
L 2( 8 ) + E+v +2

L 2( 8 ) 1 ( 48)

与( 48)式的推导类似,我们可以得到

  1
2
d
dt

+vz +2
L
2
( 8 ) +

1
EcQ8

uzvz + C2Q8
| v̈z |

2 [

    2E+ v̈ z +2
( L

2
( 8 ))

2+ E+¨uz +2
(L

2
( 8 ))

2 + c +vx +2
L
2
( 8) +uz +2

L
2
( 8 ) +

    c( +v x +2
L
2
( 8 ) + +ux +2

L
2
( 8 ) ) +vz +2

L
2
( 8 ) , ( 49)

  1
2
d
dt

+Tz +2
L
2
( 8) + C3Q8

| T̈z |
2 [

    E+ üz +2
( L

2
( 8) )

2 + 2E+ T̈z +2
( L

2
( 8) )

2 + c +Tx +2
L
2
( 8) + uz +2

L
2
( 8) +

    c( +Tx +2
L
2
( 8 ) + +u +2

L
2
( 8 ) +ux +2

L
2
( 8 ) ) +T z +2

L
2
( 8) , ( 50)

  1
2
d
dt

+Sz +2
L
2
( 8 ) + C4Q8

| S̈ z |
2 [

    E+ üz +2
( L

2
( 8) )

2 + 2E+ S̈ z +2
( L

2
( 8 ))

2+ c +Sx +2
L
2
( 8) + uz +2

L
2
( 8) +

    c( +Sx +2
L
2
( 8) + + u +2

L
2
( 8 ) + ux +2

L
2
( 8) ) +S z +2

L
2
( 8) 1 ( 51)

由( 48)式至( 51)式和 Poincar�不等式,我们得

  1
2
d
dt

( +u z +2
L
2
( 8) + +vz +2

L
2
( 8 ) + +T z +2

L
2
( 8) + +S z +2

L
2
( 8) ) +

    1
2
min C1, C2, C3, C4 Q8

| üz |
2

+ Q8
| v̈z |

2
+

    Q8
| T̈z |

2
+ Q8

| S̈ z |
2 [

    c + u +2
L
2
( 8 ) +ux +2

L
2
( 8) +uz +

2/ 3

L
2
( 8 ) + c( +vx +2

L
2
( 8 ) + +Sx +2

L
2
( 8) +

    +Tx +2
L
2
( 8 ) ) +uz +2

L
2
( 8 ) + c( +vx +2

L
2
( 8) + + ux +2

L
2
( 8 ) ) +vz +2

L
2
( 8 ) +

    c( +Tx +2
L
2
( 8 ) + +u +2

L
2
( 8 ) +ux +2

L
2
( 8 ) ) +T z +2

L
2
( 8) + c( +Sx +2

L
2
( 8 ) +

    + u +2
L
2
( 8 ) +ux +2

L
2
( 8) ) +S z +2

L
2
( 8) + c + uz +2

L
2
( 8) + E+v +2

L
2
( 8) 1 ( 52)

因此
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  1
2
d
dt

+ Uz +2
L
2
( 8) + cQ8

| ¨Uz |
2 [

    N1( t ) + Uz +
2/ 3
L
2
( 8 ) + N2( t ) +Uz +2

L
2
( 8) + c + Uz +2

L
2
( 8) + N3( t ) , ( 53)

其中

  N1( t ) = c +u +2
L
2
( 8 ) +ux +2

L
2
( 8) ,

  N2( t ) = c( + Ux +2
L
2
( 8 ) + +u +2

L
2
( 8) + ux +2

L
2
( 8 ) ) ,

  N3( t ) = E+v +2
L2( 8 ) 1 

由( 32)式和( 33)式,我们知道

  N1, N2, N3 I L
1
(0, + ] ) 1 

由引理2. 2和 Poincar�不等式,我们可以推得

  5zu, 5 zv ,5 zT , 5 zS I L
]

(0, ] ; L
2
( 8 ) ) H L

2
(0, ] ; H

1
( 8 ) )1 ( 54)

弱强解唯一性的证明  设 U1 = ( u1, v 1, T 1, S 1) , U2 = ( u2, v2, T 2, S2) 为系统( Ñ)的两个

弱强解,我们有

  
5( u1- u2)

5t
+ u1

5u1
5x

- u2
5 u2
5x

+ X1
5 u1
5z

- X2
5 u2
5z

-
1
Ec( v 1- v2) -

    1
EcQ

0

z
L1
5T 1

5x
- L2

5S1
5x

+
1
EcQ

0

z
L1
5T 2

5x
- L2

5S 2

5x
= C1$( u1- u2) , ( 55)

  
5( v 1- v2)

5t
+ u1

5 v1
5x

- u2
5v2
5x

+ X1
5 v1
5z

- X2
5v2
5z

+
1
Ec( u1- u2) =

    C2$( v 1- v2) , ( 56)

  
5( T 1- T 2)

5 t
+ u1

5T 1

5x
- u2

5T 2

5x
+ X1

5T 1

5z
- X2

5T 2

5z
= C3$( T 1- T 2) , ( 57)

  
5( S 1- S2)

5t
+ u1

5S1

5x
- u2

5 S2

5x
+ X1

5S1

5z
- X2

5 S2

5z
= C4$( S1- S2) , ( 58)

在( 55)式中选 u1- u2做实验函数, 我们得

  1
2
d
dt

+u1- u2 +2
L
2
( 8) + C1Q8

| (̈ u1 - u2) |
2

=

    - Q8
( X1- X2) ( u1- u2)5 zu2- Q8

( u1- u2)
25xu2+

    1
EcQ8

( v1- v2) ( u1- u2) +

    1
EcQ8 Q

0

z
L1
5( T 1- T 2)

5x
- L2

5( S1- S2)

5x
( u1- u2)1 ( 59)

利用引理 2. 1,我们可以得到

  Q8
( X1- X2) ( u1- u2)5 zu2 [

    + X1- X2 +L
2

x
L

]

z
+u1 - u2 +L

]

x
L
2

z
+5zu2 +L

2
( 8 ) [

    +5 z ( X1- X2) +
1/ 2

L
2
( 8) +X1- X2+

1/ 2

L
2
( 8) @

    +5x ( u1- u2) +
1/ 2
L
2
( 8) +u1- u2 +

1/ 2
L
2
( 8) +5 zu2+L

2
( 8) [

    E+5x ( u1- u2) +2
L
2
( 8 ) + c +5 zu2 +4

L
2
( 8 ) +u1- u2 +2

L
2
( 8 ) , ( 60)

  Q8
( u1- u2)

25xu2 [

    + u1- u2 +L
2

x
L

]
z

+ u1- u2 +L
]
x

L
2

z
+5xu2 +L

2
( 8 ) [
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    +5 z ( u1- u2) +1/ 2
L2( 8) + u1 - u2 +1/ 2

L2( 8 ) @

    +5x ( u1- u2) +
1/ 2
L
2
( 8) +u1- u2 +

1/ 2
L
2
( 8) +5xu2 +L

2
( 8) [

    E+ (̈ u1- u2) +2
( L

2
( 8) )

2 + c +5xu2 +2
L
2
( 8 ) +u1- u2+2

L
2
( 8) 1 ( 61)

由HÊ lder 不等式和 Young 不等式, 我们有

  1
EcQ8 Q

0

z
L1
5( T 1- T 2)

5x
- L2

5( S1- S 2)

5x
( u1 - u2) [

    E
5( T 1- T 2)

5x

2

L
2
( 8 )

+ E
5( S1- S 2)

5x

2

L
2
( 8 )

+ c +u1- u2 +2
L
2
( 8 ) 1 ( 62)

由( 59)式至( 62)式,我们可得

  1
2
d
dt

+u1- u2 +2
L
2
( 8) + C1Q8

| (̈ u1 - u2) |
2

-
1
EcQ8

( v1- v 2) ( u1- u2) [

    2E+ (̈ u1- u2) +2
( L

2
( 8 ))

2+ E
5( T 1- T 2)

5x

2

L
2
( 8)

+ E
5( S1- S2)

5x

2

L
2
( 8)

+

    c( +5 zu2 +4
L
2
( 8) + +5xu2+2

L
2
( 8) ) + u1- u2 +2

L
2
( 8 ) + c +u1- u2 +2

L
2
( 8 ) 1 ( 63)

与( 63)式的推导类似,我们可以得到

  1
2
d
dt

+v1- v2 +2
L
2
( 8 ) + C2Q8

| (̈ v1- v2) |
2

+
1
EcQ8

( u1- u2) ( v1- v2) [

    2E+ (̈ u1- u2) +2
( L

2
( 8 ))

2+ 2E+ (̈ v 1- v2) +2
( L

2
( 8) )

2 +

    c +5xv2 +2
L
2
( 8 ) +v1- v2 +2

L
2
( 8 ) +

    c +5xv2 +2
L
2
( 8 ) +u1- u2+2

L
2
( 8) + c +5 zv2 +4

L
2
( 8 ) +v1- v2 +2

L
2
( 8 ) , ( 64)

  1
2
d
dt

+T 1- T 2 +2
L
2
( 8) + C3Q8

| (̈ T 1- T 2) |
2 [

    2E+ (̈ T 1- T 2) +2
( L

2
( 8 ))

2+ 3E+5x ( u1- u2) +2
L
2
( 8) +

    c +5xT 2 +2
L
2
( 8) + u1- u2 +2

L
2
( 8 ) +

    c( +5 zT 2 +4
L
2
( 8 ) + +5xT 2+2

L
2
( 8) ) +T 1- T 2 +2

L
2
( 8 ) , ( 65)

  1
2
d
dt

+S1- S 2 +2
L
2
( 8) + C3Q8

| (̈ S1 - S2) |
2 [

    2E+ (̈ S1- S 2) +2
( L

2
( 8 ))

2+ 3E+5x( u1- u2) +2
L
2
( 8) +

    c +5xS2 +2
L2( 8 ) +u1- u2 +2

L2( 8) +

     c( +5 zS2 +4
L
2
( 8 ) + +5xS2 +2

L
2
( 8 ) ) +S1- S 2+2

L
2
( 8) 1 ( 66)

由( 33)式和( 54)式,我们可以知道

  +5xu2 +2
L
2
( 8 ) , +5xv2 +2

L
2
( 8 ) , +5xS2 +2

L
2
( 8) , +5xT 2 +2

L
2
( 8 ) I L

1
(0, + ] ) ,

  +5 zu2 +4
L2( 8) , +5 zv2 +4

L2( 8 ) , +5 zS 2+4
L2( 8) , +5 zT 2 +4

L 2( 8 ) I L
1
(0, + ] )1 ( 67)

由( 63)式至( 67)式,利用Gronwall不等式, 我们得

  +u1- u2 +2
L
2
( 8) , +v1- v2 +2

L
2
( 8 ) , +T 1- T 2+2

L
2
( 8) , +S 1- S2 +2

L
2
( 8 ) = 0,

即,整体弱强解 U = ( u, v , T , S ) 是唯一的1 
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On the Two-Dimensional Large-Scale Primitive Equations

in Oceanic Dynamics ( Ñ)

HUANG Da-i wen1, 2,  GUO Bo- ling1

( In stitute of Applied Phy sics and Com putati ona l Mathem atics ,

Beijing 100088, P . R . China ;

2. Gradua te School , China Academ y of En gineer ing Physics , Beijing 100088, P . R . China )

Abstract: The initial boundary value problem for the two- dimensional primitive equations of large-

scale oceanic motion in geophysics is considered. It was assumed that the depth of the ocean is a pos-i

tive constant. First, if the initial data are square integrable, then, by Fadeo-Galerkin method, the exis-

tence of the global weak sohctions for the problem was obtained. Second, if the initial data and their

vertical derivatives are all square integrable, then by Faedo-Galerkin method and anisotropit in-

equahites, the existerce and uniqueness of the global weakly strong solution for the above initial

boundary problem was obtained.

Key words: primitive equations of the ocean; global weakly strong solution; existence; uniqueness
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