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资料变分同化中的若干理论问题
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摘要:  对变分同化中的若干理论问题进行了研究, 具体讨论了一类简单模式在整体和局部观测

资料下的变分同化问题1 对于整体观测资料下的变分同化问题, 利用变分同化方法对预报模式中

的初值、参数以及模式进行了修正, 从理论上作出了变分同化方法的误差估计及收敛精度的估计,

证明了变分同化方法的有效性1 对于局部观测资料下的变分同化问题, 由于得到的解往往不适

定,因而通常的变分同化方法失效1 为了克服问题的不适定性所带来的困难, 利用变分同化结合

正则化方法对预报模式中的初值、参数以及模式进行修正, 同样作出了变分同化方法的误差估计

及收敛精度估计,证明了变分同化与正则化方法结合的必要性和有效性, 并对正则化参数的选择

提供了理论判据1 最后,举了一个实例说明所提出的方法的有效性1 
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引   言

气象学和物理海洋学模式中的资料变分同化技术的研究和发展是目前国际上的一个热点

问题1 资料变分同化方法,是综合利用模式的动力学信息和各种观测中所包含的信息,对模式

的初边值条件和参数进行最优反演确定1 由于反问题往往是不适定的,为了克服问题的不适

定性所带来的困难, 黄思训等[ 1-3]把数学物理反问题中的Tikhonov正则化思想[ 4]引入资料变分

同化方法,在整体和局部资料的变分同化方法上取得了一系列良好的结果1 
在实际问题中, 由于观测误差不可忽略, 同时数值天气预报模式本身不够完善, 不可避免

地带有模式偏差,那么,观测误差和模式误差究竟对资料变分同化会造成什么样的影响? 关于

这方面的理论研究还不是很多1 Wergen[ 5]研究了一维浅水模式中的模式误差对于变分同化方

法的影响, 发现即使观测资料中存在噪声,所估计的量也能收敛到可以接受的精度1 Chungu

Lu和Gerald L. Browning 在这方面做了一些研究工作(参看文献[ 6]至文献[ 8] ) ,他们通过数学
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分析和数值实验方法,研究了观测误差对于客观分析的影响[ 6] , 同时,以常系数线性常微分方

程组为例,分析了观测误差和模式误差对于变分同化方法的影响,并从理论上作出了变分同化

方法的误差估计[ 7] , 但他们对偏微分方程的变分同化仅仅做了数值试验1 随后,他们还研究了

预报模式中的不连续强迫项对于变分同化方法的影响[ 8] , 但是对于参数误差以及边界扰动情

形未予分析,也未考虑局部观测资料下的变分同化问题以及不连续模式的变分同化问题1 
本文在上述工作的基础上,主要做了以下两部分工作: 第1部分讨论了一类简单的偏微分

方程在整体观测资料下的变分同化问题,分析了观测误差和模式误差对于变分同化方法的影

响1 利用变分同化方法对预报模式中的初值、参数以及模式进行修正,从理论上做出了变分同

化方法的误差估计及收敛精度估计,结果表明在整体观测资料条件下的变分同化方法是一种

非常有效的方法;第 2部分讨论了局部观测资料下的变分同化问题,分析了观测误差和模式误

差对于变分同化方法的影响1 由于局部观测资料条件下的变分同化方法得到的解往往不适
定,因而通常的变分同化方法失效1 为了克服问题的不适定性所带来的困难,本文作者利用变

分同化结合正则化方法对预报模式中的初值、参数以及模式进行修正,分析了观测误差和模式

误差对于变分同化方法的影响,从理论上作出了变分同化方法的误差估计及收敛精度估计;证

明了变分同化结合正则化方法的有效性,并对正则化参数的选择方法提供了理论判据1 

1  整体观测资料下的变分同化问题

本节以热传导方程的初边值问题为例来阐述我们的思想,其模式如下:

  
5 u( x , t )

5t - a
2 52

u ( x , t )

5x 2 = 0   (0 < x < 1; t > 0) ,

u(0, t ) = 0, u(1, t ) = 0, u( x , 0) = u0( x )1 
( 1)

其中系数 a > 0为常数, u0( x ) 为初值1 在 u0( x ) 给定的情况下,利用变量分离方法很容易得

到此问题的精确解为

  u( x , t ) = 6
]

n= 1
cne

- a
2
n

2
P

2
tsin( nPx ) , ( 2)

其中

  cn = 2Q
1

0
u0( x ) sin( nPx )dx   ( n = 1, 2, 3, ,) , ( 3)

由偏微分方程理论可知, 当初值 u0( x ) 具有一定的光滑性时,解存在唯一且是稳定的1 

假设在 [ 0, T ] 中,观测资料 u
obs
( x , t ) 已知,且观测资料 u

obs
( x , t ) 与精确值 u( x , t ) 桩间

满足如下的关系

  u
obs
( x , t ) = u( x , t ) + uc( x , t ) , ( 4)

其中 uc( x , t ) 为代表误差的函数 1 假定 uc( x , t ) = EH ( x , t ) (0 < E< 1为常数) ,且

  +H ( x , t ) +L
2
( 8 ) [ 1   ( 8 = [ 0, 1] @ [ 0, T ] )1 ( 5)

为了利用变分同化方法对初值进行最优确定,引入目标泛函

  J [ û0( x ) ] = Q
T

0Q
1

0
| û ( x , t ) - u

obs
( x , t ) |

2dxdt = min! ( 6)

其中 û 0( x ) 为利用变分同化方法最优修正的初值, 或称为变分同化初值, û( x , t ) 为以 û0( x )

为初值得到的预报解1 
本节在观测资料有误差的前提下, 具体讨论如下几个问题:

问题 1. 利用变分同化方法得到的初值、预报解与真实初值、精确解之间的关系;
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问题 2. 当模式有误差时,变分同化初值、预报解与真实初值、精确解之间的关系;

问题 3. 当参数有误差时,变分同化初值、预报解与真实初值、精确解之间的关系;

问题 4. 当边界有扰动时,变分同化初值、预报解与真实初值、精确解之间的关系1 
1. 1  观测误差下变分同化解的误差估计问题

假设按照如下的预报模式进行预报

  
5û ( x , t )

5t - a
2 52

û ( x , t )

5x 2 = 0   (0 < x < 1; t > 0) ,

û(0, t ) = 0, û (1, t ) = 0, û ( x , 0) = û0( x )1 
( 7)

其中 û 0( x ) 为变分同化方法最优修正得到的初值(变分同化初值) , û( x , t ) 为对应于初值

û0( x ) 的预报解 1 文中假设预报时间为 T̂ , 8̂ = [ 0, 1] @ [ 0, T̂ ] 1 

首先利用变分同化方法求得最优初值 û 0( x ) 如下:

  û0( x ) = 6
]

n = 1

cn +
2E
I n
I1n sin( nPx ) , ( 8)

其中   I n = Q
T

0
e- 2a

2
n
2
P

2
tdt , I 1n = Q

T

0Q
1

0
H ( x , t ) e- a

2
n
2
P
2
tsin( nPx )dxdt1 

利用变分同化得到的初值 û0( x ) 计算得到预报解

  û( x , t ) = 6
]

n= 1

cn +
2E
In
I 1n e- a

2
n

2
P

2
tsin( nPx ) 1 ( 9)

下面研究变分同化方法的误差问题,定义初值误差 EIC( x ) 和预报误差 EFC( x , t ) 如下:

  EIC( x ) = û0( x ) - u0( x ) , E FC( x , t ) = û ( x , t ) - u ( x , t ) 1 ( 10)

经计算,得到

  EIC( x ) = 6
]

n= 1

2E
In
I 1n sin( nPx ) , EFC( x , t ) = 6

]

n = 1

2E
In
I 1n e- a

2
n
2
P

2
tsin( nPx ) ,

通过估计可得

  +E IC( x ) +L2[ 0, 1] < 2E, +EFC( x , t ) +L2( 8̂ ) <
2E
aP1 ( 11)

因此由( 11)式可知:当观测误差 Ey 0时, +E IC( x ) +L
2
[ 0, 1] y 0, +EFC( x , t ) +L

2
( 8̂) y 0

所求的变分同化初值 û0( x ) 收敛于原问题的精确初值,预报解 û( x , t ) 收敛于原问题的精确解

u ( x , t ) ,并且两者的收敛精度均为 O( E) 1 
1. 2  当模式有误差时的变分同化解的误差估计问题

假设观测资料具有观测误差, 同时模式中带有模式误差(偏差) , 预报模式如下:

  
5û ( x , t )

5t - a
2 52

û ( x , t )

5x 2 = R ( x , t , û )   (0 < x < 1; t > 0) ,

û(0, t ) = 0, û (1, t ) = 0, û ( x , 0) = û0( x )1 
( 12)

其中 R( x , t , û) 为模式误差, 为了研究方便,假设其为线性表示 R ( x , t , û ) = D̂u , | D| < 1为

充分小的参数1 
通过计算得到变分同化最优初值和预报值为

  

û0( x ) = 6
]

n= 1

I n( T , D)
In ( T , 2D)

cn + 2E
I1n ( T , D)
I n( T , 2D)

sin( nPx ) ,

û( x , t ) = eDt 6
]

n= 1

In ( T , D)
In( T , 2D)

cn+ 2E
I 1n( T , D)
In ( T , 2D)

e- a
2
n

2
P

2
tsin( nPx ) ,

( 13)

其中
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  I n( T , D) = Q
T

0
eDte- 2a

2
n

2
P
2
tdt , In( T , 2D) = Q

T

0
e2Dte- 2a

2
n
2
P

2
tdt ,

  I 1n( T , D) = Q
T

0Q
1

0
H ( x , t ) e

Dt
e
- a2n2P2t

sin( nPx )dxdt ,

由( 13)式可得,变分同化初值误差和预报误差为

  EIC( x ) = 6
]

n= 1

I n( T , D)
In ( T , 2D)

- 1 cnsin( nPx ) + 2E6
]

n= 1

I 1n( T , D)
I n( T , 2D)

sin( nPx ) ,

  EFC( x , t ) = 6
]

n= 1

In ( T , D)
I n( T , 2D) e

Dt
- 1 cn e

- a
2
n

2
P

2
t
sin( nPx ) +

    2E6
]

n= 1

In( T , D)
I n( T , 2D) e

Dt
e
- a

2
n

2
P

2
t
sin( nPx )1 

由此公式可以看出: 初值误差是由于观测误差 E和模式误差D共同决定的,通过对上式的右端

进行分析可知

  +E IC( x ) +L
2
[ 0, 1] < M1 +u0( x ) +L

2
[ 0, 1] | D| + 2eTE, ( 14)

  +EFC( x , t ) +L
2
( 8̂ ) <

M 2

2aP
+ u0( x ) +L

2
[ 0, 1] | D| +

2e( T+ T̂ )

aP
E, ( 15)

其中   M 1 = max
1

2a2P2 ,
e- (2a

2
P

2
- 2)T

1- e- (2a
2
P

2
- 2)T

T , M2 = max
1

2a2P2,
e- (2a

2
P
2
- 2)T

T + T̂

1- e- (2a
2
P

2
- 2)T 1 

由( 14)式和( 15)式可知,当 E, D y 0时, +E IC( x ) +L
2
[ 0, 1] y 0, +EFC( x , t ) +L

2
( 8̂ ) y 0,所

求的变分同化初值 û0( x ) 收敛于原问题的真实初值 u0( x ) ,预报解 û ( x , t ) 收敛于原问题的精

确解 u( x , t ) ,如果 D与E的量级一致,则收敛精度为 O( E)1 
1. 3  当参数有误差时的变分同化解的误差估计问题

假设观测资料具有观测误差, 同时模式中的参数带有误差(偏差) ,预报模式如下:

  
5û ( x , t )

5t - â
2 52

û ( x , t )

5x 2 = 0   (0 < x < 1; t > 0) ,

û(0, t ) = 0, û (1, t ) = 0, û ( x , 0) = û0( x ) ,

( 16)

其中 â
2
为预报模式中带有误差的参数,假设

  | â
2
- a

2
| = G   (0 < G [ a0 < 1为参数误差,且 a

2
- a0 > 0) , ( 17)

同样 û0( x ) 为变分同化方法得到的最优初值, û( x , t ) 为预报解1 
通过计算得到变分同化初值和预报值分别为

  û0( x ) = 6
]

n = 1

2â2

a
2
+ â

2
1 - e- ( a

2
+ â

2
) n

2
P

2
T

1 - e- 2â
2
n

2
P

2
T

cnsin( nPx ) +

    6
]

n= 1

2â 2
n

2P2

1- e- 2â
2
n
2
P
2
T

2EQ
T

0Q
1

0
H ( x , t ) e

- â
2
n
2
P

2
t
sin( nPx )dxdt sin( nPx ) ,

  û( x , t ) = 6
]

n= 1

1

Q
T

0
e- 2â

2
n

2
P

2
tdt

cn Q
T

0
e- ( a

2
+ â

2
) n

2
P

2
tdt +

    2EQ
T

0Q
1

0
H ( x , t ) e- â

2
n

2
P

2
tsin( nPx )dxdt e- â

2
n

2
P

2
tsin( nPx ) ,

因此误差为

  EIC( x ) = 6
]

n= 1

2â 2

a
2
+ â

2
1- e- ( a

2
+ â

2
) n

2
P

2
T

1- e- 2â
2
n
2
P
2
T

- 1 cn sin( nPx ) +
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    6
]

n= 1

2â
2
n

2
P

2

1- e- 2â
2
n
2
P
2
T

2EQ
T

0Q
1

0
H ( x , t ) e

- â2 n2P2t
sin( nPx )dxdt sin( nPx ) ,

  EFC( x , t ) = 6
]

n= 1

2â2
n

2P2

1- e
- 2â

2
n
2
P
2
T Q

T

0
e- ( a

2
+ â

2
) n

2
P

2
tdt e

- â2 n2P2t
- e

- a2 n2P2 t
cnsin( nPx ) +

    6
]

n= 1

2â 2
n

2P2

1- e- 2â
2
n
2
P
2
T

2EQ
T

0Q
1

0
H ( x , t ) e- â

2
n
2
P

2
tsin( nPx )dxdt e- â

2
n
2
P
2
tsin( nPx )1 

通过估计得到

  +E IC( x ) +L
2
[ 0, 1] <

1
2a2 +u0( x ) +L

2
[ 0, 1] G+ 2E, ( 18)

  +EFC( x , t ) +L
2
( 8̂ ) <

1

4a2P
+u0( x ) +L

2
[ 0, 1] G+

2

a
2
- a0P

E1 ( 19)

由( 18)式、( 19)式可以得到和前面两节类似的结论:当误差 E, G y 0时, +E IC( x ) +L
2
[ 0, 1]

y 0, +EFC( x , t ) +L
2
( 8̂ ) y 0,即所求的变分同化初值 û 0( x ) 收敛于原问题的真实初值 u0( x ) ,

预报值 û ( x , t ) 收敛于原问题的精确解 u( x , t ) , 并且收敛精度为 O( E) + O( G) ,如果 G与E的

量级一致,则收敛精度为 O( E)1 
1. 4  当边界有误差时的变分同化解的误差估计问题

假设观测资料具有观测误差, 同时模式中带有边界误差,预报模式如下:

  
5û ( x , t )

5t - a
2 52

û ( x , t )
5x 2 = 0   (0 < x < 1; t > 0) ,

û(0, t ) = Ff ( t ) , û (1, t ) = 0, û( x , 0) = û 0( x ) ,

( 20)

其中 Ff ( t ) 为预报模式的边界误差, 0 < F< 1为常数, û0( x ) 为变分同化方法得到的最优初

值, û( x , t ) 为预报解1 
经计算得到变分同化初值和预报值

  û0( x ) = 6
]

n = 1

cn +
1
In

- I 2n -
2F
nP

I 3n + 2EI 1n sin( nPx ) + F(1- x ) f (0) ,

  û( x , t ) = 6
]

n= 1

cn +
1
I n

- I 2n -
2F
nP

I 3n + 2EI1n e- a
2
n

2
P

2
tsin( nPx ) +

    6
]

n= 1
Q

t

0
f n ( S) e

- a
2
n

2
P

2
( t- S) dS sin( nPx ) + F(1 - x )f ( t ) ,

其中

  I 2n = Q
T

0Q
t

0
f n ( S) e- a

2
n

2
P

2
( t- S) dSe- a

2
n

2
P

2
tdt , I3n = Q

T

0
f ( t ) e- a

2
n

2
P

2
tdt ,

  f n ( S) = - 2Q
1

0
F(1 - N) f c( S) sin( nPN)dN1 

经计算,可得

  EIC( x ) = 6
]

n= 1

1
In

- I 2n -
2F
nPI 3n + 2EI 1n sin( nPx ) + F(1 - x ) f (0) , ( 21)

  EFC( x , t ) = 6
]

n= 1

1
I n

- I2n -
2F
nP

I 3n + 2EI 1n e- a
2
n

2
P

2
tsin( nPx ) +

    6
]

n= 1
Q

t

0
f n( S) e

- a
2
n
2
P
2
( t- S) dSsin( nPx ) + F(1- x ) f ( t ) 1 ( 22)

经过估计得到如下结论: 只要函数 f ( t ) 满足
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  1

n
2 max

0 [ t [ T
| f c( S) | [ A, A > 0为有界正数 ( 23)

即边界误差函数不出现特别大的高频振荡情形,则有

  +E IC( x ) +L
2
[ 0, 1] < 2E+ M 3F, +EFC( x , t ) +L

2
( 8̂ ) <

2
aP
E+ M4F1 ( 24)

其中

  M 3 = 3 max
0 [ t [ T

| f ( t ) | +
2A

3a2P2,

  M 4 =
2

3aP
max

0[ t [ T
| f ( t ) | +

2A

3 a3P3 +
A T

(

3a2P2+
1

3
max

0 [ t [ T
| f ( t ) | 1 

由( 24)可知, 当观测误差 E y 0, 边界误差 F y 0 时, +EIC( x ) +L
2
[ 0, 1] y 0, +E FC( x ,

t ) +L
2
( 8̂) y 0,所求的变分同化最优初值 û0( x ) 收敛于原问题的真实初值 u0( x ) , 预报值 û ( x ,

t ) 收敛于原问题的精确解 u( x , t ) ,并且收敛精度为 O( E) + O(F) ,如果 F与E的量级一致,则

收敛精度为 O( E) 1 
如果边界误差函数 f ( t ) 出现特别大的高频振荡, 例如 f ( t ) = sin n3Pt ,此时 E IC( x ) 发散,

即变分同化最优初值 û0( x ) 不收敛于原问题的真实初值 u0( x ) , 在这种情形下,通常的变分同

化不能达到较好的效果1 于是必须采用正则化方法,抑制边界高频振荡的影响1 
通过以上分析可知, 在整体观测资料条件下的变分同化方法是一种非常有效的方法1 并

且当观测资料中出现高频误差(即高频噪声)时, 变分同化方法能有效地抑制住高频噪声的影

响(除了边界扰动高频之外) 1 然而在实际问题中,由于观测手段等因素的限制,往往很难获得

整体观测资料, 而只能得到局部观测资料1 下面研究局部观测资料下的变分同化问题1 

2  局部观测资料下的变分同化问题

2. 1  通常的变分同化方法失效的例子
我们仍旧以模式( 1)为例来说明问题,假设 t = t 0处的观测资料已知, 记为 g

obs
( x ) ,它与 t

= t 0 处的精确值

  g( x ) = u ( x , t ) | t = t
0
= 6

]

n= 1
cn e

- a2n2P2t
0sin( nPx ) ( 25)

之间满足

  g
obs
( x ) = g( x ) + EH ( x ) , ( 26)

这里 E> 0为观测误差的量级, EH ( x ) 为观测误差函数 1 假设H ( x ) I L
2
[ 0, 1] , 且

  +H ( x ) +L
2
[ 0, 1] = +g

obs
( x ) - g( x ) +L

2
[ 0, 1] [ 11 ( 27)

下面利用通常的变分同化方法对初值进行反演确定,预报模式同( 7)式,目标泛函如下:

  J [ û0( x ) ] =
1
2Q

1

0
| û ( x , t ) | t = t

0
- g

obs
( x ) |

2
dx = min! ( 28)

其中 û0( x ) 为通常的变分同化方法得到的初值, û ( x , t ) 为对应初值 û0( x ) 的预报解1 
利用变分同化方法求得最优初值为

  û0( x ) = 6
]

n = 1
ĝn e

a
2
n
2
P

2
t
0sin( nPx ) , ( 29)

其中   ĝn = 2Q
1

0
g

obs
( x ) sin( nPx ) dx 1 

在( 29)式中由于产生了因子 e
a
2
n

2
P

2
t
0 , 正是这个因子的出现, 在一般情况下级数( 29)不收
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敛,从而问题变得不适定1 
由此可见对于局部观测资料反演初值问题得到的解往往不适定,因而通常变分同化方法

失效[ 9] 1 
2. 2  变分同化方法结合正则化方法的实施

由于问题的不适定性,此时用( 28)式形式的目标泛函不能很好地反演模式的初值1 为了

克服问题的不适定性所带来的困难,利用数学物理中求解反问题的正则化方法
[ 9]

,对所讨论的

问题加以适当的限制(约束) , 即在目标泛函中引入稳定泛函及正则化参数,建立新的目标泛函

  J
*
[ û0( x ) ] =

1
2Q

1

0
| û( x , t ) | t = t

0
- g

obs
( x ) |

2dx +
C
2Q

T

0Q
1

0

5û
5x dxdt = min! ( 30)

这里
C
2Q

T

0Q
1

0

5û
5x

2

dxdt 称为稳定性泛函, C> 0称为正则化参数 1 我们的问题是寻找最优初

值使得目标泛函 J
*
达到极小值1 有关变分同化结合正则化方法的文献可参阅文献[ 1]至文

献[ 3] 1 
利用变分同化结合正则化方法,通过计算得到反演的最优初值如下:

  û0( x ) = 6
]

n = 1

1
A n

e- a
2
n

2
P

2
t
0 ĝnsin( nPx ) , ( 31)

其中   A n = e- 2a
2
n

2
P
2
t
0 + ( C/ 2a2

) (1- e- 2a
2
n

2
P

2
T
) 1 

下面将( 31)式与( 29)式进行比较:

1) 当 C= 0时, A n = e
- 2a

2
n

2
P

2
t
0,此时 e

- a
2
n

2
P

2
t
0/ A n = e

a
2
n

2
P

2
t
0, ( 31)式与( 29)式两式结果完

全相同1 

2) 当 CX 0时,如果 n y ] , A n y C/ (2a2
) ,因而 e- a

2
n

2
P

2
t
0/ A n y 0,选择合适的 C可以保

证(31) 式中 û0( x ) 的稳定性 1 因此,正则化参数 C的出现,克服了反问题的不适定性1 
下面对初值误差进行分析,初值误差为

  EIC( x ) = 6
]

n= 1
E
hn

A n
e- a

2
n

2
P

2
t
0sin( nPx ) + 6

]

n= 1

1
A n

e- 2a
2
n

2
P

2
t
0- 1 cnsin( nPx ) , ( 32)

其中   hn = 2Q
1

0
H ( x ) sin( nPx )dx 1 

由此式可以看出:初值误差由两部分组成,第 1部分是由于观测误差 E引起, 第 2部分反

映出变分同化方法结合正则化思想得到的最优初值 û 0( x ) 与原问题的精确初值 u0( x ) 之间的

/拟合0程度1 利用 Bessel公式和 Young不等式可以得到其误差估计为

  +E IC( x ) +L
2
[ 0, 1] [ a

2(1 - e
- 2a

2
P

2
T
)

E
C
+

+u0( x ) +L
2
[ 0, 1] e

(2a2
)
T CT, ( 33)

其中   T= 1/ (2a2P2
t 0) > 01 

类似地,预报值为

  û( x , t ) = 6
]

n= 1

1
An

e- a
2
n

2
P
2
t
0ĝ ne

- a
2
n

2
P

2
tsin( nPx ) , ( 34)

经计算,得

  +EFC( x , t ) +L
2
( 8̂ ) <

1

2P 1- e
- 2a

2
P

2
T

E
C
+

e +u0( x ) +L
2
[ 0, 1]

2aP(2a2
)
T CT, ( 35)

由以上讨论可知,当 Cy 0,同时 E2/ Cy 0(当 E y 0时) ,

  +E IC( x ) +L
2
[ 0, 1] y 0, +EFC( x , t ) +L

2
( 8̂ ) y 0,
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即结合正则化方法的变分同化最优初值 û0( x ) 收敛于原问题的真实初值 u0( x ) ,预报值 û ( x ,

t ) 收敛于原问题的精确解 u( x , t ) ,并且收敛精度均为 O( E/ C) + O( CT) 1 而收敛的必要条
件

  Cy 0,同时
E2

C
y 0 (当 Ey 0时) , ( 36)

就是正则化参数 C的选择原则,它与反问题中的Tikhonov正则化方法中常用的Morozov偏差准

则是一致的1 

特别地,如果 T= 1/ 2(即选择 t 0 = 1/ ( a2P2
) ) ,并且 E与C的量级一致,则所得的初值误差

与预报误差的收敛精度均为 O( E)1 
2. 3  考虑模式误差等情形的变分同化方法的误差估计

我们还可以类似于前一节考虑其它情形,若观测资料具有观测误差,同时模式中带有模式

误差(偏差) ;或者模式中的参变量带有参数误差; 或者边界条件中带有边界误差情形1 假设预
报模式如下:

  
5û ( x , t )

5t - â
2 52

û ( x , t )

5x 2 = R ( x , t , û )   (0 < x < 1; t > 0) ,

û(0, t ) = Ff ( t ) , û (1, t ) = 0, û( x , 0) = û 0( x ) 1 
( 37)

其中 R( x , t , û) 为模式误差,为了研究方便,假设其为线性表示 R( x , t , û ) = D̂u, | D| < 1为

充分小的参数; â
2
为预报模式中带有误差的参数,满足(17) 式, 0 < G< a0 < 1为参数误差, 0

< F< 1为边界误差1 
利用( 30)式的目标泛函对初值进行最优反演,经计算得到结合正则化方法的变分同化初

值为

  û0( x ) = 6
]

n = 1

1
A 1n

cne
Dt

0e- ( a
2
+ â

2
) n

2
P

2
t
0 - e2Dt

0 e- â
2
n

2
P

2
t
0 I 3n-

     2F
nP

f ( t 0) e
- Dt

0 e- â
2
n

2
P

2
t
0+ EeDt0 e- â

2
n

2
P

2
t
0 hn - Cn2P2

I4n sin( nPx ) +

    F(1 - x )f (0) ,

进一步得到预报值

  û( x , t ) = eDt 6
]

n= 1

1
A 1n

cne
Dt

0e
- ( a

2
+ â

2
) n

2
P

2
t
0 - e

2Dt
0e

- â
2
n
2
P

2
t
0 I 3n-

     2F
nP

f ( t 0) e
- Dt

0 e- â
2
n

2
P

2
t
0- Cn2P2

I 4n+ EeDt0 e- â
2
n

2
P

2
t
0hn e- â

2
n

2
P

2
tsin( nPx ) +

    6
]

n= 1
Q

t

0
f n ( S) e

- â
2
n

2
P

2
( t- S) dS sin( nPx ) + F(1 - x )f ( t ) ,

其中

  A 1n = e
(2D- 2â2 n2P2) t

0+
Cn2P2

2â
2
n

2
P

2
- 2D

(1- e
(2D- 2â2n2P2)T

)1 

  I 3n = Q
t
0

0
f n( S) e

- â
2
n

2
P

2
( t

0
- S) dS,

  I 4n = Q
T

0Q
t

0
e
- 2Dt

f n( S) e
- â

2
n
2
P
2
( t- S)

dSe
- a

2
n

2
P

2
t
dt1 

类似于前面的计算得到误差估计: 只要函数 f ( t ) 满足( 23)式,则

  +E IC( x ) +L
2 < M5

D
C
+

G
C

+ M6
F

C
+ M7

E

C
+

e

(2a2
)
T+u0( x ) +L

2CT+
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    2Ae2T

3( a2
- a0)P

2+
| f (0) |

3
F, ( 38)

  +EFC( x , t ) +L
2
( 8̂ ) < T̂ eT̂M5

D
C
+

G
C

+
eT̂

2( a
2
- a0) P

M6
F
C
+ M7

E
C

+

    eT̂ eT̂

( 2a2
)
T+u0( x ) +L

2CT +
T̂ e

T̂ + u0( x ) +L2

( a
2
- a0)P

2 D+
T̂ e

T̂ +u0( x ) +L2

a
2
- a0

G+ M8F, ( 39)

其中

  M 5 =
a

2( a2
- a0) (1 - e- 2a

2
2P

2
T
)

+u0( x ) +L
2
[ 0, 1] ,

  M 6 =
A e2t

0

12( a
2
- a0) P

2
+

ae2t
0 | f ( t 0) |

6(1- e
- 2( a

2
- a

0
)P

2
T
)

, M7 =
aet0

2(1 - e
- 2( a

2
- a

0
)P

2
T
)

,

  M 8 =
A e2T eT̂

3 ( a
2
- a0)

3
P

3
+

AeT̂ T
(

3( a2
- a0)P

2+
1

3
eT̂ T

(

max
0 [ t [ T

| f ( S) | 1 

由( 38)式和( 39)式可知:当 Cy 0,同时 E
2
/ C、D

2
/ C、G

2
/ C、F

2
/ Cy 0, ( E、D、G、Fy 0) 时,

+EIC( x ) +L
2
[ 0, 1] y 0, +EFC( x , t ) +L

2
( 8̂ ) y 0,结合正则化方法的变分同化初值 û 0( x ) 收敛于

原问题的精确初值, 预报解 û ( x , t ) 收敛于原问题的精确解 u( x , t ) , 收敛精度为

  O
E
C

+ O
D
C

+ O
G
C

+ O
F
C

+ O( CT)1 

特别地,如果 T= 1/ 2(即选择 t 0 = 1/ ( a2P2
) ) ,并且各种误差 E、D、G、F与 C的量级一致,

则所得的初值误差与预报误差的收敛精度均为 O( E) , 收敛的必要条件与 Tikhonov正则化方

法中的Morozov偏差准则是一致的1 
通过以上分析可知, 在局部观测资料条件下, 在选择适当的正则化参数下,变分同化结合

正则化方法是有效的,并且当观测资料中出现高频误差时, 结合正则化的变分同化方法同样能

有效地抑制住高频噪声的影响(除了边界扰动高频之外) 1 

3  一维海温模式的垂直涡旋扩散参数的反演

为了举例说明, 我们用一个一维热传导模型来描述海温在时间域 l 上的垂直分布
[ 10]

,其

控制方程如下:

  

5T
5 t =

5
5z K

5T
5z + f ( t , z ) ,

T | t = 0 = U( z ) , K
5T
5z z = 0

= U( t ) , K
5T
5z z= H

= 0,

( 40)

其中 T = T ( t , z ) 是海温, K = K ( t , z ) 是垂直涡旋扩散系数, f ( t , z ) = - [ (MI 0) / ( Q0cp) ] e
- Mz

,

Q0是海水密度, cp是海水比容, M是光的传播系数, H 是海洋上层的深度, I 0是海洋表面太阳光

辐射的传播介质, U( t ) = Q( t ) / ( Q0 cp) - I 0/ ( Q0 cp) | z= 0, Q( t ) 是海表净热通量1 
假设 C、cp、Q0、I 0和 Q( t) 已知, 而 U( z ) 和K ( t , z ) 是未知的, 需要用资料同化方法来

决定 1 如果在整个区域上给出T
obs
,初始条件 U( z ) 和模式参数K ( t , z ) 的估计由正则化变分

资料同化方法确定 1 如果 T
obs
( t , 0) 已知, 即仅有海表面的观测值已知, 代价函数定义如

下[ 10] :

  J [ U, K ] =
1
2Q

S

0
( T( t , 0) - T

obs
( t , 0) ) 2dt +

C2

2Q
S

0Q
H

0
K ( t , z )

5T
5z

2

dtdz1 ( 41)
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通过一系列的变分计算, 给定如下的伴随方程以及伴随边界条件:

  
-

5P
5 t =

5
5z K

5P
5z - C2 5

5z K
5P
5z ,

P | t= S = 0, K
5P
5z z= 0

= - ( T( t , 0) - T
obs
( t ) ) + C2

K
5T
5z z= 0

, K
5T
5z z= H

= 01 

( 42)

U、K 的代价函数( 41)的梯度为

  ÜJ = P (0, z ) , K̈J = -
5T
5 z

5P
5z +

1
2
C

2 5T
5z

2

1 

我们进行如下的数值试验1 
采用 U( z ) = sin( z ) , K = 11 在涡旋扩散系数K = 1+ 0. 05( z - H ) 中引入扰动1 数值

试验 1中用 C= 0,试验 2中用 C= 0. 0011 图1为数值实验的结果 1 从该图可知, 当 C= 0

时,即方程中不含正则化项, Ek随着迭代次数的增加;当 CX 0时, J 随着迭代次数的增加而快

速减少,并且精度提高1 

  ( a) 包含和不包含正则化项的 J 的迭代过程   ( b)包含和不包含正则化项的误差 Ek 的变化

图  1

4  结 束语

本文研究一类简单模式在整体和局部观测资料下的变分同化方法的误差估计问题1 在观
测资料有误差的条件下, 具体讨论利用变分同化方法得到的初值与真实初值之间的误差,预报

解与精确解之间的误差和观测误差以及各种模式误差之间的关系1 
讨论结果表明: 一般情况下,整体观测资料变分同化所得最优初值、预报解是连续依赖于

系统误差,亦即变分同化解收到良好的结果, 对于边界扰动情形,如果扰动不出现高频成分,解

同样收到良好的结果1 
在局部观测资料下,由于通常的变分同化不适定, 为了克服问题的不适定性所带来的困

难,利用变分同化结合正则化方法对预报模式中的初值、参数以及模式进行修正1 结果表明,

在适当的正则化参数下, 结合正则化方法的变分同化方法是必要而且有效的,并且当观测资料

中出现高频误差时, 结合正则化的变分同化方法同样能有效地抑制住高频噪声的影响(除了边

界扰动高频之外) 1 
另外,作者还考虑了一类不连续/ on-off0模式的变分同化方法的误差估计问题, 我们将另

文处理1 
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Abstract: Theoretical aspects of variational data assimilation (VDA) for a simple model with both

global and local observational data are discussed. For the VDA problems with global observational da-

ta, the initial conditions and parameters for the model are revisited and the model itself is modified.

The estimates of both error and convergence rate are theoretically made and the validity of the method

is proved. For VDA problem with local observation data, the conventional VDA method are out of use

due to the ill- posedness of the problem. In order to overcome the difficulties caused by the ill-

posedness, the initial conditions and parameters of the model are modified by using the improved VDA

method, and the estimates of both error and convergence rate are also made. Finally, the validity of

the improved VDA method is proved through theoretical analysis and illustrated with an example. And

a theoretical criterion of the regularization parameters is proposed.

Key words: variational data assimilation (VDA) ; regularization method; estimates of convergence rate
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