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摘要: � 综述了大气运动基本方程组在光滑函数类中的稳定性和 Navier-Stokes 方程的不稳定性的

若干结论�� 在此基础上,以大气运动方程组的 Boussinesq 近似为例, 阐述了 Navier-Stokes 方程的不

稳定性导致的大气运动基本方程组的某些简化模式的不稳定性, 从而得到在简化基本方程过程中

应该遵守的一个原则,以保证简化方程的稳定性��
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引 � � 言

流体力学中的Navier-Stokes方程是研究不可压、粘性流体运动规律的基本方程, 它的导出

基于 3个守恒定律 � � � 动量守恒、质量守恒、能量守恒�� 作为一种特殊流体的大气, 除了由于

它所在空间的特殊性外(重力场以及由于地球旋转所产生的影响等) ,导出大气运动的基本方

程组也基于几个守恒定律:动量、质量及能量守恒、水物质守恒、其它气体和气溶胶物质守恒定

律�� 因此, 大气运动基本方程组应该包括 8 + m 个方程( m 代表气溶胶种类数) �� 它区别于一

般流体运动方程的特别之处还在于方程组中包含了表现形式复杂的汇、源附加项�� 在许多情
形特别是在实际预报工作中, 常会略去分子粘性的影响,而将大气当作仅仅具有湍流粘性的不

可压流体,这时基本方程组中的3个速度方程及连续方程的主体部分与Navier-Stokes方程在表

达形式上几乎完全一样�� 那么 Navier-Stokes方程的 C
k
( k � 2) 奇异性(即不稳定性)是否会对

大气运动方程的稳定性也产生不好的影响呢? 显然, 这种关于方程稳定性的疑问是必须弄清

楚的,否则在处理一系列实际预报问题而采取的常用方法 � � � 用数值计算去求数值解将失去

依据��
本文在�大气运动基本方程组的稳定性分析�和对 Navier-Stokes 方程已有结论的基础

上[ 1- 2] ,以大气动力学基本方程组的 Boussinesq近似为例, 讨论了涉及大气运动基本方程组在
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简化过程中有关稳定性的一些问题��

1 � 关于大气运动基本方程组的 Ck 稳定性研究的一些结论

设局地直角坐标中的大气基本方程组[ 3-4]中的所有参数函数(包括汇、源以及耗散)都是

C
�
的,湍流粘性力使用半经验理论公式

[ 4- 5]
,并假设各种粘性系数均严格大于 0,且假设它们

为 ( x , y , z , t ) = ( x 1, x 2, x 3, x 4) 和未知函数的已知并充分光滑的函数��
则已有结论如下:

� 局地直角坐标系中的大气运动基本方程组是 C
� 稳定方程;

�超曲面 �4: t = g4( x , y , z ) � R
4 上的初值问题与超曲面 �3: z = g3( x , y , t ) �

R
4
上的初值问题都可能构成适定问题,并给出了使问题适定的充要条件;

� 超平面 �4: z = 0 � R
4和超平面 �3: t = 0 � R

4 上的初值问题不适定��

总之,局地直角坐标系中的大气运动基本方程组是一个好方程
[ 2] , [ 6]

,虽然两类典型的初

值问题不适定, 但是,从要求解决的实际问题角度来看,还是有办法克服这种困难的��

2 � 关于 Navier-Stokes方程 Ck( k � 2) 不稳定性的一些结论

描述粘性、不可压流体运动规律的Navier-Stokes方程[ 7]如下:

� � � u� t
+ ( u��) u = -

1
�
�P + ��u + F( x , y , z , t ) ,

� � div�u = 0,

� � dT
dt

= ��T + Q ,

( x , y , z , t ) � R
4

= V, 未知函数( u, v , w , P ) � ( R+ )
4

= Z(或 Z = R
3 � R+ � R

*
+ ) 密度 �>

0是常数(体现不可压假设) ,粘性系数�> 0( �> 0) 假设为常数(或 x , y , z , t的函数) , Q是源

或汇, 可假设为自变量、未知函数及其一阶微分的充分光滑的函数�� 在不计热力学方程时,将

其记为DN- S��
主要结论如下:

� DN- S是 C
k
( k � 2) 不稳定方程;按照不稳定方程的定义[ 1-2] , [ 6]

, 这个结论意味着在 k( k

�2) 阶连续可微函数类中,Navier-Stokes方程所有的定解问题都是不适定的�� 此结论是通过

证明 D的横截层是空集 S
t
3, k- 1(DN-S) = �( k � 2) 而得到的��

� Navier-Stokes方程的初、边值问题允许存在解析解�� 但是作为不适定问题的解, 它们只

是一些没有实际用处的形式解(不适定问题的解称为方程的形式解) ��

� 广义Navier-Stokes方程是 C
k
( k � 2) 不稳定方程; �广义�包含了以下几种情况:

1) Navier-Stokes方程中的 F可以是时、空坐标以及未知函数的充分光滑的任意函数的情

况:

� � F = F( x , y , z , t , u , P , T )��
2) 由原来的 Navier-Stokes方程�耦合�了一部分�非退化�方程构成的新方程组, 比如对常

见的Navier-Stokes方程 DN- S,同时需要考虑温度 T 的变化时, 再�耦合� 热力学方程 dT / dt =

��T + Q, 既所谓完备的 Navier-Stokes方程��
3) 由若干组形如Navier-Stokes 方程的方程组成��

这些结论和有关定理的证明请参看文献[ 1]和文献[ 2] ��
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3 � 大气运动基本方程组简化过程中的一些问题

本节主要讨论大气运动基本方程组的 Boussinesq近似所涉及的一些问题�� 在研究大气运
动的中尺度问题时, 常使用两种模式: 浅对流方程组和深对流方程组�� 其中的浅对流方程组
就是大气运动基本方程组经尺度分析, 略去一些次要项所得, 这种近似被称为 Boussinesq近

似�� 当略去分子粘性力并不计气溶胶介质的干空气并考虑湍流粘性与耗散时,它在局地直角

坐标系中的一般形式为
[ 5] , [ 8- 9]

:

� �
du1

dt
= -

1
�0
�p�
�x 1

+ fu2+ kL
�2u1

�x 2
1

+
�2u1

�x 2
2

+ kH
�2u1

�x 2
3

,

� �
du2

dt
= -

1
�0
�p�
�x 2

- fu1+ kL
�2u2

�x 2
1

+
�2u2

�x 2
2

+ kH
�2u2

�x 2
3

,

� �
du3

dt
= -

1
�0
�p�
�x 3

+ g
��
�0

+ kL
�2u3

�x 2
1

+
�2u3

�x 2
2

+ kH
�2u3

�x 2
3

,

� �
� u1
�x 1

+
� u2

�x 2
+
� u3

�x 3
= 0,

� � d
dt
��
�0

+
N

2

g
u3 = k̂L

�2��
�x 2

1
+
�2��
�x 2

2
+ k̂H

�2��
� x

2
3

,

其中 ( x 1, x 2, x 3, t ) � R
4

= V, 未知函数( u1, u2, u3, p�, ��) � ( R+ )
3 � ( R

*
+ )

2
= Z, p�、��代表

压力和位温的扰动量, �0、�0被假设为垂直坐标 z = x 3的已知函数, N
2
= g(�/ �x 3) ( ln�0)�� 方

程中的参数函数和所有的湍流粘性系数和耗散系数可以假设为时空坐标、未知函数的充分光

滑的函数或常数,将此方程记为D��
将这个方程与 Navier-Stokes方程做比较可看到, 在外表上除了此方程组中的水平与垂直

粘性系数(即 k L与 kH , k̂ L与 k̂H) 不同外,连续方程的表现形式则与不可压流体的连续方程完

全一样 �� 也正是连续方程的这种�表现一致性�,才使得浅对流方程组的 C
k
( k �2) 稳定性遭

到了破坏�� 这个结论可直接由关于广义Navier-Stokes方程的C
k不稳定性定理推得,但为了直

观起见,这里仍给予一个简单证明��

定理 � 浅对流方程组 D是 C
k
( k � 2) 不稳定方程��

证明简述 � 根据稳定方程的判别定理[ 1- 2] , [ 6] ,需要证明 D的横截层是空集: S
t
3, k- 1(D) =

�( k � 2) �� 为此,根据横截层的性质[ 1-2] , [ 6] ,只须证明下述代数方程组不存在� 稳定的�唯一

解即可:

� � [ kL ( �21+ �22) + kH�
2
3] X 1 = Y1,

� � [ kL ( �21+ �22) + kH�
2
3] X 2 = Y2,

� � [ kL ( �
2
1+ �

2
2) + kH�

2
3] X 3 = Y3,

� � ( �
2
1+ �

2
2+ �

2
3) X 4 = �Y 4,

� � �1X 1+ �2X 2+ �3X3 = Y4,

� � [ k̂L ( �21+ �22) + k̂H�
2
3] X 5 = Y5,

未知数是 X i ( i = 1 ~ 5)��
显然, 无论 �j ( j = 1, 2, 3) 取什么值,这个代数方程组永远不会存在�稳定的�唯一解�� 因

此D的横截层是空集:
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� � S
t
3, k- 1(D) = �� � ( k � 2) ��

按照不稳定方程的定义, 浅对流方程组 D是 C
k
( k � 2) 不稳定方程�� 定理证毕��

对上述定理中所说�稳定的�唯一解的含义略加解释:这个代数方程组来自对纤维空间 �:

E3, k- 1(D) � W3, k- 1( V , Z) 的分层
[ 1-2] , [ 6] �� 如果未知数X i的存在并唯一的条件以不等式形式

出现, 则表示分层的结果中, 局部平凡的子纤维空间 �t : E
t
3, k- 1(D) � S

t
3, k- 1(D) 的基底空间

S
t
3, k- 1(D) 不是空集, 即 D的横截层非空 S

t
3, k- 1(D) � �, 同时 S

t
3, k- 1(D) 是 W3, k- 1(D) �

W3, k- 1( V , Z ) 的稠密开集�� 根据分层理论的一个基本定理[ 1-2] , [ 6] , 所论的偏微分方程是稳定

方程�� 而浅对流方程组的横截层是空集,于是此方程是不稳定方程��

4 � 说 � � 明

1) 对于浅对流方程组 D, 纤维空间

� � �: E3, k- 1(D) � W3, k- 1( V, Z)

的分层为

� � W3, k- 1( V, Z) = W3, k- 1(D) � T 3, k- 1(D) = S
0
3, k- 1(D) � S

5
3, k- 1(D) � T 3, k- 1(D) ,

横截层是空集 S
t
3, k- 1(D) = ���

子纤维空间

� � �0: E
0
3, k- 1(D) � S

0
3, k- 1(D)

和 � � � �5: E
5
3, k- 1(D) � S

5
3, k- 1(D)

都是局部平凡的纤维空间(上标0和 5代表纤维的维数) �� 以上是对浅对流方程组D拓扑性质

的完整分析�� 利用它的拓扑性质, 可构造不适定问题的形式解, 在有必要时可从反面处理一

些�有麻烦的�问题, 比如说明定解问题的不适定性等��
由定理可看到, 大气运动基本方程组的 Boussinesq近似 � 浅对流方程组与 Navier-Stokes方

程有着相同的拓扑性质: 横截层是空集,也就是说,从它们的拓扑学特征角度讲,这两个方程组

没有区别��
2) 如果不计湍流粘性摩擦,这时的浅对流方程组就与描写无粘、不可压流体运动的 Euler

方程一样,是个好方程
[ 1- 2] , [ 6]

:其横截层非空�� 在方程中出现的参数都是其变量的无穷可微函

数的假设下,它们都是 C
� 稳定方程�� 对解析的适定问题,根据横截层的条件就可算出其稳定

的解析解(局部解) ��
3) 对于大气运动基本方程的滞弹性近似, 如果考虑湍流粘性的作用, 则它与浅对流方程

组一样,是 C
k
( k � 2) 不稳定方程; 如果不计湍流粘性影响, 它也与 Euler 方程一样是个好方

程[ 2] ��
4) 通过对本文涉及的大气运动基本方程组的两类简化形式的拓扑性质分析以及它们和

Navier-Stokes的比较,可以肯定的是, 在简化方程时应该避免湍流粘性力与不可压假设的同时

出现,以保证简化方程的稳定性,从而使简化的初衷得以实现��
5) 如果将水汽方程、气溶胶方程都考虑在内,定理的结论不变��
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Impact of Singularity of Navier-Sokes Equation

Upon the Atmospheric Motion Equations

SHI We-i hui, � WANG Yue-peng
( 1. Depar tm ent of Mathem atics , Shanghai Un iv er sit y ,

Shangha i 200444, P . R . China ;

2. Depa rtm ent of Mathem atics , Nanjing Univer sity of Inform ation Science &

Technology , Nanjin g 210044, P . R . China )

Abstract: Some conclusions about the smooth function classes stability for the basic system of equa-

tions of atmospheric motion and instability for Navier-Stokes equation are summarized. On the basis

of this, by taking the basic system of equations of atmospheric motion via Boussinesq approximation

as an example to explain in detail that the instability about some simplified models of the basic system

of equations for atmospheric motion is caused by the instability of Navier-Stokes equation, thereby, a

principle to guarantee the stability of simplified equation is drawn in simplifying the basic system of e-

quations.

Key words: the basic system of equations of atmospheric motion; Navier-Stokes equation; Bouss-i

nesq approximation; stability; singular equation
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