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摘要:  考虑了对应于 Klein-Gordon-SchrÊ dinger 方程的格点系统( KGS 格点系统)的解的长时间行为1 

首先通过引入一个加权范数与采用解的/ 切尾0法 ,证明了全局吸引子的存在性1 在此基础上, 采

用元素分解法与多面体的球覆盖性质, 得到了此吸引子的 Kolmogorov D-熵的上界的一个估计1 最

后,我们用有限维的常微分方程的全局吸引子逼近它1 
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引   言

最近,许多作者研究了格点系统的解的各种各样的性质,他们主要集中在耦合映射格点与

格点常微分方程,见参考文献[ 1]至文献[ 5] 1 格点系统出现在许多的应用领域[ 1- 5] 1 例如应用
于化学反应理论、图象处理与模式识别1 格点系统有它们自己的形式即它们可以看成是无穷

的常微分方程的耦合系统(格点 ODEs) ,在一些情况下,它们也可以出现在无界区域(如 R
k
, k

I N) 上的偏微分方程( PDEs)的空间离散化形式中1 
在许多情况下, 由数学物理方程中的发展方程(通常是偏微分方程)生成的动力系统的长

时间行为很自然的可由对应半群
[ 6]
的吸引子来描述1 偏微分方程的数学研究是很复杂的,在

相当长的时期, 在这个领域的所有工作基本上是限制在寻找某些简单的解及研究它们的稳定

性或估计吸引子的维数1 根据无界区域(如 R
k
, k I N)

[ 7-8] 上的偏微分方程的初值问题所确

定的半群的吸引子的已知结果,不难看出,这时估计吸引子的维数是困难的, 因为吸引子一般

是无穷维的1 所以, 研究对应于无界区域上的偏微分方程的初值问题的格点系统的动力学行
为是有意义的,因为格点系统本身很重要, 并且如果它们作为 PDEs的空间离散化, 它们可以

看作相应的连续 PDEs的一种/近似01 对格点 ODEs,一般来讲, 由于它的吸引子是无穷维的,

因而对其几何结构的描述与维数的估计就很困难1 由文献[ 9]受到启发,处理这种问题的一种
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可能的方法就是估计它的 Kolmogorov D- 熵 1 由定义, 一个吸引子的Kolmogorov D- 熵K ( D, 8 )

就是覆盖相空间的吸引子的 D-球的最小数目n ( D, 8) 的对数1 另一个可能的方法[ 4]就是用有

限维常微分方程的全局吸引子来逼近这个吸引子1 

本文将考虑如下耦合的格点动力系统:

  
&uj + AÛuj - ( uj- 1- 2uj + uj+ 1) + Kuj - M| Xj |

2
= f j ,

iÛXj + ( Xj- 1- 2Xj + Xj+ 1) + iBXj + Xjuj = g j ,
  j I Z, ( 1)

其中 Xj = Xj ( t ) I C, C是复数集, uj = uj ( t ) I R, i表示虚数单位, A、K、M、B是正常数, f j、g j

给定1 
方程( 1)可以看作如下的连续耦合的 Klein-Gordon-SchrÊdinger方程在 R中的离散模拟

  
u tt + Au t - uxx + Ku - M| X |

2
= f ,

iXt + Xxx + iBX+ Xu = g,
( 2)

其中 X = X( t ) I C, C是复数集, u = u ( t ) I R, i是虚数单位, A、K、M、B是正常数, f、g 是驱

动项 1 方程(2) 描述了一个核子场 X与一个介子场u 通过汤川(Yukawa) 耦合的相互作用 1 
这个模型的耗散项是 iBX和Aut 1 方程( 2)的全局吸引子被许多人研究过,见参考文献[ 7]和文
献[ 8]、文献[ 10]至文献[ 13] 1 

本文将研究( 1)式的解的长时间行为1 首先通过引入一个空间 l
2

= u = ( uj ) j I Z | uj I

R, 6
j I Z

u
2
j < ] 中新的内积与范数与采用对解的/切尾0法[ 4-5]证明了全局吸引子的存在性1 

在此基础上,采用元素分解法与多面体的球覆盖性质, 得到了一个关于这个全局吸引子的

Kolmogorov D- 熵的上界的估计1 最后,我们用有限维的常微分方程的全局吸引子来逼近这个

全局吸引子1 

1  解的存在唯一性

在这一节, 将证明具初始条件的系统( 1)的解的存在性与唯一性1 
令

  l
2
= u = ( uj ) j I Z | uj I R, 6

j I Z
u
2
j < ] ,

  L
2
= X = ( Xj ) j I Z | Xj I C, 6

j I Z
| X

2
j < ] 1 

对 X = l
2或L

2
,定义由X y X 线性算子B、�B、A 如下: Pu = ( uj ) j I Z I X , ( Bu ) j = uj+ 1- uj ,

(�Bu) j = uj- 1- uj , Pj I Z, ( Au) j = - ( uj- 1 - 2uj + uj+ 1) , Pj I Z则 B、�B、A 满足

  A = �BB = B�B 1 ( 3)

对任意两个元素 u = ( uj ) j I Z, v = ( vj ) j I Z I X , 定义双线性形式如下:

  

( u , v ) = 6
j I Z

uj�v j ,

+ u +2
= ( u, u) = 6

j I Z
| uj |

2
; ( u, v) K= ( Bu, Bv ) + K( u, v) ,

+ u +2
K= ( u, u) K= +Bu +2

+ K+u +2
= 6

j I Z
( | uj+ 1- uj |

2
+ K| uj |

2
) 1 

( 4)

显然, ( 4)式中的双线性形式 ( #, #) 和( #, #) K都是X 中的内积,而且由 K+u +2 [ +u +2
K=

6 j I Z
( | uj+ 1- uj |

2
+ K| uj |

2
) [ (4+ K) +u +2

, 可知范数 +# +和 +# +K相互等价 1 分
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别用 l
2、l2K、L

2表示具有(4) 式的内积与范数的空间 l
2
= ( l

2
, (#, #) , +#+) , l

2
K= ( l

2
, ( #, #)K,

+#+K) , L
2
= ( L

2
, ( #, #) , +# +) ,则 l

2、l 2K和L
2 是Hilbert空间 1 令 E = l

2
K @ l

2 @ L
2
,并定

义它的内积与范数如下:对 Ul = ( u
( l)

, v
( l )

, X( l)
) = ( ( u

( l )
j ) , ( v

( l )
j ) , ( X( l )

j ) ) j I Z I E , l = 1, 2,

X( 2)
j 表示 X(2)

j 的共轭复数1 

  ( U1, U2) E = ( u
( 1)

, u
(2)

)K+ ( v
(1)

, v
(2)

) + ( X
(1)

, X
(2)

) =

    6 j
( ( Bu

(1)
) j ( Bu

(2)
) j + Ku (1)

j u
( 2)
j + v

(1)
j v

( 2)
j + X(1)

j X(2)
j ) , ( 5)

  +U+2
E = ( U, U) E,   P U I l

2
K@ l

2 @ L
2
,

利用以上记号, 方程( 1)可以写成

  
&u + AÛu + Au + Ku - M| X |

2
= f ,   t > 0,

iÛX- A X+ iBX+ Xu = g,
( 6)

其中 u = ( uj ) j I Z, X = ( Xj ) j I Z, | X |
2

= ( | Xj |
2
) j I Z, Xu = ( Xjuj ) j I Z, f = ( f j ) j I Z, g =

( g j ) j I Z1 在方程( 6)中加上如下初始条件:

  u(0) = ( uj , 0) j I Z = u0, Ûu (0) = ( u1j , 0) j I Z = u10, X(0) = ( Xj , 0) j I Z = X01 ( 7)

显而易见,容易把系统( 6)简化成关于时间 t 的在E 上的常微分方程 1 令 v = Ûu + Eu,其中 E

为

  E=
AK

A2+ 4K
> 0, ( 8)

令 U= ( u, v, X) T , v = Ûu + Eu, F ( U) = (0, M| X |
2
+ f , i Xu - ig )

T
, 则系统( 6)和系统( 7)可

写成

  ÛU+ CU= F( U) , U(0) = ( u0, v0, X0)
T

= ( u0, u10+ Eu0, X0)
T
, ( 9)

  C =

EI - I 0

A + KI + E( E- A) I ( A- E) I 0

0 0 iA + BI

1 ( 10)

显然, F( U) : E y E 局部Lipschitz1 由常微的经典理论, 可得到系统( 9)的局部解的存在唯一

性1 

引理 1  如果 f = (f j ) j I Z I l
2
, g = ( gj ) j I Z I L

2
,对任意初值 U(0) = ( u0, v0, X0)

T I E ,

则系统(9) 存在唯一的局部解 U( t ) = ( u ( t ) , v( t ) , X( t ) )
T使得 UI C

1
( (- T 0, T 0) , E) ,对某

些 T 0 > 01 如果 T 0 < + ] ,则 lim
t y T

0

+U( t ) +E = + ] 或 lim
t y- T

0

+ U( t ) +E = + ] 1 

由后面的引理 4可知, 系统( 9)的局部解 U( t ) 全局存在,即 U I C
1
( R

+
, E ) , 这就是说映

射

  S( t ) : U(0) = ( u0, v0, X0) I E y U( t ) =

    S( t ) U(0) = ( u ( t ) , v( t ) , X( t ) ) I E ,   t \ 0, ( 11)

生成了一个 E 上的连续半群 S( t ) t \0, 其中 v( t ) = Ûu( t ) + Eu ( t )1 

2  解的有界性

引理 2  对任意 U= ( u , v , X)
T I E , 成立

  Re( CU, U) E \ R( + u +2
K+ +v +2

) + ( A/ 2) +v +2
+ B+ X+2

, ( 12)

其中 Re( CU, U) E 表示内积( CU, U) E 的实部且 R= AK/ ( A2+ 4K( A+ A2+ 4K) )1 
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证明  容易验证

  ( Bu , v ) = ( u, �Bv) , ( Au, v) = ( Bu, Bv ) ,   Pu , v I l
2
( L

2
) , ( 13)

  Re( CU, U) E - R( +u +2
K+ +v +2

) -
A
2 +v +2

- B+X+2 \

    ( E- R) ( +Bu +2
+ K+u +2

) +

    A
2

- E- R +v +2
-

AE
K
( +Bu +2

+ K+u +2
)
1/ 2 +v +1 

且易知4( E- R) ( A/ 2 - E- R) = A2E2/ K成立,因此, 证明完毕1 
引理 3  假设 U0 = ( u (0) , v(0) , X( 0) ) I E 是系统( 6) 和系统(7) 或系统(9) 的初值,那

么系统(6) 和系统(7) 或系统(9) 的解 U( u( t ) , v ( t ) , X( t ) ) 分量 X( t ) 满足

  + X+2 [ + X(0) +2e- Bt
+ +g +2

/ B21 ( 14)

证明  由 X与系统( 6)的第 2个方程做内积, 然后取虚部并根据Young 不等式:

  1
2
d
dt

+X+2
+ B+X+2

= Im( g , X) [ +g +# +X+ [

    +g +2

2B +
B
2 +X+2

, ( 15)

其中 Im( g, X) 表示内积( g, X) 的虚部,以下同1 根据 Gronwll不等式即可完成证明1 

接下来证明系统( 9)的解 U( t ) 的一致有界性 1 若 f I l
2
, g I L

21 令 U( t ) = ( u( t ) ,

v( t ) , X( t ) )
T I E是系统(9) 的一个解,其中 v( t ) = Ûu ( t ) + Eu( t ) ,由 U( t ) 与系统(9) 作内积

(#, #) E 取实部有

  Re( ÛU, U) E + Re( CU, U) E = Re( F ( U) , U) E 1 ( 16)

根据( 5)式

  Re( ÛU, U) E =
1
2
d
dt

+U+2
E ( 17)

和

  Re( F ( U) , U)E = (M| X |
2
, v ) + ( f , v) + Im( g, X)1 ( 18)

根据引理 2, ( 14)式和( 16)式至( 18)式以及Gronwall不等式可得

  +U+2
E [ +U(0) +2

+
M
2 + X(0) +4

A( B- R0)
+
4M
2 +X(0) +2 +g +2

A( B- 2R0) B
2 e

- 2R
0
t
+

    +f +2

AR0
+
M2 +g +4

AR0B
4 +

+g +2

2R0B
, ( 19)

其中 R0 = min R, B/ 4 1 因此

  lim
t y+ ]

sup +U+2
E [ +f +2

AR0
+
M2 +g +4

AR0B
4 +

+g +2

2R0B
1 ( 20)

根据( 19)式, PU(0) I E,系统(9) 的解 U( t ) = ( u ( t ) , v( t ) , X ( t ) )
T在[ 0, + ] ) 全局

存在, 于是由系统(9) 确定的映射 S ( t ) t \0形成一个 E 上的连续半群, 且 S( t ) t \0在 E 中

存在一个有界吸收集E 1 

引理 4  如果 f I l
2
, g I L

2
,那么存在一个以 O为心, r0为半径的有界球 O = OE(0, r 0)

使得对每一个有界集 B0 I E 存在 t ( B0) \ 0使得 S ( t ) B0 < O, P t \ t ( B0) , 其中

  r
2
0 =

2+f +2

AR0
+
2M2 +g +4

AR0B
4 +

+g +2

R0B
1 

因此存在一个与 O 有关的常数 t0 \ 0使得
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  S( t ) O < O,   P t \ t 01 ( 21)

3  全局吸引子

我们证明半群 S( t ) t \0在 E 上的全局吸引子的存在性1 

引理 5  如果 f I l
2
, g I L

2与 U( 0) = ( u0, v0, X0) I O,那么 P G> 0存在T ( G)和 J ( G)

使得系统(9) 的解 U( t ) = ( Uj ) j I Z = ( ( uj ( t ) ) , ( vj ( t ) ) , ( Xj ( t ) ) ) j I Z I E, v( t ) = Ûu( t ) +

Eu ( t ) 满足

  6
| j | \ J( G)

+Uj ( t ) +2
E = 6

| j | \J( G)
( | ( Bu( t ) ) j |

2
+ K| uj ( t ) |

2
+

    | v j ( t ) |
2
+ | Xj |

2
) [ G,   P t \ T( G) 1 ( 22)

证明  选取一个光滑函数 H I C
1
(R

+
, R) 满足

  H( s ) = 0, 0 [ s [ 1;  0 [ H( s ) [ 1, 1 [ s [ 2;  H( s) = 1, s \ 2, ( 23)

且存在一个常数 C0 使得对 s I R
+ 有 | Hc( s) | [ C 01 令 U( t ) = ( u ( t ) , v ( t ) , X( t ) ) =

( Uj ) j I Z = ( ( uj ( t ) ) , ( vj ( t ) ) , ( Xj ) ) j I Z是系统(9) 的一个解, 其中 v ( t ) = Ûu ( t ) + Eu( t ) , Uj =

( uj , vj , Xj ) 1 令 J 为一固定正整数且xj = H( | j | / J ) uj , yj = H( | j | / J ) vj , z j = H( | j | / J ) Xj ,

q = ( x , y , z ) = ( ( xj ) , ( yj ) , ( z j ) ) j I Z1 由 q 与系统(9) 作内积( #, #) E , 取实部得

  Re( ÛU, q ) E + Re( CU, q ) E = Re( F ( U) , q) E1 ( 24)

类似于引理2、引理 3以及( 19)式的证明可以得到

  Re( ÛU, q ) E \ 1
2
d
dt 6j I Z

H
| j |
J

+Uj +2
E -

C0r
2
0

J
4+

1
2K+

4E2

K , ( 25)

其中

  +Uj +2
E = | ( Bu ) j |

2
+ K| uj |

2
+ | v j |

2
+ | Xj |

2
=

    | uj+ 1 - uj |
2
+ K| uj |

2
+ | vj |

2
+ | Xj |

2
,

  Re( CU, q ) E \

    6
j I Z

H
| j |

J
R( | ( Bu) j |

2
+ K| uj |

2
+ | v j |

2
) +

A
2

v
2
j + B | Xj |

2
-

    
C0 r

2
0

J
2 +

1+ 2E
K

( 26)

以及

  Re( F ( U) , q) E [ B
2 6j I Z

H
| j |

J
| Xj |

2
+

A
2 6j I Z

H
| j |

J
v
2
j + p 0 +

    
M2r 40
A
e- Bt +

2C0M
2
r
4
0

ABJ
, ( 27)

其中   p 0 =
1
A 6| j | \ J

f
2
j +

1
2B

+
M2r 20
AB2 6

| j | \J

| gj |
2
,

把( 25)式至( 27)式代入( 24)式,再根据 f I l
2
, g I L

2
, 从而 P G> 0,存在 J ( G) 和 t 1( G) \ t 0

使得对 t \ t 1( G) \ t 0与 J \ J ( G)

  d
dt 6j I Z

H
| j |

J
+Uj +2

E + 2R0 6
j I Z

H
| j |

J
+ Uj +2

E [ R0G1 

由Gronwall不等式,

  6
j I Z

H | j |
J

+Uj +2
E [ r

2
0e

- 2R
0
( t- t

0
)
+

G
2

,   P t \ t 01 
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取 T( G) = max t 0, t 0+ (1/ 2R0) ln(2r0
2
) / G, t1( G) ,那么对 t \ T ( G) 和 J \ J ( G) 有

  6
| j | \2J

+Uj +2
E [ 6

j I Z

H
| j |

J
+Uj +2

E [ G1 ( 28)

引理 6  假设 f I l
2
, g I L

2
,那么由(11) 式定义的半群 S ( t ) t \0在 E中一致紧,即如果

Un 在E 中有界且 tn y+ ] , 那么 S ( tn ) Un 在E 中列紧1 

证明  存在正常数 d使得 +Un +E [ d, n = 1, 2, ,1 由(19) 式与引理4可知,存在 td >

0使得

  S( t ) Un < O,   P t \ td , O 是引理 4中的吸收集, ( 29)

由 t n y+ ] , 存在 n1( d ) 使得如果 n \ n1( d ) ,那么 t n \ td, 因此

  S( t n) Un < O,   Pn \ n1( d ) , ( 30)

由 E 是希尔伯特空间及(30) 式可知存在 U0 I E 和 S ( tn) Un 的一个子列(仍用 S ( tn ) Un 表

示) 使得 S( tn) Un 在E 中弱收敛于 U0, 我们把这个收敛简单地表示为

  S( t n) Un y U0 I E ,   n y ] , ( 31)

其实,此收敛是强收敛,即对 P G> 0,存在 n( G) 使得 +S ( t n) Un - U0 +E [ G, Pn \ n( G) 1 
对 G> 0,由引理 5与(29) 式, 存在 J 1( G) , t ( G) 使得

  6
| j | \ J

1
(G)

+( S ( t ) ( S ( td) Un ) ) j +2
E [ G2

8
,   t \ t ( G)1 

由 t n y+ ] , 存在 n2( d , G) 使得如果 n \ n2( d , G) ,则 tn \ td + t( G)1 因此,

  6
| j | \ J

1
(G)

+( S ( tn ) Un) j +2
E = 6

| j | \J
1
(G)

+( S( t n - td ) S ( td ) Un) j +2
E [ G2

8
1 ( 32)

又因为 U0 I E, 存在 J 2( G) 使得

  6
| j | \ J

2
(G)

+( U0) j +2
E [ G

2

8
1 ( 33)

令 J ( G) = max J 1( G) , J 2( G) , 由(31) 式可得 ( ( S ( tn ) Un) j ) | j | [ J ( G) 在 R
2J ( G)+ 1
K @ R

2J ( G)+ 1 @

C
2J ( G)+ 1

( n y+ ] ) 中收敛于( ( U0) j ) | j| [ J ( G) ,也就是存在 n3( G) 使得

  6
| j | [ J( G)

+( S( t n) Un ) j - ( U0) j +2
E [ G2

2 ,   Pn \ n3( G) 1 ( 34)

令 n( G) = max n1( d ) , n2( d , G) , n3( G) ,由(32) 式至(34) 式,则对 Pn \ n( G) ,

  +S ( tn) Un - U0 +2
E = 6

| j | [ J (G)
+( S ( tn ) Un) j - ( U0) j +2

E +

    6
| j | > J( G)

+( S ( tn ) Un) j - ( U0) j +2
E [ G21 

证明完毕1 根据引理 4与引理 6,可以得到系统( 9)的半群的全局吸引子的存在性1 

定理 1  如果 f I l
2
, g I L

2
, 那么系统(9) 的半群 S( t ) t \0在 E 中有一个全局吸引子 8

I E 1 

4  全局吸引子的 Kolmogorov D- 熵

在这节,考虑系统( 9)的全局吸引子 8 的 Kolmogorov D- 熵的上界 1 下面我们用 4 =

W* = ( Wj ) | j | [ n I R
2n+ 1

: | Wj | [ r 0, j I Z 表示R
2n+ 1中边长为2r0的多面体,用 n1( D, 4 )

表示R
2n+ 1中以 D/ 2为半径的用来覆盖多面体 4的球的个数1 易知 4可由( [ 2r0 2n + 1/ D]
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+ 1) 2n+ 1( [ 2r 0 2n + 1/ D] 表示不大于 2r0 2n + 1/ D的最大整数) 个边长为 D/ 2n + 1的

小正多面体所覆盖, 并且每一个这样的小正多面体都有一个以 D/ 2为半径的同心外接球 1 因

此, 覆盖 4 的半径为D/ 2的球的个数 n1( D, 4) 等于上述小正多面体的个数即 n1( D, 4) =

(2r 0 2n + 1/ D+ 1) 2n+ 11 用 W*1 , W*2 , ,, W*n
1
(D, 4) , 分别表示这 n1( D, 4 ) 个外接球的中心1 

引理 7
[ 14]  在空间 R

2n+ 1
中, n1( D, 4) = ( [ 2r 0 2n + 1/ D] + 1)

2n+ 1
个以 D/ 2为半径,

W
*
1 , W

*
2 , ,, W

*
n
1
( D, 4) 为心的球可以覆盖正多面体 4 = W* = ( Wj ) | j| [ n : | Wj| [ r 0 1 

引理 8  给定 D> 0, 系统(9) 的全局吸引子 8 可以被n( D, 8 ) 个 D/ 2球覆盖, 其中 n( D,

8 ) = ( ( [ 2r0 2J ( D) + 1/ KD] + 1) @ ( [ 2r 0 2J ( D) + 1/ D] + 1)
3
)
2J (D)+ 11 

证明  PU= ( Uj ) j I Z I 8 ,把 U分解成两部分即 U= ( Nj ) j I Z+ ( Fj ) j I Z = N+ F, 其中

  Nj = ( aj , bj , Sj ) =
( uj , vj , Xj ) ,   | j | [ J ( D) ,

0,       | j | > J ( D) ,

  Fj = ( cj , ej , Qj ) =
0,       | j | [ J ( D) ,

( uj , vj , Xj ) ,   | j | > J ( D) 1 

由引理 4、5可知 +N+E [ r 0和 +F+E [ D/ 21 由 +N+E [ r0, + U+2
E = 6 j I Z

( ( Bu)
2
j +

Ku2j + v
2
j + | X j|

2
) 和( Bu) j = uj+ 1- uj 可得

  r
2
0 \ +N+2

E = 6
| j | [ J (D)

( ( aj+ 1- aj )
2
+ Ka2j + b

2
j + | Sj |

2
) \

    K+a +2
+ +b +2

+ +S+21 

因此, +a + [ r 0/ K, +b + [ r0, + S+ [ r0,于是 | aj | [ r0/ K, | bj | [ r 0, | Sj | [ r 0,

j I Z1 多面体 4 = N= ( a l , bm , Sn ) | l | , | m | , | n| [ J ( D) I R
2J ( D)+ 1
K @ R

2J ( D)+ 1 @ C
2J (D)+ 1

: | aj | [

r 0/ K, | bj | [ r 0, | Sj | [ r 0 ,由引理 7, 4 可被n( D, 4 ) 个 D/ 2- 球所覆盖,

  n ( D, 4) = ( ( [ 2r0 2J ( D) + 1/ KD] + 1) @ ( [ 2r 0 2J ( D) + 1/ D] + 1) 3) 2J ( D)+ 11 

令 U*J = ( a
*
l , J , b

*
m, J , S

*
n, J) | l| , | m| , | n| [ J ( D) I R

2J ( D)+ 1
K @ R

2J ( D)+ 1 @ C
2J (D)+ 1

, J = 1, 2, ,,

n ( D, 4 ) 分别是这些 D/ 2- 球的中心 1 选取 UJ = ( UJ , l , m, n) l , m, n I Z, J = 1, 2, ,, n( D, 4) , 其

中

  UJ , l, m , n =
U*J ,   | l | , | m | , | n | [ J ( D ) ,

0,    | l | > J ( D) 或 | m | > J ( D) 或 | n | > J ( D) 1 
则对如上的 PN= ( Nj ) j I Z = ( ( aj , bj , Sj ) ) j I Z, 存在 J (1 [ J [ n( D, 4 ) ) 使得 +N- UJ +E <

D/ 2, J = 1, 2, ,, n( D, 4) 1 因此, +U- UJ +E = +N+ F- UJ +E [ +N- UJ +E + +F+E

< D/ 2 + D/ 2 = D1 所以(9) 式的吸引子 8 可以被 n( D, 8) = n ( D, 4) 个分别以 UJ =

( UJ , l , m, n ) l , m, n I Z, J = 1, 2, ,, n( D, 4) )为中心, D为半径的D- 球覆盖1 根据引理 8,得到如下

结果1 

定理 2  如果 f I l
2
, g I L

2并且给定 D> 0,则系统(9) 的全局吸引子 8 的一个上界是

  (2J ( D) + 1) ln
2r 0 2J ( D) + 1

KD
+ 1 + 3ln 2r 0 2J ( D) + 1

D
+ 1 ,

其中 r
2
0 =

2+f +2

AR0
+
2M2+g +4

AR0B
4 +

+g +2

2R0B
, 且 J ( D) 是满足下述不等式的最小正整数
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  2
A 6| j | \J

f
2
j +

1
B

+
2M

2
r
2
0

AB2 6
| j | \ J

| gj |
2
+

p
J

+
4M
2
r
4
0

A
e
- Bt [ R0D,   P t \ t1( D) ,

其中 R0 同(19) 式, C0 与 J 无关且p = C0r
2
0(12K+ 3+ 4E+ 8E2) / K+ 4C0M

2
r
4
0/ ( AB) 1 

注  如果 f j = gj = 0, P j I Z,则全局吸引子 8 正好是一个吸引E 中的每个有界集的平衡点1 在此情

况下, 8 的 Kolmogorov D- 熵是01 如果 + f + X 0或 + g + X 0,那么, 一般来说, 8 的准确的几何结构并不知

道, 但是仅仅知道它包含在一个有界球中 1 显然,这时 8 一般是无穷维的1 

5  吸引子的逼近

在这部分, 我们用有限维常微分系统的全局吸引子来逼近全局吸引子 8 1 令 n I Z
+
表

示正整数,考虑如下的(2n + 1) 维常微系统:

  

&U- n + AÛU- n = Un - 2U- n + U- n+ 1- KU- n + M| W- n |
2
+ f- n,

&U- n+ 1+ AÛU- n+ 1 = U- n - 2U- n+ 1+ U- n+ 2- KU- n+ 1+

  M| W- n+ 1 |
2
+ f- n+ 1,

s

&Un- 1+ AÛUn- 1 = Un- 2- 2Un- 1 + Un - KUn- 1+ M| Wn- 1 |
2
+ f n- 1,

&Un + AÛUn = Un- 1- 2Un + U- n - KUn + M| Wn |
2
+ f n ,

iÛW- n = - ( Wn - 2W- n + W- n+ 1) + iBW- n + W- nU- n + g- n ,

iÛW- n+ 1 = - ( W- n - 2W- n+ 1 + W- n+ 2) + iBW- n+ 1+

  W- n+ 1U- n+ 1+ g- n+ 1,

s

iÛWn- 1 = - ( Wn- 2- 2Wn- 1+ Wn ) + iBWn- 1+ Wn- 1 Un- 1+ gn- 1,

iÛWn = - ( Wn- 1- 2Wn + W- n ) + iBWn + WnUn + gn,

( 35)

具有如下初值

  Uj (0) = Uj0, ÛUj ( 0) = Uj0, 1 I R; Wj (0) = Wj 0, 1 I C,

j = - n, - n + 1, ,, n - 1, n 1 ( 36)

那么系统( 35)式和( 36)式写成向量形式为

  

&U + AÛU = A
*

U - KU- n + M| W |
2
+ f

*
,

iÛW = A
*

W + iBW + WU+ g
*

,

U(0) = ( Uj 0) | j | [ n , ÛU(0) = ( Uj0, 0) | j | [ n I R
2n+ 1

,

W(0) = ( Wj0) | j| [ n I C
2n+ 1

,

( 37)

其中 U = ( Uj ) | j | [ n ,且 f
*

= (f j ) | j | [ n, g
*

= ( gj ) | j | [ n分别是由f = ( f j ) j I Z, g = ( gj ) j I Z被

切尾后生成的( 2n + 1) 维元, 并且

  A
*

=

2 - 1 0 0 0 , 0 0 - 1

- 1 2 - 1 0 0 , 0 0 0

0 - 1 2 - 1 0 , 0 0 0

# # # # # w # # #
0 0 0 0 0 , - 1 2 - 1

- 1 0 0 0 0 , 0 - 1 2 (2n+ 1) @ (2n+ 1)

1 

令
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  B
*

=

- 1 1 0 , 0 0

0 - 1 1 , 0 0

# # # w # #

0 0 0 , - 1 1

1 0 0 , 0 - 1 (2n+ 1) @ (2n+ 1)

1 

那么

  A
*

= B
*

( B
*

)
T

= ( B
*

)
T
B
* 1 PU = ( Uj ) | j| [ n, V = ( Vj ) | j| [ n I R

2n+ 1
(C

2n+ 1
) ,

定义

  ( U, V) = 6
| j | [ n

Uj Vj ; + U +2
= 6

| j | [ n

| Uj |
2
; ( U, V)K= ( B

*
U, B

*
V) + K( U, V) ,

  + U +2
K= +B

*
U +2

+ K+ U +2
= 6

| j | [ n

( | Uj+ 1- Uj |
2
+ K| Uj |

2
) 1 

令 R
2n+ 1
K = (R

2n+ 1
, +# +K) ,赋予 E

*
= R

2n+ 1}
K @ R

2n+ 1 @ C
2n+ 1 内积与范数如下:

  ( Y1, Y2) E
* = 6

| j | [ n

( ( B
*

U
(1)

) j ( B
*

U
(2)

) j + KU( 1)
j U

( 2)
j + V

(1)
j V

(2)
j + W

(1)
j W

(2)
j ) ,

  + Y1 +2
E
* = ( Y1, Y1) E

* ,

PYj = ( U
( l)

, V
( l )

, W
( l )

) = ( ( U
( l)
j ) , ( V

( l )
j ) , ( W

( l )
j ) ) | j| [ n I E

*
, l = 1, 2,则 E

* 是希尔伯特

空间 1 令 V = ÛU+ EU,那么 系统(37) 在空间 E
* 上等价于下面的关于时间的一阶系统1 

  ÛY + C
*

( Y) = F
*

( Y) , Y(0) = ( U(0) , ÛU(0) + EU(0) , W(0) )
T I E

*
( 38)

其中 Y = ( U, V, W) , F
*

( Y) = (0, M| W |
2
+ f

*
, iWU- ig* )

T
, C

*
( Y) = ( EU- V, A

*
U+

KU+ E( E- A) U + ( A- E) V , iA *
W + BW)

T1 

由于 f
*

, g
* I R

2n+ 1且 A
* 是(2n + 1) @ (2n + 1) 矩阵,那么系统(38) 在 E

* 中适定 1 

又由后面的引理 10可知系统( 38) 的解 Y( t ) 在有限时间内有界,因此 Y( t ) 全局存在,就是说,

对任意 Y(0) I E
*

,存在一个唯一的解 Y( t ) I C( (0, + ] ) , E
*

) H C
1
( (0, + ] ) , E

*
) 并且

解映射 Sn( t ) : Y(0) y Y( t ) = Sn ( t ) Y(0) I E
*
生成了 E

*
上的连续半群 Sn( t ) t \01 

类似于引理 2, 引理 3,引理 4和引理 5, 可得到如下引理1 

引理 9  对任意 Y = ( U, V , W)
T I E

*
,

  Re( C
*

Y, Y) E
* \ R( + U +2

K+ + V +2
) + ( A/ 2) + V +2

+ B+W +21 

引理 10  存在以 O为心, r 0为半径的有界球 O
*

= O
*
E
* ( O, r0) , 使得对每个有界集 B* I

E
*

,存在T ( B* ) \ 0使得 Sn ( t ) B* < O
*

, P t \ T( B* ) , n = 1, 2, ,,其中 r0见引理 4,且与

n 无关 1 半群 Sn ( t ) t \0存在全局吸引子 8n < O
* < E

* 1 
于是容易得到 Sn ( t ) 8n = 8n, P t I R1 

引理 11  对任意初值 Un (0) I O
*

,系统(38) 的解 Un( t ) = ( Un( t ) , Vn( t ) , Wn( t ) ) 的分

量 Wn( t ) 满足

  +Wn( t ) +2 [ +Wn(0) +2e- Bt
+ +g

* +/ B21 

引理 12  如果 f I l
2
, g I L

2
, 那么 P G> 0, 存在 Tn ( G) 和 Jn ( G) 使得系统(38) 的解

Y( t ) = ( Yj ( t ) ) | j| [ n = ( Uj ( t ) , Vj ( t ) , Wj ( t ) ) | j | [ n I 8n, Vj ( t ) = ÛUj ( t ) + EUj ( t ) , 满足

  6
J
n
( G) [ | j | [ n

+ Yj ( t ) +2
= 6

J
n
( G) [ | j | [ n

( ( B
*

U( t) )
2
j + KU2j ( t ) +

    V
2
j ( t ) + | Wj ( t ) |

2
) [ G,   P t \ T n ( G) 1 
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接下来,我们把元 U = ( Uj ) | j | [ n I R
2n+ 1

, W = ( Uj ) | j | [ n I C
2n+ 1都扩充到 l

2
, L

2中的元

并使得 Uj = 0, Wj = 0对 | j | > n(仍然用 U与W 表示它们) 1 

引理 13  假如 f I l
2
, g I L

2 且 Un (0) I 8n, 那么存在 Un (0) 的一个子列 Un
k
( 0) 和

U(0) I 8 使得 Un
k
(0) 在 E 中收敛于 U(0) 1 

证明  令 Un( t ) = Sn ( t ) Un(0) = ( Un( t ) , Vn ( t ) , Wn ( t ) ) I E
*

= R
2n+ 1
K @ R

2n+ 1 @ C
2n+ 1

为系统(38) 式的一个解1 因为对所有 t I R, Un(0) I 8n, Un I 8n I O
*

,因此, P t I R, 成

立

  +Un( t ) +E
* = + Un( t ) +E =

    ( +BUn +2
+ K+ Un +2

+ + Vn +2
+ B+Wn +2

)
1/ 2 [ r 0,

  n = 1, 2, ,1 ( 39)

由( 38)式,则

  +ÛUn( t ) +E [ +C
*

( Un( t ) ) +E + +F
*

( Un( t ) ) +E1 ( 40)

这里

  +C
*

( Un ( t ) ) +2
E [ 24( E2 +BUn +2

+ +BVn +2
+ ( KE2+ K+ E4+ A4) + Un +2

+

    B2 + Wn +2
+ ( K+ A2 + E2) +Vn +2

+ +A
*

Wn +2
+ +A

*
Un +2

)

和 +BUn +2 [ 4+ Un +2
, +BVn +2 [ 4+Vn +2

, +A
*

Un +2 [ 16+ Un +2
, +A

*
Wn +2 [

16+ Wn +2
,因此, 由(38) 式、(39) 式和引理 11,存在 C1( r0) 与 C2( r 0, +g + , +f +) 使得

  
+ C

*
( Un ( t ) ) +2

E [ C1( r 0) ,

+F
*

( Un ( t ) ) +E [ C2( r 0, +g + , +f +) ,   P t I R; n = 1, 2, ,1 
( 41)

所以,由( 40)式和( 41)式,

  +ÛUn( t ) +E [ C3( r 0, +g + , +f +) ,   P t I R, n = 1, 2, ,1 ( 42)

令 Ik( k = 1, 2, ,) 是 R的一个紧区间序列使得 Ik < I k+ 1 和 G kI k = R1 取 s, t I I k , 则有

  +Un( t ) - Un ( s) +E [ C3( r 0, +g + , +f +) | t - s | , ( 43)

这就表明 Un ( t )
]
n= 1在C ( I k , E) 中是等度连续的1 由(39) 式,对于固定的 t , Un( t )

]
n= 1在

E 中一致有界,因此存在 Un( t )
]
n= 1的一个子列(仍然用 Un( t )

]
n= 1 表示) 和 U*t I E 使得

Un( t ) 弱收敛于 U*t I E,当 n y+ ] 时,表示为

  Un( t ) y U*t ,   在 C( I , E) 中收敛,当 n y+ ] 1 ( 44)

类似于引理 6 的证明, 我们可以证明 ( 44)式中的弱收敛是一个强收敛即 P t I Ik ,

Un( t )
]
n= 1在 E中列紧1 由Ascoli定理,存在 Un( t ) 的一个子列 Un

1
( t ) 和 Ut ( t ) I C ( Ik ,

E ) 使得 Un
1
( t ) 在 C ( I k , E) 中收敛于 Ut I C ( I k , E) 1 又由 Ascoli 定理和归纳法, 存在

Un
k
( t ) 的一个子列 Un

k+ 1
( t ) 使得 Un

k+ 1
( t ) 收敛于 Ut I C( Ik+ 1, E )1 用通常的方法取一个

对角线子列,存在 Un ( t ) 的一个子列 Un
k
( t ) 和 U( t ) I C (R, E ) 使得对任意紧集 I < R,

  Un( t ) y U( t ) I C( I , E ) ,   n y+ ] 1 ( 45)

由( 39)式,对 U( t ) = ( U( t ) , V( t ) , W( t ) ) = ( Uj ( t ) , Vj ( t ) , Wj ( t ) ) j I Z I E , V( t ) = ÛU( t) +

EU( t) ,

  +U( t ) + = ( +BU +2
+ K+ U +2

+ +V +2
+ B+ W +2

)
1/ 2 [ C4( r0) 1 ( 46)

现在我们证明 U( t ) I 8 为系统(9) 的半群 S( t ) t \0的全局吸引子 1 我们用 Un( t ) 表示
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Un
k
( t ) ,由(42) 式,可以得到 ÛUn( t ) 在 L

]
(R, E ) 弱 * 收敛于 ÛU( t ) ,当 n y+ ] , 我们把它

简单地表示为

  ÛUn( t ) y ÛU( t ) ,   在 L
]

(R, E) 中弱收敛, n y+ ] 1 ( 47)

令 j I Z和 n \| j | 1 因为 Un( t ) = ( Un, j ( t ) , Vn, j ( t ) , Wn, j ( t ) ) | j | [ n I E
* 是系统( 38)的一

个解,则

&Un, j + AÛUn, j = Un, j- 1- 2Un, j + Un, j+ 1 - KUn, j + M| Wn, j |
2
+ f j ,

iWn, j = - ( Wn, j- 1- 2Wn, j + Wn, j+ 1) - iBWn, j - Wn, jUn, j + gj ,
  t I R1 ( 48)

那么 P ; I C
]
0 ( I ) , 我们有

QI
&Un, j ; ( t )dt + AQI

ÛUn, j ; ( t )dt = QI
( Un, j- 1- 2Un, j +

  Un, j+ 1- KUn, j + M| Wn, j |
2
) ; ( t )dt + QI

f j ; ( t ) dt ,

iQI
ÛWn, j ; ( t )dt = QI

(- Wn, j- 1 + 2Wn, j - Wn, j+ 1- iBWn, j -

  Wn, j Un, j ) ; ( t )dt + QI
gj ; ( t )d t ,

  t I R1 ( 49)

显然有

&Uj + AÛUj = Uj- 1- 2Uj + Uj+ 1- KUj + M| Wj |
2
+ f j ,

iÛWj = - ( Wj- 1 - 2Wj + Wj+ 1) - iBWj - Wj Uj + g j ,
  t I I1 ( 50)

由 I 的任意性, P t I R, (50) 式成立,这就意味着 U( t ) = ( U( t ) , V ( t ) , W( t ) ) 是系统(9) 的

一个解 1 由(46) 式,对 t I R, U( t ) 有界, 于是 U( t ) I 8,所以 Un (0) y U(0) I 8 1 证明完
毕 1 由引理 13,直接有 8 的上半连续性1 

定理 3  如果 f I l
2
, g I L

2
,那么 lim

n y+ ]
dE ( 8n , 8 ) = 0, 其中

  dE( 8n, 8 ) = sup
p I 8

n

inf
q I 8

+p - q +E 1 

注  在具有通常内积与范数的空间 l2 @ l2 @ L2 中,考虑由系统( 6)和系统( 7)确定的映射

  S0 ( t) : ( U0 , U10, W0 )
T y ( U( t) , ÛU( t ) , W ( t) ) T I l 2 @ l2 @ L 21 

因为 S0( t) = R- ES ( t) RE, RE=

1 0 0

E 1 0

0 0 1

是 l2 @ l2 @ L 2上的同构,且 S( t ) t \0有一个全局吸引子 8 I E,

S0 ( t) t \0 I E 的全局吸引子是R- E8 , 这就说明 S 0( t) t \0 在 l2 @ l2 @ L2 有一个全局吸引子,因为 l2 @ l2

@ L2 和 E 有相同的元素并且它们的范数等价1 
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Global Attractor for KGS Lattice System
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Abstract: The longtime behavior of solutions of a coupled lattice dynamical system of Klein-Gordon-

SchrÊ dinger equation( KGS lattice system) was considered. The existence of a global attractor for the

system is proved here by introducing an equivalent norm and using / End Tails0 of solutions. Then the

upper bound of the Kolmogorov D-entropy of the global attractor is estimated by applying element de-

composition and the covering property of a polyhedron by balls of radii D in the finite dimensional

space. Finally, an approximation to the global attractor is presented by the global attractors of finite-

dimensional ordinary differential systems.

Key words: attractor; lattice dynamical system; the covering property; element decomposition approx-

imation
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