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广义集值强非线性混合似变分不等式
的辅助原理和三步迭代算法
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摘要 :  使用辅助原理技巧研究了一类广义集值强非线性混合变分不等式1 证明了此类集值强非

线性混合变分不等式辅助问题解的存在性和唯一性; 构建了一个新的三步迭代算法, 通过辅助原

理技巧,构建并计算此类非线性混合变分不等式的近似解, 进一步证明非线性混合变分不等式解

的存在性以及由算法产生的三个序列的收敛性1 所得结论推广了近年来许多混合变分不等式和

准变分不等式以及他们的有关结果1 
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引   言

变分不等式理论是当前数学方法中非常有效的工具1 近年来, 来自力学、物理、优化和控

制、非线性规划、经济学、金融、建筑、运输、弹性、应用科学等诸多非线性问题使得经典变分不

等式不断被拓展和广义化,参见文献[ 1O10] 1 变分不等式中一类有用且重要的不等式是混合

似变分不等式, 此类不等式在优化理论[ 8O9, 11O12] , 结构分析[ 13]和经济学[ 11, 14]等中有着非常重

要的应用1 对于此类不等式的特殊例子, Parida 和 Sen [ 7] , Yao[ 9]和 Tian[ 8]已经对其进行了研

究,虽然他们的方法并不很有建设性1 因此发展一有效的迭代算法是变分不等式研究中有意

义且非常重要的问题1 已有不少求解变分不等式的数值方法[ 15O20]
, 然而对一些拟变分不等

式,要找到一个有效的算法是很难的1 我们注意到投影法并不能应用到一般混合类的变分不
等式中来1 

最近, Noor
[ 2]
应用辅助原理技巧, 研究了一类广义混合似变分不等式的解的存在性和唯

一性1 但是其存在性的证明是基于辅助问题有解的假设下完成的, 而辅助问题是否有解作者

也并未证明1 在文献[ 21]中, Huang 等人对辅助问题的解的存在性进行了证明,但他们也未对

其解的唯一性进行证明1 
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本文中,我们用辅助原理技巧来研究了下文中的变分不等式问题1 在较弱的假设条件下,

我们证明了辅助问题解的存在性和解的唯一性1 我们知道,三步迭代算法可得到比两步和一

步迭代算法更为精确的数值结果[ 22] 1 由于辅助问题解是唯一的,因此本文进一步对下面的变

分不等式构建三步迭代算法, 并证明其解的唯一性以及迭代序列的收敛性1 这些结果拓展了

诸如Noor
[ 2]
和Huang

[ 21]
等人的结论1 

1  预 备知 识

设H 表示具有范数+# +和内积3#, #4的实Hilbert空间1 CB( H ) 表示H 中非空有界闭子

集的族1 

假设 N , G: H @ H y H 是单值映射, T , A : H yCB(H ) 是集值映射, Noor[ 2]研究了如下广义

集值强非线性混合变分不等式问题:

求 u I H , w I T ( u ) , y I A ( u) 使得下面不等式成立:

  3N ( X, y ) , G( v , u) 4+ b( u, v) - b( u, u ) \ 0,   Pv I H , ( 1)

其中 b (#, #) : H @ H y R 满足下面性质:

( � ) b ( u, v ) 关于 u 是线性的;

( � ) b ( u, v ) 是有界的,也就是说存在一个常数 C> 0满足

  b ( u, v ) [ C+u + +v + ,   Pu, v I H ;

( � ) b ( u, v ) - b ( u, w ) [ b( u , v - w ) ,   P u, v , w I H ;

( � ) b ( u, v ) 关于 v 是凸的1 
这里 T、A 是带紧值的集值映射1 

例 1. 1  假设 f : H y R 是一线性有界函数, h: H y R 是有界函数, 若 b ( u, v) =

f ( u ) h( v) , P u, v I H ,则 b 满足条件( � ) ~ ( � ) 1 

一些特例

( Ñ) 若 G( v , u) = g( v ) - g ( u) ,其中 g: H y H , 那么问题( 1)等价于下列广义集值强非

线性混合隐变分不等式问题:

求 u I H , w I T ( u ) , y I A ( u) 使得

  3N ( w , y ) , g( v) - g ( u) 4+ b ( u - v) - b ( u, u) \ 0,   Pv I H ; ( 2)

( Ò) 若 G( v , u) = v- u, 则问题( 1)等价于下列广义集值强非线性混合变分不等式问题:

求 u I H , w I T ( u ) , y I A ( u) 使得

  3N ( w , y ) , v - u4+ b( u, v) - b( u, u) \ 0,   Pv I H ; ( 3)

( Ó) 若 G( v , u) = g( v) - g ( u) ,其中 g : H y H ,且 b( u, v) = f ( v ) , Pu , v I H , f 是H

上的函数,那么问题( 1)等价于下列广义集值强非线性隐变分不等式问题[ 23] :

求 u I H , w I T ( u ) , y I A ( u) 使得

  3N ( w , y ) , g( v) - g ( u) 4+ f ( u ) - f ( v ) \ 0,   Pv I H ; ( 4)

( Ô) 若 b ( u, v ) = 0, 则问题( 1)等价于下列广义似变分不等式问题[ 4] :

求 u I H , w I T ( u ) , y I A ( u) , 使得

  3N ( w , y ) , G( v, u) 4 \ 0,   Pv I H 1 ( 5)

P. D. Panagiotopoulos等人的研究表明[ 5] ,在结构分析中产生的非凸非单调多值问题可由转

化为问题( 5)来获得解决1 Parida和 Sen [ 7]、Tian [ 8]、Yao[ 9, 24]和 Cubiotti[ 1]等人表明在优化和经济
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学中产生的许多问题都可经由转化为问题( 5)来获得解决1 
定义 1. 1  V : H y CB(H ) 是一集值映射

( � ) 称 V 是H OLipschitz连续的,若存在常数 C> 0使得

  ( V ( u) , V( v) ) [ C+ u - v +,   Pu, v I H ,

其中(#, #)表示 CB(H ) 中的Hausdorff度量;

( � ) 称 V 是N强单调的,若存在常数 N> 0, 使得

  3w 1 - w 2, u1 - u24 \ N+u1 - u2+2
,

Pu1, u2 I H , Pw1 I V( u1) , Pw 2 I V ( u2) 1 

定义 1. 2  设N : H @ H y H 是一非线性映射, T : H y CB( H ) 是一集值映射,

( � ) 称N 是在第一自变量关于T 是强单调的,若存在一常数 A> 0使得满足下列不等式:

  3N ( u, #) - N ( v, #) , x - y4 \ A+x - y +2
,

  Px , y I H , u I T ( x ) , v I T ( y ) ;

( � ) 称 N 是在第一自变量上是 Lipschitz连续的, 若存在一常数 B> 0使得满足下列不等

式:

  +N ( u, #) - N( v, #) + [ B+ u - v +,   P u, v I H 1 
定义 1. 3  映射 G: H @ H y H 是 Lipschitz连续的, 若存在常数 D> 0使得

  + G( u , v ) + [ D+v - u +,   Pu, v I H 1 
为了获得我们的结果,需要以下假设:

假设 1. 1  映射 G: H @ H y H 满足下列条件:

1) G( v, u) = - G( u, v) , Pu, v I H ;

2) G( y , x ) - G( w , x ) \ G( y , w ) , Py , w , x I H 1 
例 1. 2  设 g, h: H y H 是 Lipschitz连续的映射, 若

  G( u, v) = g( u) - g ( v ) + h( u) - h ( v ) ,   Pu , v I H 1 
很明显 G满足定义 1. 3的条件及假设 1. 11 

2  辅助问题及算法

为了解决问题( 1) ,我们首先考虑如下辅助变分不等式问题:

对任意给定的 u I H , w I T ( u) , y I A ( u) ,求 z I H , 使得

  3z , v - z 4 \ 3u, v - z4- Q3N( w , y ) , G( v, z ) 4+ Qb ( u, z ) - Qb ( u, v ) ,

  Pv I H , ( 6)

其中 Q> 0是一常数1 
定理 2. 1  设 G: H @ H y H 是Lipschitz连续的具有常数 D> 0,假设函数 b( #, #) 满足条

件( � ) ~ ( � ) 1 若假设 1. 1成立,则对任意给定的 u I H , w I T ( u) , y I A ( u) ,函数 J : H

y R :

  
J ( p ) =

1
2

3p , p4+ j ( p ) ,

j ( p ) = Q3N ( w, y ) , G( p , u) 4+ Qb ( u, p ) - 3u, p 4
( 7)

在H 上有唯一最小点z ,且 z 是H上J 的唯一极小点当且仅当( z , w , y ) 是辅助变分不等式问题

( 6)的唯一解1 
证明  因为 G是Lipschitz连续的且函数 b ( #, #) 满足条件( � ) ~ ( � ) ,所以 p y 3N( w ,
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y ) , G( p , u) 4是连续的且 p y b ( x , p ) 在H 上是常态凸且下半连续的,容易得出 j ( p ) 是在 H

上是严格凸且下半连续的 1 因此存在 h I H , r I R , C( p ) = 3h, p 4+ r , 使得

J ( p ) =
1
2

3p , p 4+ j ( p ) \ 1
2

| p |
2

+ 3h, p 4+ r =
1
2

| p + h |
2

-
1
2

| h
2

| + r ,

因此

  J ( p ) y ] ,   当 p y ] 1 ( 8)

设 p n < H 是 J 上的一极小序列, lim
n y ]

J ( pn ) = d 且d = inf
p I H

J ( p )1 显然 p n < H 是有

界的 1 否则,则存在 p n 的一子序列 p n
k 使得 | p n

k
| \ k , k = 1, 2, ,1 由式(8) , J pn

k y

] ,然而这和l im
n y ]

J ( pn ) = d < ] 矛盾 1 所以存在常数 r > 0使得 p n < H H B( H, r ) =

p I H : p [ r 1 由此我们知,存在 z I H ,使得 J ( z ) = min
p I H

J ( p )1 由 J 的严格凸性, z 是J

在H 上的唯一最小值点1 
下面我们证明 z 也是辅助问题(6) 的一个解 1 对任意的 p I H , t I [ 0, 1] ,

  J ( z ) =
1
2

3z , z4+ j ( z ) [ J ( z + t ( p - z ) ) =

    1
2

3z + t ( p - z ) , z + t ( p - z ) 4+ j ( z + t ( p - z ) ) [

    1
2

3z , z4+
t
2

2
3p - z , p - z4+ t3z , p - z 4+ j ( z ) + t ( j ( p ) - j ( z ) ) ,

  t
2

3p - z , p - z4+ 3z , p - z4+ j ( p ) - j ( z ) \ 01 

让 t y 0,

  

3z , p - z4 \3u, p - z 4+ Q( b ( u, z ) - b( u, p ) ) -

  Q3N( w , y ) , G( p , u) 4- 3N ( w , y ) , G( z , u )4,

3z , p - z4 \3u, p - z 4+ Q( b ( u, z ) - b( u, p ) ) -

  Q3N( w , y ) , G( p , z )41 

( 9)

这说明 z 是辅助不等式问题(6)的解1 反过来,假设 z 是辅助变分不等式( 6)的一个解,由

式( 9) , 我们有

  1
2 [3p , p 4- 3z , z 4] =

1
2 [ 3z + p - z , z + p - z 4- 3z , z4] =

    3z , p - z 4+
1
23p - z , p - z4 \3z , p - z4 \

    3u , p 4- 3u, z 4- Q3N ( w , y ) , G( p , u) 4+ Q( b( u , z ) - b( u, p ) ) \
    3u , p 4- 3u, z 4- Q3N ( w , y ) , G( p , z ) 4+ Q3N ( w , y ) , G( z , u)4+

    Q( b( u , z ) - b( u, p ) ) ,   Pp I H 1 

因此, Pp I H , J ( p ) \ J ( z ) , J ( z ) = min
p I H

J ( p )1 证毕1 

下面我们构建新的三步算法, 可得到更为精确的数值解1 

算法 2. 1  对任一给定的 u0 I H ,由下列步骤计算近似解 un+ 1:

  

�w n I T ( an) , +�w n - �w n+ 1 + [ (1+ 1/ ( n + 1) ) H ( T ( an) - T ( an+ 1) ) ,

�y n I A ( an ) , +�y n - �y n+ 1 + [ (1+ 1/ ( n + 1) )H ( A ( an) - A ( an+ 1) ) ,

3un+ 1, v - un+ 14 \3an , v - un+ 14- Q3N( �w n, �y n ) , G( v , un+ 1) 4+

  Qb( an, un+ 1) - Qb ( an, v ) ;

( 10)
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�w n I T ( bn ) , +�wn - �wn+ 1 + [ (1 + 1/ ( n + 1) ) H ( T ( bn ) - T ( bn+ 1) ) ,

�y n I A ( bn) , +�y n - �yn+ 1 + [ (1 + 1/ ( n + 1) ) H ( A ( bn ) - A ( bn+ 1) ) ,

3an, v - an4 \3bn, v - an4- B3N (�wn , �y n) , G( v, an) 4+

  Bb( bn , an) - Bb ( bn, v) ;

( 11)

  

w n I T ( un) , +wn - wn+ 1 + [ (1+ 1/ ( n + 1) ) H ( T ( un) - T ( un+ 1) ) ,

yn I A ( un ) , +y n - y n+ 1 + [ (1+ 1/ ( n + 1) )H ( A ( un) - A ( un+ 1) ) ,

3bn , v - bn4 \3un , v - bn4- L3N ( wn , y n) , G( v, bn )4+

  Lb( un, bn ) - Lb( un , v ) ;

( 12)

Pv I H , n = 0, 1, 2, ,,其中 Q, B, L > 0是常数1 

注 2. 1 由算法 2. 1, 我们可得到问题( 2)至( 5)的一些算法1 

3  存在性和收敛性定理

定理 3. 1  让N : H @ H y H 是关于B, N( > 0) 在第一、第二自变量上是Lipschitz连续的,

A , T : H y CB( H ) 是关于 L, C( > 0)Lipschitz连续的,设N是在第一自变量关于T 是强单调的,

其中 A> 0且 G: H @ H y H 是强单调的(具有常数 R> 0) 和Lipschitz连续的(具有常数 D>

0) 1 假设函数 b (#, #) 满足条件( � ) ~ ( � )1 若假设 1. 1成立,则存在 u I H , w I T ( u) ,

y I A ( u) 满足变分不等式(1) , un y u , wn y w , yn y y ( n y ] ) ,其中 un 、wn 、 y n 由算

法2. 1定义1 
证明  由式( 10) ,我们有

  3un, v - un4 \3an- 1, v - un4- Q3N( �w n- 1, �y n- 1) , G( v , un )4+

    Qb( an- 1, un ) - Qb ( an- 1, v) , ( 13)

  3un+ 1, v - un+ 14 \ 3an, v - un+ 14- Q3N ( �w n, �y n) , G( v , un+ 1)4+

    Qb( an, un+ 1) - Qb ( an , v )1 ( 14)

让式( 13)中 v = un+ 1和式(14) 中 v = un 我们可得

  3un, un+ 1 - un4 \3an- 1, un+ 1 - un4- Q3N ( �wn- 1, �y n- 1) , G( un+ 1, un) 4+

    Qb( an- 1, un ) - Qb ( an- 1, un+ 1) , ( 15)

  3un+ 1, un - un+ 14 \ 3an, un - un+ 14- Q3N ( �wn , �y n) , G( un, un+ 1) 4+

    Qb( an, un+ 1) - Qb ( an , un )1 ( 16)

式( 15)和( 16)相加,得到

3un+ 1 - un , un - un+ 14 \ 3an - an- 1, un - un+ 14- Q3N ( �w n, �y n) -

  N ( �w n- 1, �yn- 1) , G( un, un+ 1) 4+ Qb ( an - an- 1, un+ 1) - Qb( an- 1 - an, un)

即

3un - un+ 1, un - un+ 14 [ 3an- 1 - an , un - un+ 14-

  Q3N (�wn- 1, �y n- 1) - N( �w n, �yn ) , G( un, un+ 1) 4+

  Qb( an - an- 1, un) - Qb ( an - an- 1, un+ 1) [

  3an- 1 - an , un - un+ 14- Q3N ( �w n- 1, �y n- 1) - N ( �wn , �y n- 1) , G( un , un+ 1) 4+

  Q3N (�wn , �y n) - N ( �wn , �y n- 1) , G( un , un+ 1)4+ Qb( an - an- 1, un - un+ 1) [

  3an- 1 - an - Q N ( �wn- 1, �y n- 1) - N (�wn , �y n- 1) , un - un+ 14+
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  Q3N (�wn- 1, �y n- 1) - N( �w n, �yn- 1) , un - un+ 1 - G( un, un+ 1) 4+

  Q3N (�wn , �y n) - N ( �wn , �y n- 1) , G( un , un+ 1)4+ Qb( an - an- 1, un - un+ 1) 1 

因此

+un - un+ 1 +2 [ +an- 1 - an - Q N ( �w n- 1, �y n- 1) - N ( �wn , �y n- 1) + + un - un+ 1 + +

  Q+N ( �wn- 1, �y n- 1) - N ( �wn , �y n- 1) + +un - un+ 1 - G( un, un+ 1) ++

  Q+N ( �wn , �y n) - N ( �w n, �y n- 1) + + G( un, un+ 1) ++ QC+an - an- 1 + +un - un+ 1+1 

由N 关于T 的强单调及Lipschitz连续性我们可得

  +an- 1 - an - Q N (�wn- 1, �y n- 1) - N( �w n, �yn- 1) +2
=

    + an- 1 - an +2
- 2Q3N ( �wn- 1, �y n- 1) - N (�wn , �y n- 1) , an+ 1 - an4+

    Q2 +N( �w n- 1, �y n- 1) - N ( �w n, �y n- 1) +2 [

    ( 1- 2QA+ Q2B2 C2(1+ 1/ n)
2
) + an- 1 - an +21 

和

  +N ( �w n- 1, �yn- 1) - N ( �w n, �y n- 1) + [

    B+�w n- 1 - �w n + [ BC(1+ 1/ n) +an - an- 1 +1 

因为 G(#, #) 是强单调且 Lipschitz连续的,因此可得

  +un - un+ 1 - G( un, un+ 1) +2
=

    + un - un+ 1 +2
- 23un - un+ 1, G( un , un+ 1)4+ + G( un, un+ 1) +2 [

    ( 1- 2R+ R2) +un - un+ 1 +2
,

  + G( un, un+ 1) + [ D+ un - un+ 1 +1 
由N 的Lipschitz连续性及 A 的HOLipschitz连续性,我们得到

+N (�wn , �y n) - N ( �wn , �y n- 1) + [ N+�y n- 1 - �y n + [ NL(1+ 1/ n) + an- 1 - an +1 

由上可得

  +un - un+ 1+ [ Hn + an- 1 - an +, ( 17)

其中

  Hn = 1 - 2QA+ Q2B2C2(1+ 1/ n)
2

+ QBC(1 + 1/ n) 1- 2R+ D2 +

    QNLD(1 + 1/ n ) + QC1 

让  H= 1 - 2QA+ Q2B2 C2 + QBC 1- 2R+ D2 + QNBD+ QC,

很明显,

  Hn y H= g( Q) + Qk, ( 18)

其中   g( Q) = 1 - 2QA+ Q2B2C21 

下面我们证明 H< 11 很明显g ( Q)的极小值为 g(�Q) = 1- ( A/ BC)
2

,当�Q= A/ B2C21 
对于 Q= �Q, g ( Q) + Qk < 1暗含着 Qk < 11 因此对所有 Q满足下面条件时我们得出H< 1:

  0 < Q<
2( A- k)
B2C2 - k

2,   Qk < 1,且 k < A1 

用相同的方法, 我们可以得到

  +an- 1 - an + [ �Hn + bn- 1 - bn +,   �Hn < 1,

  + bn- 1 - bn + [ �Hn +un- 1 - un +,   �Hn < 11 
可推出
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  +un+ 1 - un + [ Hn#�Hn#�Hn + un - un- 1 + [ Hn +un - un- 1 + ,   Hn y H1 

因为 H< 1,由式(17)、(18) 可知 un 是H 中的Cauchy序列 1 设 un y u ,当 n y ] 1 由

式(11)、(12) 及 T 的HOLipschitz连续性,我们可得 wn 和 yn 是H 中的 Cauchy序列 1 让wn

y w , y n y y , 当 n y ] 1 因为 T ( u ) I CB( H ) , A ( u) I CB( H ) , 我们有 w I T ( u) , y I

A ( u) 1 因此
  3u, v - u4 \ 3u , v - u4- Q3N( w , y ) , G( v, u )4+ Qb( u, u ) - Qb ( u, v) ,

  Pv I H ,

即

  3N ( w , y ) , G( v, u) 4+ b( u , v ) - b( u , u) \ 0,   Pv I H 1 证毕1 

注 3. 1 由定理 3. 1, 我们可分别获得问题( 2)至( 5)的存在定理和收敛定理1 

注 3. 2 1) 在定理 3. 1 中( Huang[ 21] ) , 作者考虑了解的存在性,但唯一性并未证明1 

2) 定理 3. 1改进了 Huang[ 21]的定理 3. 11 
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Auxiliary Principle and ThreeOStep Iterative Algorithms for

Generalized SetOValued Strongly Nonlinear Mixed
VariationalOLike Inequalities

XU HaiOli,  GUO XingOming
( Shangha i In stitut e of Applied Mathem atics and Mechanics ,

Shanghai Univ er sity , Shan gha i 200072, P . R . China )

Abstract: The auxiliary principle technique to study a class of generalized setOvalued strongly nonlin-

ear mixed variationalOlike inequalities is extended. The existence and uniqueness of the solution of the

auxiliary problem for the generalized setOvalued strongly nonlinear mixed variationalOlike inequalities

was proved. A novel and innovative threeOstep iterative algorithm to compute approximate solution was

constructed. And the existence of the solution of the generalized setOvalued strongly nonlinear mixed

variationalOlike inequality was showed by using the auxiliary principle technique. The convergence of

threeOstep iterative sequences generated by the algorithm was also proved.

Key words: mixed variationalOlike inequality; threeOstep iterative algorithm; setOvalued mapping;

auxiliary principle technique
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