
文章编号: 1000O0887(2007) 06O0735O06 n 应用数学和力学编委会, ISSN 1000O0887

关于 Boussinesq方程 Barenblatt

幂级数解的注记
X

宋志尧
1, 2, 4

,  李  凌2, 3

,  D#拉肯同3

( 1. 河海大学 海洋学院 水文水资源与水利工程科学国家重点实验室, 南京 210098;

2.河海大学 水生态模拟中心, 南京 210098;

3.昆士兰大学 工程学院, Qld 4072, 澳大利亚;

4.南京师范大学 虚拟地理环境教育部重点实验室,南京 210097)

(何友声推荐)

摘要:  通过幂级数展开的方法推求得出了 Barenblatt幂级数解的各项系数之间的递推公式(对半

无限长多孔介质中地下水流动的 Boussinesq 方程的自相似解, 在边界水头随时间幂函数变化的条

件下, Barenblatt( 1952)得到了一个幂级数解, 但他仅仅列出了其前 3 项的系数, 既没有给出整个幂

级数解所有系数的递推关系式,也没有证明该幂级数解的收敛性1 ) ,并对该级数的收敛性进行了

证明, 同时对解的实际应用作了讨论1 这些研究结论易于理解, 方便工程技术人员应用于流域水

文学和基流研究及解决农业排水等实际问题1 
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引   言

在Dupuit水平流假说条件下,模拟非承压含水层中的地下水运动时,非线性 Boussinesq方

程经常被应用于地下水水位的确定1 流域水文学和基流的研究及解决农业排水问题, 需要求

得 Boussinesq方程的解1 
这些问题常常涉及到复杂的几何性质和水文地质特征,其解通常由数值方法求解控制方

程得到1 另一方面, 解析解不仅可以用来帮助理解这些问题的基本规律和特征,而且更多地可

作为验证数值解精度的范例1 
对于初始条件为干的、非承压含水层中的一维水流而言,经典的 Boussinesq方程写为

  Hs
5h
5t = K s

5
5x h

5 h
5x ,   当 x > 0, t > 0, ( 1)

式中 Hs 为孔隙率, K s 为饱和土水力传导系数, h 为水平不透水层以上的地下水位(即水头) , t

为时间, x 为距离(见图 1) 1 
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图 1  物理问题示意图[ 1]

对本文讨论的问题,入口 ( x = 0) 处的边界条件为

  h(0, t ) = h0( t ) = RtA,   t > 0, ( 2)

其中 A是常系数,物理上的取值范围为- 1/ 3 < A< ] ; R

> 0是入口水头随时间幂函数的变化率 1 特别地, 当 A=

0时, R表明边界及沿程水头保持常量1 
另一边界条件为

  h( x y ] , t ) = 0,   t > 01 ( 3)

初始条件为

  h( x , 0) = 0,   x > 01 ( 4)

对于 A> 0(即边界水头变化随时间而增长) ,其解有直接的物理意义;除了当 A= - 1/ 3时

对应因重力作用使水流进入多孔介质后引起的地下水锥的下降速率(也就是在 x = 0处渗入

的有限水量被重新分配) 外, A< 0的物理涵义尚不清楚1 当 A的值小于- 1/ 3时,其解不是单

调的,所以限于目前的知识水平,这些解在物理上是不可接受的[ 1] 1 

为了得到 Boussinesq方程( 1)在给定条件( 2)下的精确解,基于无因次函数( H 称为尺度函

数) 和变量( N) 可进行一个相似变换:

  h = RtAH ( N) 和 N= x
2Hs( A+ 1)

RK s t
A+ 1 1 ( 5)

变换后方程( 1)简化为一个关于未知函数 H ( N) 的常微分方程

  d2
H

2

dN2
+

N
2

dH
dN

- KH = 0, ( 6)

式中 K= A/ (1 + A) , 其变化范围是- 1/ 2和 11 相应的边界条件为
  H (0) = 1, ( 7)

  H ( N y ] ) = 01 ( 8)

从 Boussinesq方程的非线性特性知水位是以有限速度传播的,所以存在明确的浸润锋面,

其前锋位置通过 N0 来表示,这样条件( 8)式就可以被变换为

  H ( N0) = 01 ( 9)

对于边界条件( 7)和 ( 9) 下 Boussinesq 方程( 6)的自相似解析解的问题, 1952 年 Baren-

blatt [ 2O3]得到了一个幂级数解,但他并没有给出其系数间的递推关系式,他的研究工作也没有

给出该级数解收敛性的证明1 因此学者们[ 1, 4O6]
仍努力寻求近似的解析解以便实际应用1 本

文通过幂级数展开的方法来推求该幂级数解各系数间的递推公式, 并证明了该级数解的收敛

性1 这些结果易于理解并便于被工程技术人员实际应用1 

1  递 推公 式

既然边界条件( 7)和( 9)下的方程( 6)是一个二阶非线性常微分方程, 那么依 Barenblatt
[ 2O3]

的思路,就可以通过幂级数展开的方法去求解这个方程1 为此, 我们以无限幂级数的形式构造

了一个关于 (1- N/ N0) 的一般级数解, 即

  H ( N) = 6
]

n= 0
an 1 -

N
N0

n

1 ( 10)

依边界条件( 7)和( 9)有
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  6
]

n= 0

an = 1, ( 11)

  a0 = 01 ( 12)

将( 10)式代入( 6)式后,对每一个 an( n = 0, 1, 2, ,) , 可以得到下列关系:

  ( n + 1) ( n + 2)

N20
6
n+ 2

k= 0
akan+ 2- k -

n + 1
2

an+ 1+
n
2
- K an = 01 ( 13)

当 n = 0时, 由( 12)式可知

  4a2
1/ N

2
0 - a1 = 01 ( 14)

( 14)式有两个根,其中 a1 = 0没有物理意义,因而只有

  a1 = N
2
0/ 41 ( 15)

由此,我们可以把( 13)式改写为一个显式递推公式来计算 an ( n > 1) ,

  an = -
2( n + 1)

nN20 6
n- 1

k= 2
akan+ 1- k +

(2K+ 1 - n)

n
2 an- 11 ( 16)

为便于应用,我们将 a2至 a9 分列如下:

  a2 = (2K- 1) N20/ 16, ( 17)

  a3 = - (4K
2
- 1) N

2
0/ 288, ( 18)

  a4 = (4K- 1) (4K2- 1) N20/ 2 304, ( 19)

  a5 = - (352K2- 162K+ 11) (4K2- 1) N20/ 345 600, ( 20)

  a6 = (2 696K
3
- 1 788K

2
+ 250K+ 9) (4K

2
- 1) N

2
0/ 4 147 200, ( 21)

  a7 = - (533 024K4- 461 424K3+ 101 276K2+ 2 676K-

    1 573) (4K2- 1) N20/ 1 219 276 800, ( 22)

  a8 = (41 609 792K
5
- 44 482 144K

4
+ 101 276K

3
- 114 100K

2
- 432 712K+

    34 139) ( 4K2- 1) N20/ 136 559 001 600, ( 23)

  a9 = - (24 116 469 888K6- 30 710 277 696K5+ 12 156 118 464K4-

    6 890 904 264K
3
- 534 362 892K

2
+ 92 021 622K-

    2 533 923) (4K2- 1) N20/ 110 612 791 296 0001 ( 24)

最后,浸润锋面线的位置 N0可由下式确定:

  N0 = 6
]

n= 0
a

*
n

- 1/ 2
, ( 25)

式中

  a
*
n = an/ N

2
01 ( 26)

2  收敛性证明

本节我们通过证明系数 a
*
n ( n > 2) 在- 1/ 2 [ K[ 1内,满足不等式( 27)来证明此级数解

( 10)的收敛性1 

  | a
*
n | [ 1

10n21 ( 27)

首先,当 n = 3时,由( 18)和( 26)式,下述不等式成立:

  | a
*
3 | = | 4K

2
- 1 | / 288 < 1/ 96 < 1/ 901 

其次,假设( 27)式当 n = m - 1时成立,我们只要证明(27) 式当 n = m 也成立即可1 
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为此, ( 16)式可改写为

  a
*
n = -

2( n + 1)
n 6

n- 2

k= 3
a

*
k a

*
n+ 1- k +

(1 - 2K) ( n2
+ n - 4) - 4( n - 2)

4n
2 a

*
n- 11 ( 28)

这样

  | a
*
m | [ 2(m + 1)

m 6
m- 2

k= 3

| a
*
k | | a

*
m+ 1- k | +

    | 1 - 2K| ( m
2
+ m- 4) - 4( m - 2)

4m2 | a
*
m- 1 | [

    m + 1
50m 6

m- 2

k= 3

1

k
2
( m + 1- k )

2 +
m

2
+ 3m - 8

2m2
1

10( m - 1) 2 [

    m + 1
50m 6

m- 2

k= 3

1

k
2 +

1

( m + 1 - k )
2

1

( m + 1- k )
2
+ k

2 +

    m
2
+ 3m- 8

2( m - 1) 2
1

10m
2 [

    
16m( m - 4)

25(2m - 3) ( m + 1)
+

m
2
+ 3m - 8

2( m - 1) 2
1

10m2 1 ( 29)

在不等式( 29)中,我们应用了以下 2个不等式:

  ( m + 1 - k )
2
+ k

2 \ 0. 5( m + 1) 2
, ( 30)

  6
m- 2

k= 3

1

k
2 [ 6

m- 2

k= 3

1
( k + 0. 5) ( k - 0. 5)

= 6
m- 2

k= 3

1
k - 0. 5

-
1

k + 0. 5
=

    2
5
-

2
2m - 3

, ( 31)

其中不等式( 31)同样适用于 6
m- 2

k= 3

1
( m + 1- k )

21 

由( 29)式,我们可以看到,当 m \ 8时,显然有

  | a
*
m | [ 1

10m21 ( 32)

当 3 < m < 8时,我们可以通过计算每一个 a
*
m 来证明(32) 式仍成立 1 因此,当 n > 2时,不

等式(27) 成立, 由此幂级数解(10) 在- 1/ 2 [ K [ 1内的收敛性得到证明1 

3  应   用

3. 1  特例

作为特例, 已有几个解析解存在1 当 K= ? 1/ 2时, Barenblatt等人[ 2O3]得到了如下两个精

确解

  H ( N) = 1- N/ 2,   0 [ N [ 2, K= 1/ 2, ( 33)

  H ( N) = 1- N2/ 8,   0 [ N [ 2 2, K= - 1/ 21 ( 34)

显然, K= ? 1/ 2时由通解( 10)可分别推得上述两个解( 33)和( 34) 1 

3. 2  平方近似

在通解( 10)中取前两项,结合( 15)、( 17)和( 25)式得到 N0, 即

  N0 U 4/ 2K+ 31 ( 35)

这样得到的平方近似解为
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  H q( N) =
N
2
0

4
1-

N
N0

+
N
2
0(2K- 1)

16
1 -

N
N0

2

1 ( 36)

由( 35)式将 K= 8/ N20- 1. 5代入( 36)式,可以得到Lockington等人[ 1]的解1 

3. 3  立方近似
同样在通解( 10)中取前 3项,我们可以得到关于 N0和H c( N) 的表达式

  N0 U 12 2/ 55+ 36K- 4K2, ( 37)

  H c( N) =
N
2
0

4
1-

N
N0

+
N
2
0(2K- 1)

16
1 -

N
N0

2

-
N
2
0(4K

2
- 1)

288
1 -

N
N0

3

1 ( 38)

这个立方近似解比文献[ 6]得到的要简单些, 因为他们的解需要求解一元四次方程去确

定锋面线的位置 N01 
3. 4  高阶近似

依次可以方便地得到四阶、五阶以上的近似解1 以六阶近似解为例,对 N0 有

N0 U 1 440 2

1 036 800 + 259 200(2K- 1) + (2 696K3- 6 012K2+ 9 394K- 16 323) (4K2- 1)
1 

( 39)

一般地,在实际应用时,根据近似阶数及精度需要,我们可以应用( 16)式计算各项的系数,

然后再通过( 25)式确定 N01 
通过本文各阶近似解和已有近似解、数值解的比较,我们发现应用前 9项近似, 其结果与

数值解(精确解)一致, 而数值解需通过标准的四阶到五阶 RungeOKuttaOFehlberg 方法和自适应
步长控制技术得到[ 6] 1 

比较研究表明,当表示为无穷级数时,本文解( 10)就是方程( 6)的精确解,而有限近似时,

本文解的精度比以前同阶近似解要高1 

4  结   论

基于幂级数展开的方法, 为描述在水头边界条件随时间幂函数变化, 初始条件为干的、非

承压含水层中的地下水流动,我们给出了 Boussinesq方程 Barenblatt幂级数解的系数递推公式,

并且证明了级数解的收敛性1 
获得了显式不同的有限近似解,根据精度要求方便实际应用1 本文解析解有助于我们理

解地下水运动的特性,如锋面线的运动等;另一方面, 研究成果也容易理解而且便于工程技术

人员应用到流域水文学和基流的研究及农业排水问题的解决1 
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Abstract: A selfOsimilar analytical solution of the Boussinesq equation of groundwater flow in a semi

Oinfinite porous medium when the hydraulic head at the boundary behaves like a power of time was

presented(Barenblatt(1952) obtained a power series solution, but he listed only the first three coeff-i

cients and did not give the recurrent formula among the coefficients. A formal proof of convergence of

the series did not appear). The recurrent formula for the coefficients was obtained using the method of

power series expansion, and the convergence of the series was proven. The results can be easily un-

derstood and used by engineers in catchment hydrology and baseflow studies as well as agricultural

drainage problems.

Key words: power series expansion; similarity solution; recurrent formula; convergence
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