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摘要 :  建立了中立型随机微分时滞方程的 LaSalle不变原理, 然后应用 LaSalle 不变原理讨论了不

确定中立型随机时滞系统的随机渐近稳定和几乎必然指数稳定的代数判据, 同时给出示例说明结

果的有效性1 
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引   言

中立型微分系统应用十分广泛1 例如,在研究两个或多个相互间具有部分连接的简单振

荡系统[ 1] ,以及在对带有一个弹性棒物体的振动过程进行物理建模时[ 1] ,都会得到中立型微分

系统1 这些系统常常受到时滞和不确定随机因素的干扰导致系统的不稳定1 在科学和工程上
随机系统的重要性越来越为人们所重视,因而最近对不确定随机系统的鲁棒稳定性理论的研

究已被人们所关注(见文献[ 2O3] ) ,特别是应用 Liapunov 函数的方法研究随机微分方程的随机

稳定性后, 许多研究人员给出了判定各种随机系统的稳定性的代数判据, 例如文献[ 4O8]等1 
毛在文献[ 9O10]中给出了随机时滞微分方程的 LaSalle 不变原理, 由此导出了一系列随机稳定

性的判据1 然而,据我们所知,不确定中立型线性随机时滞系统的渐近稳定性的代数判据的文

献却很少见到1 本文的目的是将随机时滞微分方程的 LaSalle不变原理推广到中立型随机时

滞系统的 LaSalle不变原理, 并应用此原理给出不确定中立型线性随机时滞系统渐近稳定性的

代数判据,最后举一例加以说明1 

本文采用以下记号:记 ( 8, F , F t t\0, P ) 为一个带有自然流 F t t\0 的完备概率空间,

w( t ) = ( w1( t ) , w2( t ) , ,, w m( t ) )
T
是定义于该空间上的 m 维标准Brown运动1 +# +为定

义于 R
n 上的Euclid范数 1 设 S> 0, C ( [- S, 0] ; Rn) 记为[- S, 0] 上的连续函数族 1 L 1

( R+ ;
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R+ ) := G: R+ y R+ Q
]

0
G( t )dt < ] 表示正的可积函数族 1 C

b
F
0
( [- S, 0] ; Rn) 表示F0可测

的有界的 C( [- S, 0] ; R
n
) O值随机变量 N族且有 N= N( H) : - S [ H [ 0 1 A

T
表示 A的

转置 1 若 A是矩阵, +A +表示其范数, +A + = trace( A
T
A) , Kmin( A) 和 Kmax( A) 分别记

为 A的所有特征值中绝对值最小和最大的1 
考虑如下中立型随机系统:

  d( x ( t ) - G( x( t - S) ) ) =

    f ( t , x( t ) , x ( t - S) ) dt + g ( t , x( t ) , x ( t - S) ) dw( t ) ,   t \ 01 ( 1)

初始条件

  x( H) : - S [ H [ 0 = N I C
b
F
0
( [- S, 0] ; Rn ) ,

S> 0是时滞, G: R
n y R

n
, f : R+ @ R

n @ Rn y R
n
, g: R+ @ R

n @ R
n y R

n@ m1 若 f、g 和G 满足

下列基本假设:

(H1) f 和g 满足局部 Lipschitz条件及线性增长条件;

(H2) 存在 k I (0, 1) 使得 | G( x) - G( y ) | [ k | x- y | ,对任意 x, y I R
n成立,且 G(0)

= 01 
由文献[ 6]知,满足假设 H1OH2的系统( 1)在 t \- S上存在由x ( t ; N) 确定的全局唯一连

续解1 

令 C
1, 2
(R+ @ R

n
; R+ ) 表示对 t一次连续可微对 x 二次连续可微的非负函数 V( t , x) 的全体1 

对任意 V( t , x) I C
1, 2
(R+ @ R

n
; R+ ) , 定义

  LV( t , x, y ) = Vt ( t , x - G( y ) ) + Vx( t , x - G( y ) ) f ( t , x , y ) +

    1
2
trace[ g

T
( t , x, y ) Vxx ( t , x - G( y ) ) g( t , x, y ) ] ,

其中

  Vt ( t , x) =
5 V( t , x )

5 t , Vx( t , x) =
5 V( t , x)

5x 1
,
5 V( t , x)

5x 2
, ,, 5 V( t , x)5x n ,

  Vxx ( t , x) =
52V( t , x)
5xi5xj n@ n

1 

本文主要考虑如下不确定中立型线性随机时滞系统

  d( x ( t ) - ( F + $F) x( t - S) ) = [ ( A + $A) x ( t ) + ( B + $B) x( t - S) ] dt +

    ( ( C + $C) x( t ) + ( D+ $D ) x( t - S) )dw( t ) , ( 2)

A , B, C, D, F I R
n@ n

, 不确定矩阵 $A , $B, $C , $D, $F I R
n@ n1 

我们对不确定系统( 2)有如下假定:

(H3) 存在非负阵 Am , Bm , Cm , Dm , Fm I R
n@ n 满足

  $A I [- Am , Am ] , $B I [- Bm, Bm ] , $C I [- Cm , Cm ] ,

  $D I [- Dm , Dm ] , $F I [- Fm , Fm ] 1 

1  中立型随机微分时滞方程的LaSalle不变原理

定理 1  若( H1) (H2)成立, 且存在函数 V( t , x) I C
1, 2
(R+ @ R

n
; R+ ) , G I L

1
(R+ ; R+ ) 及

w1, w 2 I C (R+ @ R
n
; R+ ) ,使 P( t , x, y ) I R+ @ R

n @ R有

  LV( t , x, y ) [ G( t ) - w 1( t , x ) + w 2( t , y ) , w 1( t , x) \ w 2( t + S, x) 1 
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并且   lim
| x| y+ ]

[ inf
t\0
V( t , x) ] = + ] 1 

那么,对任意 N I C
b
F
0
( [- S, 0] ; Rn) , 若存在 p > 2使得 sup

- S[ t< ]
E | x( t ; N) | p < ] 则

  lim
t y ]

d ( x( t ; N) , Dw ) = 0,   a. s. ,

其中

  Dw = x I R
n
: w1( t , x ( t ; N) ) - w2( t + S, x ( t ; N) ) = 0 ,

  d( x, Dw) = min
y I D

w

| x - y | 1 

证明  固定初始条件 N I C
b
F
0
( [- S, 0] ; R

n
) , x( t ; N)简记为 x( t ) , 对( 1)式两端积分可得

  x( t ) - G( x( t - S) ) = x( 0) - G( x(- S) ) + Q
t

0
f ( t , x( t ) , x( t - S) ) dt +

    Q
t

0
g( t , x ( t ) , x( t - S) )dw( t )1 ( 3)

由文献[ 8]中引理 2. 2的结论和条件 lim| x | y+ ] [ inf t\0V( t , x ) ] = + ] , 易推出

  R = sup | x( t ) - G( x ( t - S) ) | < ] ,   a. s1 

PE> 0, vT > 0,当 t \ T 时

  | x( t ) | [ | x( t ) - G( x( t - S) ) | + k sup
t\0

| x( t - S) | [

    R+ E+ k sup
t\0

| x ( t - S) | ,

因此

  sup
T [ t [ �T

| x( t ) | [ R+ E+ k sup
T [ t [ �T

sup
t\0

| x( t - S) | [

    R+ E+ k sup
T- S[ t [ T

| x( t ) | + k sup
T [ t [ �T

| x( t ) | 1 

故而

  sup
T [ t [ �T

| x( t ) | [
R+ E+ k sup

T- S[ t [ T
| x ( t ) |

1- k
1 ( 4)

令�T y ] , 由( 4)式, 我们有

  sup
T- S[ t [ + ]

| x( t ) | < + ] ,   a. s. ] sup
- S[ t [ + ]

| x ( t ) | < ] ,   a. s. ,

即一定存在 81 < 8, P ( 81) = 1, 使得每一个 X I 8 1, | x( t , X) | 有界 1 由文献[ 9] 中的引

理2. 6、2. 7知 x ( t ) - G( x( t - S) ) 关于 t \ 0几乎一致连续, 即 PE> 0, vD> 01 
当 | t - s | < D时,

  | x( t ) - G( x ( t - S) ) - x( s) - G( x( s - S) ) | < E,

则

  | x( t ) - x( s) | [ | x( t ) - G( x( t - S) ) - x( s ) + G( x( s - S) ) | +

    | G( x( t - S) ) - G( x ( s - S) ) | < E+ k | x( t - S) - x ( s - S) | 1 

所以有

  sup
| t- s| [ D

| x( t ) - x ( s) | E+ k sup
| t- s | [ D

| x( t - S) - x( s - S) | ,

故而

  sup
| t- s| [ D

| x( t ) - x ( s) | <
E

1- k
1 

即一定存在一个 82 < 8 , P ( 82) = 1,使得每一个 X I 82, | x( t , X) | 关于 t \0一致连续 1 
并且由文献[ 8] 中引理 2. 2知,对每一 X = 8 1 H 8 2,
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  Q
]

0
[ w 1( t , x( t ) - w 2( t + S, x ( t ) ) ) ] dt < + ] ,   a. s.

用反证法容易证明

  lim
t y ]

[ w 1( t , x( t , X) - w2( t + S, x ( t , X) ) ] = 0,   a. s. , X I 81 H 821 ( 5)

证毕1 

定理 2  若条件( H1)和( H2)成立,且存在 V I C
1, 2
( R+ @ R

n
; R+ ) , G I L

1
(R+ , R+ ) , 以及

w I C( R+ @ R
n
, R+ ) ,常数 D> 1,对任意( t , x, y ) I R+ @ R

n @ R
n
都有

  LV( t , x, y ) [ G( t ) - Dw ( t , x) + w ( t , y )1 
更进一步, 若存在一个连续非负的函数 Q: R+ y R+ 使得

  w 1( t , x( t , N) ) - w 2( t + S, x( t , N) ) \ Q( V( x( t , N) ) , ( 6)

那么,对任意 N I C
b
F
0
( [- S, 0] ; Rn) , 系统(1) 的解 x( t , N) 满足

  lim
t y ]

V( t , x ( t ; N) ) I DQ,   a. s. ,

其中   DQ = L \ 0: Q( L) = 0 1 
证明  由文献[ 8]中引理 2. 2的结论知

  lim
t y ]

V( t , x ( t ; N) ) < ] ,   a. s.

及    Q
]

0
w ( t , x( t ; N) )dt < ] ,

故

  lim
t y ]

V( t , x ( t ; N) ) < ] ,   a. s. 及 lim
t y ]Q

t

- S
w ( s, x( s ; N) ) ds = 01 

再根据条件( 6)有

  Q
]

0
Q( V( t , x( t ; N) ) )dt < ] ,   a. s.

由于函数 Q(#) 的连续性,可得

  lim
t y ]

Q( V( t , x( t ; N) ) ) = Q( lim
t y ]

V( t , x( t ; N) ) ) = 0,   a. s.

因此,对所有的 X I 8 , 都有

  lim
t y ]

V( t , x ( t ; N) ) I DQ,   a. s.

命题得证1 

注 1  若 G S 0, g S 0, 则系统(1) 脱变为 n 维常微分时滞系统,此时定理 2 就可演变为文献[ 9]中的推论

4. 11 因此, 我们的结论是文献[ 9]中结论的推广1 

注 2 定理 1 是中立型随机时滞系统( 1)的 LaSalle不变原理, 在理论上很有价值,但其应用上条件较难验

证1 然而由定理 1导出的定理 2 较易应用到下面不确定线性随机系统上去1 

2  鲁棒稳定性

我们将上述结论应用到下面不确定中立型线性随机时滞系统( 2) , 建立几乎渐近稳定和几

乎指数稳定的代数判据1 

引理 1[ 2]  如果 $A I [- Am , Am ] , 那么 +$A + [ +Am +1 
定理 3  若 +F + Fm + [ 1, A> 0且存在正定阵 Q 使得

  M = QA + A
T
Q+ C

T
QC +
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    ( A+ 2+Q + +Am + + 2+Q + +C + +Cm + + +Q+ +Cm +2
) I

是负定阵,并且

  K1 = Kmin(M) > K2,

其中

  K2 =
1
A

+N +2
+ Kmax( D

T
QD- B

T
QF - F

T
QB) +

    +Q +( 2+D + +Dm + + +Dm +2
+ 2+F + +Bm + +

    2+Fm + +B + + 2+Fm + +Bm +) ,

且

  +N + [ +Q +( +B + + +Bm +) + ( +A + + +Am +) +Q +( +F+ +

    +Fm +) + ( +C ++ +Cm +) +Q+( +D + + +Dm +) ,

那么,对任意 N I C
b
F
0
( [- S, 0] , Rn) , 不确定随机系统(2) 的解 x ( t ; N) 满足

1) lim
t y ]

| x( t ; N) | = 0,   a. s. ;

2) lim
t y ]

sup
1
t
ln | x ( t ; N) | [ - r

2
, a. s. ,其中 r 是K1 - rKmax( Q) = K2e

rS的唯一根1 

证明  取

g ( t , x( t ) , x( t - S) ) = ( C+ $C) x( t ) + ( D + $D) x( t - S) ,

f ( t , x( t ) , x( t - S) ) = ( A + $A) x( t ) + ( B + $B) x ( t - S) , G( x( t - S) ) =

  ( F + $F) x( t - S) 1 
显然函数 f (#)、g (#) 满足(H1) ,由引理1知 +F + $F + [ +F + Fm + < 1,所以 G(#) 满足

条件(H2) 1 

1) 取 V( t , x) = x
T
Qx,记 y = x ( t - S) , 我们可得

  LV( t , x, y ) = x
T
( QA + A

T
Q + C

T
QC) x + x

T
( Q$A + $A

T
Q+ C

T
Q$C +

    $CT
QC + $CT

Q$C) x + y
T
( D

T
QD- B

T
QF - F

T
QB) y +

    y
T
( D

T
Q$D+ $DT

QD+ $DT
Q$D - 2FT

Q$B - 2$FT
QB -

    2$FT
Q$B) y + 2xT

( Q( B + $B) - ( A + $A) TQ( F + $F) +

    ( C + $C)TQ( D+ $D) ) y1 ( 7)

设    N = Q( B + $B) - ( A + $A) TQ( F + $F) + ( C+ $C) TQ( D+ $D )1 
由引理1,可估计

  +N + [ +Q +( +B + + +Bm +) + ( +A + + +Am +) +Q +( +F+ +

    +Fm +) + ( +C ++ +Cm +) +Q+( +D + + +Dm +) , ( 8)

及

  x
T
( Q$A + $AT

Q+ C
T
Q$C + $CT

QC + $CT
Q$C) x [

    +Q +( 2+Am ++ 2+C+ +Cm ++ +Cm +2
) | x |

21 ( 9)

同理可估计

  y
T
( D

T
QD- B

T
QF - F

T
QB) y [ Kmax( D

T
QD- B

T
QF - F

T
QB) | y |

2
, ( 10)

及

  y
T
( D

T
Q$D + $DT

QD + $DT
Q$D-

    2F
T
Q$B - 2$F

T
QB - 2$F

T
Q$B) y [

    ( 2+Fm + +Q +( +B+ + +Bm +) + +Q + +Dm +2
+
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    2+Q + +D + +Dm + + 2+F+ +Q + +Bm +) | y | 21 ( 11)

将( 8) ~ ( 11)式代入( 7)式得

  LV( t , x, y ) [ x
T
( QA + A

T
Q + C

T
QC + ( A+ 2+Q + +Am ++

    +Q + +Cm +2
+ 2+Q + +C+ +Cm +) I ) x +

    1
A+N +2

+ Kmax( D
T
QD- B

T
QF - F

T
QB)+

    +Q +( 2+D + +Dm + + +Dm +2
+ 2+F + +Bm + +

    2+Fm + +B + + 2+Fm + +Bm +) | y |
21 ( 12)

令

  w( x) = | x |
2
, M = QA + A

T
Q+ C

T
QC + ( A+ 2+Q + +Am + +

    2+Q + +C+ +Cm + + +Q + +Cm +2
) I ,

  K1 = Kmin(- M) ,

  K2 =
1
A

+N +2
+ Kmax( D

T
QD- B

T
QF - F

T
QB) +

    +Q +( 2+D + +Dm + + +Dm +2
+ 2+F + +Bm + +

    2+Fm + +B + + 2+Fm + +Bm +) 1 

由( 12)式及定理 3可得

  LV( t , x, y ) [ - K1 | x |
2
+ K2 | y |

21 
取    G( t ) = 0, w1( t , x) = K1w ( x ) , w 2( t , y) = K2w ( y ) 1 
由条件知

  w 1( t , x) \ w 2( t + S, x) ,   ( t , x) I R+ @ R
n1 

取 Q( x) = ( K1- K2) x/ (2Kmax( Q) ) 则

  w 1( t , x( t , N) ) - w 2( t + S, x( t , N) ) \ Q( V( x( t , N) ) ) ,

因此通过上述讨论知:定理 2的所有条件满足,则

  lim
t y ]

x( t ; N) = 0,   a. s.

2) 令 m( r ) = K1- rKmax( Q) - K2e
rS
, 我们有

m(0) > 0, m[ ( K1- K2) / ( Kmax( Q) ) ] < 0, mc( r ) = - Kmax( Q) - K2Se
rS
< 01 

故, m( r ) = 0有唯一正根 r I (0, ( K1- K2) / ( Kmax( Q) ) ) 1 

定义 U( t , x( t ) ) = er tV( t , x ( t ) ) , 则

  LU( t , x, y ) = e
r t
( rV( t , x ( t ) ) + LV( t , x, y ) ) [

    er t [- ( K1- rKmax( Q) ) | x( t ) |
2
+ K2 | y ( t ) |

2
] =

    - w1( t , x) + w 2( t , y ) ,

这里   w 1( t , x) = ( K1- rKmax( Q) ) e
r t
| x |

2
, w2( t , y ) = K2e

rt
| y |

21 
令 G( t ) = 0, 所以由文献[ 9]中引理 2. 2知

  lim
t y ]

U( t , x ) < ] ,   a. s.

因此我们可以得到

  lim
t y ]

sup ert V( t , x( t , N) ) < ] ,   a. s.

即    lim
t y ]

sup
1
t
ln | x( t ; N) | [ - r

2
,   a. s.
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证毕1 

3  例子与仿真

这里我们举例说明定理 3的有效性1 
例  设 w( t ) = ( w1( t ) , w 2( t ) ) 是二维 Brown运动,考虑下列二维不确定中立型线性随机

时滞系统( 2) ,

  A =
- 9 1

- 2 - 10
, Am =

2 2

1 1
, B =

1 0. 5

0. 4 1. 5
, Bm =

0. 5 0. 1

0. 4 0. 5
,

  Cm =
0. 2 0. 2

0. 1 0. 2
, Dm =

0. 1 0. 1

0. 2 0. 2
, Fm =

0. 05 0. 01

0. 03 0. 04
,

  C = D = F = 02@ 21 
取 Q = I , S= 0. 002, A= 2经计算得

  M =
- 9. 548 5 - 1. 000 0

- 1. 000 0 - 11. 548 5
, K1 = 9. 134 3, K2 = 6. 739 8, r = 2. 362 61 

由于满足定理 3的条件, 因此二维不确定中立型线性随机时滞系统( 2)最终收敛于平衡

点( 0, 0) 1 图 1、2的仿真结果是基于 RungeOKutta 算法[ 11]实现的,其初始条件 x 1(0) = 1. 5,

x 2( 0) = - 3. 01 

      图 1  状态时间关系图                图 2  相图
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Robust Stability of Uncertain Neutral Linear Stochastic

Differential Delay Systems

JIANG MingOhui1, 2,  SHEN Yi2,  LIAO XiaoOxin2

( 1. In stitut e of Nonlin ea r Complex Sy stem s , China Three Gorges Un iver sity ,

Yichang , Hubei 443000, P . R . China ;

2. Depar tm ent of Contr ol Science and En gin eer ing , Hu azhon g Univer sity of

Science and Technolo gy , Wuhan 430074, P . R . Chin a )

Abstract: The LaSalleOtype theorem for the neutral stochastic differential equations with delay was

established and then applied to propose algebraic criteria of the stochastically asymptotic stability and

almost exponential stability for the uncertain neutral stochastic differential systems with delay. An ex-

ample was also given to verify the effectiveness of the obtained results.

Key words: neutral stochastic differential system with delay; LaSalleOtype theorem ; robust stability
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