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摘要:  构造性地给出了矩形剖分上分片 2 次一阶光滑的二元样条空间的力学背景1 采用力学分

析方法,通过在内网线上施加外力偶并适当取值使挠曲面成为分片形式, 建立了矩形剖分上一类二

元样条与薄板纯弯曲之间的对应关系,并对/光滑余因子0及/ 协调条件0给出了相应的力学解释1 更

进一步,通过引入扭矩, 对上述空间中任一样条函数建立了相应的力学背景1 
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引   言

样条函数无论在理论上还是在应用中都具有十分重要的意义1 样条函数的特殊重要性在
于一元样条明显的力学背景,即一元三次样条 s( x ) 对应于适当集中载荷作用下弹性细梁的

挠度曲线[ 1] 1 多元样条是一元样条到高维的推广,已有丰富的结果并广泛应用于函数逼近、有

限元法、CAGD和计算机图形学等[ 2] 1 然而,多元样条函数的力学背景至今尚未见讨论,限制

了多元样条理论与应用的进一步发展1 本文采用力学分析方法研究矩形剖分上一类二元样条
与薄板弯曲之间的关系, 并且对/光滑余因子0及/协调条件0给出力学解释1 

本文分为如下 4个部分1 第 1节给出多元样条的相关结论与记号;第 2节介绍小挠度薄

板理论的基本假设及薄板纯弯曲的相关结论;第 3节是我们的主要工作,给出了矩形剖分 $mn

上二元样条空间S
1
2( $mn ) 的力学背景;第 4节指出一些值得进一步研究的问题1 

1  多元样条的相关结论与记号

1975年,王仁宏
[ 3]
采用函数论与代数几何方法,引入光滑余因子和协调条件刻划任意剖

分下多元样条的本质属性,建立了所谓的/光滑余因子协调法0 1 采用这种方法,多元样条的任

何问题都可以转化为与之等价的代数问题1 在这一方法的理论框架下,我们有如下基本符号

和结论1 

设 D 为R
2中的给定区域,以 Pk 记二元 k 次实系数代数多项式集合:
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  Pk := p ( x , y ) = 6
k

i= 0
6
k- i

j= 0

c ij x
i
y

j
| cij I R 1 ( 1)

用有限条不可约代数曲线对区域 D 进行剖分 $, 于是 D 被剖分为有限个子区域D1, D2,

,, DN ,它们被称为 D的胞腔1 形成每个胞腔边界的线段称为网线, 网线的交点称为网点或顶

点1 多元样条空间定义为:

  S
L
k ( $) := s I C

L
( D) | s | D

i
I Pk , i = 1, ,, N , ( 2)

其中 s 为一个在D 上具有 L阶连续偏导数的分片多项式函数1 

引理 1. 1
[ 3]  设 z = s( x , y ) 在两相邻胞腔 D i 和Dj 上的表达式分别为 z = pi ( x , y ) 和 z

= pj ( x , y ) ,其中 pi ( x , y ) 和 pj ( x , y ) I Pk1 为使 s ( x , y ) I C
L
(D i G Dj ) ,必须且只须存在

多项式 qij ( x , y ) I Pk- ( L+ 1) d, 使得

  p i ( x , y ) - pj ( x , y ) = [ lij ( x , y ) ]
L+ 1#qij ( x , y ) , ( 3)

其中 �D i 与�Dj 的公共内网线为 # ij : lij ( x , y ) = 0,且不可约代数多项式 l ij ( x , y ) I Pd1 
定理中的多项式因子 qij ( x , y ) 称为内网线 #ij : lij ( x , y ) = 0上的光滑余因子1 

设A 为一内网点,定义 A 点处的协调条件为 6 A
[ lij ( x , y ) ]

L+ 1#qij ( x , y ) S 0, 其中 6 A
表

示对一切以内网点 A 为一端的内网线所求的和, 而 qij ( x , y ) 为 #ij 上的光滑余因子 1 若剖分

$的所有内网点为 A 1, ,, AM , 则整体协调条件为:

  6
A
v

[ lij ( x , y ) ]
L+ 1#qij ( x , y ) S 0,   v = 1, ,, M , ( 4)

其中 qij ( x , y ) 满足 A v 点处的协调条件1 

定理 1. 1
[ 3]  对给定的剖分 $, 多元样条函数 s( x , y ) I S

u
k ($) 存在的充要条件是 s( x , y )

在每条内网线上均有一光滑余因子存在,并且满足整体协调条件1 
剖分 $c称为贯穿剖分,如果该剖分的所有网线由一些贯穿区域 D 的直线切割而成 1 一

个贯穿剖分$sc称为简单贯穿剖分, 如果在每个内网点处只有两条贯穿线相交1 $mn表示矩形

剖分, 可以在一个开矩形域 D = ( x , y ) | a < x < b , c < y < d ; a, b , c, d I R 上由如下

直线族 x - x i = 0 ( i = 1, ,, m ) 和 y - yj = 0 ( j = 1, ,, n) 生成,其中 a = x 0 < x 1 < ,

< xm < xm+ 1 = b, c = y 0 < y 1 < ,< y n < yn+ 1 = d 1 函数 s ( x , y ) I S
L
k ($) 称为非退化

的二元样条,如果 s( x , y ) 至少有一个非 0的光滑余因子1 基于上述定义,我们有如下结论1 

推论 1. 1[ 2- 3]  若剖分 $c为贯穿剖分, 则非退化的多元样条函数 s( x , y ) I S
u
k ($c) , k \

L+ 1恒存在 1 对任一矩形剖分 $mn,非退化的多元样条函数 s( x , y ) I S
u
k ($mn) , k \ L+ 1

恒存在1 

在矩形剖分上, 二元样条的如下表达式成立1 

定理 1. 2[ 2- 3]  任一 s( x , y ) I S
L
k ($mn) 均有如下唯一的表达式(0 [ L < k )

  s( x , y ) = p ( x , y ) + 6
m

i= 1
bi ( x , y ) ( x - xi )

L+ 1
+ +

    6
n

j = 1

cj ( x , y ) ( y - yj )
L+ 1
+ +

    6
m

i= 1
6
n

j= 1
d ij ( x , y ) ( x - x i )

L+ 1
+ # ( y - yj )

L+ 1
+ , ( 5)

其中 p ( x , y ) I Pk , bi ( x , y ) 和 cj ( x , y ) I Pk- L- 1, d ij ( x , y ) I Pk- 2L- 2,右端第 4项仅当 k \
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2L+ 2时才存在1 

2  薄板纯弯曲

板的弯曲性质在很大程度上决定于它的厚度,我们仅讨论小挠度的薄板弯曲1 薄板小挠

度弯曲理论有如下基本假设[ 4] : 1) 板的中面没有变形,在弯曲时保持中性; 2) 弯曲变形前垂直

于板中面的直线,在变形后仍作为直线垂直于变形后的中曲面, 且线段的长度也保持不变,称

直法线假设,此时挠度 w 与z 无关,只是板平面内两个坐标 x 和y 的函数, 即 w = w( x , y ) ; 3)

板的横向正应力远小于其它应力, 可以忽略不计; 4) 板的材料是均匀,各向同性,连续和线弹

性的1 在上述理想假设下,平板弯曲问题可归结为寻求一个四阶微分方程,即平衡方程

  54w
5x 4 + 2

54w
5x 25y 2 +

54
w

5y 4 =
q
D

( 6)

的解1 

Timoshenko在文献[ 4]中给出了薄板纯弯曲的相关讨论1 梁的纯弯曲或均匀弯曲[ 5]
是指

数值相等方向相反的两个力偶作用在梁的两端,从而梁的各个截面上剪力为 0, 弯矩为常数时

的弯曲1 在两个互相垂直的方向都有这样的弯曲时,总结果就得到板的纯弯曲1 如图 1所示,

沿板边作用有均匀分布力矩的矩形板的纯弯曲, 取 xy 平面与挠曲前的板的中面重合, 以板的

中心为原点,并令 x 轴和y 轴与板边平行, 垂直于中面的 z 轴以向下为正 1 用Mx和My分别表

示作用于平行 y 轴和 x 轴的边缘单位长上的弯矩1 使板的上面产生压缩而下面产生拉伸的弯
矩取为正号1 假定板的厚度较之于板的其他变量为小量, 且板的变形为小挠度弹性变形1 此
时薄板承受纯弯曲, 在与板边平行的截面上弯矩为常数,而扭矩为 01 对两种特殊情形文献给

出了如下结果[ 4] :

图 1 薄板纯弯曲  

若 Mx = My = M , 并应用曲率的近似表达式:

  1
rx

U 52
w

5x 2 ,
1
ry

U 52w
5 y

2 ,

可得此时薄板的挠曲面方程为:

  w ( x , y ) = -
M( x

2
+ y

2
)

2D(1+ M)
, ( 7)

它表示一个旋转抛物面1 
当 My = - Mx = M 时,薄板的挠曲面方程为:

  w ( x , y ) = -
M( x

2
- y

2
)

2D(1- M)
, ( 8)

它表示一个互反曲面1 我们容易将上述两种情形推广如下:

如果 My = kMx ( k > 0) 且 Mx = M, 则薄板的挠曲面方程为:

  w ( x , y ) = -
M( x

2
+ ky

2
)

2D(1+ M) 1 ( 9)

当 My = - kMx ( k > 0) 且 Mx = M , 我们有

  w ( x , y ) = -
M( x

2
- ky

2
)

2D(1- M)
, ( 10)

其中 M为材料的泊松比, D为板的抗弯刚度1 
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3  S 1
2( $mn ) 与薄板纯弯曲的关系

3. 1  均匀矩形剖分

不妨以正方形板(方板)为例, 为计算方便可不计量纲,取板的尺寸为 4 @ 41 如图 2所示

把方板细分为 4个对称的小正方形, 并以方板的中心为原点建立直角坐标系1 Mx 和My 表示

沿板边单位长度上均匀分布的力矩,而 M cx 和M cy 表示在两条对边中点连线上均匀分布的集

中力偶,它们的绝对值相等方向如图 1 每一小块可以认为是一个胞腔,记为 $i , i = 1, 2, 3, 4,

分别表示

  $1: [ 0, 2] ª [ 0, 2] ; $2: [ 0, 2] ª [- 2, 0] ;

  $3: [- 2, 0] ª [- 2, 0] ; $4: [- 2, 0] ª [ 0, 2] 1 
而中线称为内网线, 方程分别为 x = 0和 y = 01 

   图 2 均匀矩形剖分              图 3 挠曲面图形

当薄板在上述力系作用下弯曲变形并达到平衡状态时,对每一小块而言也处于平衡状态,

采用类似于材料力学中的截面法, 沿剖分线截取每一小块正方形板单独进行研究1 易知每一
小块正方形板的弯曲分别对应前述两种特殊情形,从而可得每一小块上的挠曲面方程,它们分

别是旋转抛物面和互反曲面的平移1 假定板由一种特殊材料制成, 其泊松比 M= 0,比如软木

(它的泊松比M几乎为 0[参见文献[ 5] 24] ) ,此时由整体挠曲面在剖分线上的连续性,可以分别

确定 4个小正方形上的挠曲面方程:

  w 1( x , y ) = ( x - 1)
2
- ( y - 1)

2
= x

2
- y

2
- 2x + 2y ,   ( x , y ) I $1,

  w 2( x , y ) = ( x - 1)2 + ( y + 1) 2- 2 = x
2
+ y

2
- 2x + 2y ,   ( x , y ) I $2,

  w 3( x , y ) = - ( x + 1)
2
+ ( y + 1)

2
= - x

2
+ y

2
- 2x + 2y ,   ( x , y ) I $3,

  w 4( x , y ) = - ( x + 1) 2- ( y - 1) 2+ 2 = - x
2
- y

2
- 2x + 2y ,   ( x , y ) I $4,

上式中省略了常数因子- M/ (2D) 1 由/光滑余因子协调法0容易验证, 它们恰好构成一个分

片2次、在剖分线上一阶光滑的二元样条1 事实上

  w 2( x , y ) - w 1( x , y ) = 2y
2
:= q 21y

2
,

  w 3( x , y ) - w 2( x , y ) = - 2x 2
:= q 32x

2
,

  w 4( x , y ) - w 3( x , y ) = - 2y 2
:= q 43y

2
,

  w 1( x , y ) - w 4( x , y ) = 2x 2
:= q 14x

2
,

其中 q 21= 2, q32 = - 2, q 43= - 2, q14= 2分别表示相应内网线上的光滑余因子,而内网点O处

协调条件自然满足1 
上述分片形式的挠曲面方程写成截断多项式形式即为:
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  s( x , y ) := w1( x , y ) + 2(0- y )
2
++ (- 2) ( 0- x )

2
+ + (- 2) ( y - 0) 2+ 1 ( 11)

图3所示即为此时薄板弯曲的变形曲面, 它是一张由 4个不同 2次曲面光滑地连接在一

起的样条曲面1 
3. 2  非均匀矩形剖分

对非均匀矩形剖分, 有类似的结果1 仍以方板为例,不计量纲,取板的尺寸为 3 @ 31 如图
4把方板细分为 4个小矩形,并以剖分线的交点为原点建立直角坐标系1 Mx1、Mx2、My1和 My2

分别表示平行于 y 轴和x 轴的板边上均匀分布的力矩, M cx和M cy表示内网线上均匀分布的力

偶,它们满足 M cx = Mx1+ Mx2, Mcy = My1+ My2, Mx2 = 2Mx1, My2 = 2My1,方向如图1 每一
个小矩形记为一个胞腔, 以 $i , i = 1, 2, 3, 4表示, 其中

  $1: [ 0, 2] ª [ 0, 1] ; $2: [ 0, 2] ª [- 2, 0] ;

  $3: [- 1, 0] ª [- 2, 0] ; $4: [- 1, 0] ª [ 0, 1] 1 

当薄板弯曲并达到平衡状态时,对每一小块而言也处于平衡状态1 由前述方法易得每一
小块上的挠曲面方程如下:

  w 1( x , y ) = ( x - 1)2 - 2( y - 0. 5) 2- 0. 5 =

    x
2
- 2y2 - 2x + 2y ,   ( x , y ) I $1,

  w 2( x , y ) = ( x - 1)2 + ( y + 1) 2- 2 = x
2
+ y

2
- 2x + 2y ,   ( x , y ) I $2,

  w 3( x , y ) = - 2( x + 0. 5) 2+ ( y + 1) 2- 0. 5 =

    - 2x 2
+ y

2
- 2x + 2y ,   ( x , y ) I $3,

  w 4( x , y ) = - 2( ( x + 0. 5) 2+ ( y - 0. 5) 2) + 1 =

    - 2x
2
- 2y

2
- 2x + 2y ,   ( x , y ) I $4,

它们仍可认为是旋转抛物面和互反曲面的平移,用相同方法容易验证,它们也是一个分片 2次

一阶光滑的2元样条,写成截断多项式形式即为:

  s( x , y ) := w1( x , y ) + 3(0- y )
2
++ (- 3) ( 0- x )

2
+ + (- 3) ( y - 0) 2+ 1 ( 12)

此时薄板的变形曲面如图 5所示1 

  图 4 非均匀矩形剖分               图 5 挠曲面图形

3. 3  一般情形
基于上述讨论, 不计量纲,我们考虑如图 6所示任意矩形剖分下任意尺寸的矩形板1 其中

a > 0、b > 0、c > 0、d > 0、Mx1、Mx2、My1、My2、Mcx 和M cy与图4中的量具有相同的含义 1 每
一个小矩形作为一个胞腔,以 $i , i = 1, 2, 3, 4表示,其中

  $1: [ 0, a] ª [ 0, c ] ; $2: [ 0, a] ª [- d, 0] ;

  $3: [- b , 0] ª [- d, 0] ; $4: [- b, 0] ª [ 0, c ] 1 
为了使板达到平衡并承受纯弯曲, 上述弯矩和力偶须满足下列方程:
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图 6 一般矩形剖分

  Mx2B Mx1 = a B b , My2 BMy1 = c B d,

  M cx = Mx1+ Mx2, Mcy = My1+ My2,

方向如图 6所示1 
这样, 我们能够得到一个二元样条曲面作为薄板的挠

曲面,每一个胞腔上的表达式为:

  w 1( x , y ) = b x -
a
2

2

- d y -
c
2

2

-
1
4
( ba

2

- dc
2
) =

    bx
2
- dy

2
- abx + cdy ,   ( x , y ) I $1,

  w 2( x , y ) = b x -
a
2

2

+ c y +
d
2

2

-
1
4
( ba

2
- cd

2
) =

    bx
2
+ cy

2
- abx + cdy ,   ( x , y ) I $2,

  w 3( x , y ) = - a x +
b
2

2

+ c y +
d
2

2

+
1
4 ( ab

2
- cd

2
) =

    - ax
2
+ cy

2
- abx + cdy ,   ( x , y ) I $3,

  w 4( x , y ) = - a x +
b
2

2

- d y -
c
2

2

+
1
4
( ab

2
+ dc

2
) =

    - ax
2
- dy

2
- abx + cdy ,   ( x , y ) I $41 

它们可以写成如下截断多项式的形式:

  s( x , y ) := w1( x , y ) + ( c + d) (0 - y )
2
++

    (- a - b ) (0- x )
2
++ (- c - d) ( y - 0) 2+ 1 ( 13)

显然,前面两个结果是一般矩形剖分的特例, 并且上述矩形剖分可任意加细或在板的中面上任

意延拓,只要作用在板上的外弯矩和外力偶能够使板保持平衡并承受纯弯曲1 

由此我们可得如下结论:矩形剖分上一类形如方程( 13)的二元样条, 即 S
1
2( $mn ) 的一个子

空间, 对应如图 6所示受弯矩和力偶联合作用的矩形薄板纯弯曲的变形曲面1 它是在小挠度
假设下薄板纯弯曲足够精确的数学模型,这就建立了一类二元样条的力学背景1 而这一样条
函数在剖分线上的一阶光滑性恰好对应薄板在力偶作用下转角的连续性, 二阶导数的不连续

性恰好对应力偶作用线的两侧内弯矩的间断(符号相反) , 内网点上的协调条件则对应薄板真

实变形曲面的唯一性或单值性1 
由于没有横向载荷, 即 q = 0, 上述样条函数显然满足平衡方程( 6) 1 

3. 4  进一步讨论
前述样条中均不含交叉项 xy , 原因在于对于薄板纯弯曲, 在与板边平行的截面上, 扭

矩[ 4]

  Mxy = D( 1- M)
52

w
5x5y = 01 

若在图 6中沿板的边界(或网线)施加扭矩 Mxy = M0 X 0或Myx = M0 X 0,则易知挠曲面方程

中将含有 DM0(1- M) xy 这一项1 

由定理1. 2, S
1
2($mn) 中样条函数的表达式为:

  s( x , y ) = p ( x , y ) + 6
m

i= 1

bi ( x - x i )
2
++ 6

n

j= 1

cj ( y - yj )
2
+ , ( 14)

其中 p ( x , y ) I P2 为源胞腔中的表达式, bi , cj I R,即每条网线上的光滑余因子均为一常数 1 

866 王   仁   宏    常   锦   才



因此任一二元样条 S ( x , y ) I S
1
2( $mn ) 中是否含有 xy 项, 仅由源胞腔中的表达式决定 1 对源

胞腔 $1中任给的表达式 w1( x , y ) = ax
2
+ by

2
+ cxy + dx + ey + f ,若 $1的中心为( x 1, y 1) , 则

有恒等式

  w 1( x , y ) = ax
2
+ by

2
+ cxy + dx + ey + f =

    a( x - x 1)
2
+ b( y - y 1)

2
+ c( x - x1) ( y - y1) +

    ( 2ax 1+ cy 1+ d ) x + (2by 1+ cx 1+ e) y + (f - ax 1
2
- by 1

2
- cx 1y1) 1 ( 15)

由系数 a、b、c可分别确定形成该胞腔的网线上外力偶的组合Mx、My、Mxy和Myx1 上式的
后3项所表示的平面可认为是薄板中面在坐标系中的原始位置, 即有一定的倾斜和平移而未

必位于 xOy 平面内 1 

类似的,对其余胞腔上的表达式,均可给出对应的外力组合1 这样就建立了 S
1
2($mn) 的力

学背景,即矩形剖分上分片 2次一阶光滑的二元样条可以解释为在网线上承受适当的外力偶

时薄板弯曲的挠曲面方程,此时的弯曲已不仅是纯弯曲1 

简单贯穿剖分是矩形剖分相当一般化的推广[ 2] ,有关后者的结论可以完全推广到前者上,

亦不难建立样条空间 S
1
2( $sc) 的力学背景1 

4  结论及展望

平板弯曲问题是二三百年来在力学、数学家中久盛不衰的研究课题,其中仍有许多复杂的

问题值得研究1 另一方面,经过几十年的发展,多元样条函数也已取得丰富成果[ 6] 1 但平板弯

曲与多元样条之间是否存在着必然的联系,一直没有明确的回答1 纯弯曲是薄板弯曲问题中

最简单的一种, 而 S
1
2($mn) 也是二元样条空间中最简单的一类样条函数, 本文从力学分析入

手, 建立了特殊材料薄板纯弯曲与 S
1
2( $mn) 的一个子空间之间的对应关系, 构造性的给出了

一类二元样条的力学背景 1 更进一步,对于样条空间 S
1
2( $mn) 中的任意样条函数 s( x , y ) , 通

过引入扭矩,建立了它与某种薄板弯曲的对应关系1 正是由于作用在剖分线上的外力偶才使
挠曲面具有分片形式,并形成一张不同于普通二元 2次多项式曲面的样条曲面1 应该指出,尝

试建立不同剖分上具有不同次数和光滑度的二元样条函数的力学背景[ 7- 9] ,无论对工程领域,

还是数学领域都是很有意义和值得研究的工作1 
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A Kind of Bivariate Spline Space Over Rectangular

Partition and Pure Bending of Thin Plate
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Abstract: The mechanical background of the bivariate spline space of degree 2 and smoothness 1 on

rectangular partition was presented constructively. Making use of mechanical analysis method, by act-

ing couples along the interior edges with suitable evaluations, the deflection surface was divided into

piecewise form, therefore, the relation between a class of bivariate splines on rectangular partition and

the pure bending of thin plate was established. In addition, the interpretation of smoothing cofactor

and conformality condition from the mechanical point of view was given. Furthermore, by introducing

twisting moments, the mechanical background of any spline belonging to the above space was set up.

Key words: smoothing cofactor; conformality condition; pure bending of thin plate
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