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准晶弹性理论边值问题的可解性
X

郭丽辉,  范天佑

(北京理工大学 理学院, 北京 100081)

(叶开沅推荐)

摘要:  通过给出准晶弹性偏微分方程组边值问题的矩阵表示去定义弱解, 利用 Korn 不等式和函

数空间理论证明了这种弱解的存在性与唯一性,从而把经典弹性理论边值问题解的存在性定理推

广到准晶弹性理论上,这种理论为发展极其复杂与困难的准晶弹性的偏微分方程的边值问题的数

值解提供了一个基础# 
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引   言

Shechtman等人1982年通过衍射实验发现[ 1] , 固相物质的一种具有非晶体学对称性的新

结构 ) ) ) 准晶, 这就是物理准晶# 这一发现从根本上改变了凝聚态物理学把固体分成晶体与

非晶体的传统观念# 之后在不同合金系中发现了大约 200种准晶, 其中大部分热力学性能稳

定,而且这一趋势仍在进一步发展中# 因而固体包含晶体、准晶体和非晶体三大类# 物理准晶

的发现也为在这之前诞生的数学准晶提供了物理实例, 进而推进了这一研究# 其中称为 Pen-

rose 拼砌[ 2]的准周期对称性理论现已成为物理准晶的(离散)几何基础# 准晶学科除了促进离

散几何、遍历论等的发展之外,还促进了群表示理论、Fourier分析等数学分支的发展( Radin[ 3] ,

Fan和Mai
[ 4]

)# 在文献[ 4]中范天佑等揭示了准晶弹性理论研究向传统连续力学提出的挑战,

该问题的解决与偏微分方程密切相关, 本文就就这一问题进行讨论# 

准晶既是固体的一种结构,又是一种新型材料# 作为材料, 研究其力学性能,尤其是弹性

与缺陷等有极其重要的意义# 由于这种结构具有准周期对称性,普通三维物理空间不 能描述

它的电子衍射图谱, 而必须引入高维(六维)空间概念# 三维物理空间 E
M是它的一个子空间

(称为平行空间) , E
L
(称为垂直空间) 是其补空间# 在准晶中,质点的运动必须用 E

M中位移

场 u = ( u1, u2, u3) (称为声子场) 和 E
L 中位移场 w = (w 1, w 2, w3) (称为相位子场) 才能描

写,并且除立方准晶系之外, u 与 w 具有不同的不可约表示, 与前者对应的应变张量 Eij =
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015(5u i / 5xj + 5uj / 5x i ) 描述准晶晶胞的体积与形状的改变, 与后者对应的应变张量 w ij =

5w i / 5xj 描述准晶晶胞中的原子局部重新排列# 由此可知, 准晶弹性的场变量和场方程超过

经典弹性的场变量和场方程的一倍还多,并且与经典弹性不同, 它在数学结构上已不再是对称

的,而是非对称的,大大增加了数学求解的困难# 

本课题组在准晶弹性边值问题的解析解或精确解(又称为古典解)的研究方面做出了许多

努力, 例如见文献[ 4]至文献[ 15]# 他们发展了经典弹性理论的方法论,即力图减少未知函数

的个数,把数量庞大的准晶弹性方程组, 化成一个或少数几个高阶偏微分方程,然后用数学物

理或复变函数方法求解这些高阶偏微分方程的精确解# 此外,本文作者之一和他的学生也讨

论过二维准晶弹性边值问题的弱解(或称为广义解) [ 4] , [ 15-16]# 本文致力于三维准晶边值问题

的弱解,全面讨论它的存在与唯一性# 

1  准晶弹性理论的矩阵表示

准晶数学弹性力学基本方程为[ 4] , [ 15] , [ 17]

  

5Rij
5xj

+ f i = Q&u i ,
5H ij

5xj
+ g i = Q&w i , (1)

Eij =
1
2

5 ui
5xj

+
5uj
5xi

, w ij =
5w i

5xj
,   x i I 8, i , j = 1, 2, 3, t > 0, (2)

Rij = C ijklEkl + R ijkl wkl , H ij = K ijkl wkl + Rklij Ekl , (3)

其中 u = ( u1, u2, u3) 表示声子场位移, w = ( w1, w 2, w 3) 表示相位子场位移, Eij、w ij ( i , j = 1,

2, 3) 分别表示声子场应变和相位子场应变, Rij、H ij ( i , j = 1, 2, 3) 分别表示声子场应力和相位

场应力张量, C ijkl、K ijkl、R ijkl ( i , j , k , l = 1, 2, 3) 分别表示声子场弹性常数、相位子弹性常数、声

子场 ) 相位子场耦合弹性常数, f i 和g i分别表示体积力和广义体积力, Q表示质量密度, &u i表

示52
u i /5 t 2

, &w i 表示 52
w i /5 t 2# 

用5 8 = (5 8 ) u+ (5 8 ) R表示准晶体所占区域的边界,边界条件为

  x I (5 8) u: ui = u
0
i , w i = w

0
i , ( 4)

  x I (5 8) R: Rijnj = Ti , H ijnj = h i , ( 5)

其中 u
0
i和w

0
i表示边界(5 8 ) u上的已知的函数, T i和h i表示边界(5 8 ) R上的已知的面力密度和

广义面力密度, nj 表示边界上任意一点的外法线方向单位矢量# 

对于动力学问题还应满足初始条件:

  ui | t= 0 = a i ( x) , w i | t= 0 = bi ( x ) , Ûu i | t = 0 = ci ( x) , Ûw i | t = 0 = d i ( x ) , ( 6)

其中 ai、bi、ci、di 是已知的函数, x = ( x 1, x 2, x3) I 8# 

记

  �UT
= ( u1  u2  u3  w 1  w 2  w 3) 1@ 6,

  �FT
= ( f i  gi ) 1@ 6 = ( f 1  f 2  f 3  g1  g2  g3) 1@ 6,

  �R
T
= ( R11  R22  R33  R12  R23  R31  

     H 11  H 22  H33  H 12  H 23  H 31  H 13  H 21  H 32) 1@ 15,

  �E
T
= ( E11  E22  E33  2E12  2E23  2E31  

     w 11  w 22  w 33  w 12  w23  w31  w 13  w 21  w 32) 1@ 15,
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  9
~

=
9
~ (1)

0

0 9
~ ( 2)

, 9
~ ( 1)

=

91 0 0

0 92 0

0 0 93

92 91 0

0 93 92

93 0 91

, 9
~ (2)

=

91 0 0

0 92 0

0 0 93

92 0 0

0 93 0

0 0 91

93 0 0

0 91 0

0 0 92

, 9i =
5
5x i ,

其中 �UT、�FT、9T、�RT、�ET 分别表示 �U、�F、9、�R、�E的转置, Ri = ( Ri 1, Ri 2, Ri 3) 为矩阵( Rij ) 3@ 3的第

i 行,H
i
= (H i1,H i2, H i3) 为矩阵(H ij ) 3@3 的第 i 行# 

于是, ( 2)式可以改写成矩阵的形式

  �E= 9�U# ( 2)c

注意到  5R1j / 5xj  5R2j / 5xj  5R3j / 5xj  5H 1j /5xj  5H 2 j /5xj  5H 3j / 5xj T
= 9T �R,

( 1)式可以改写为

  9T �R + F = Q�U
&

# ( 1)c
记

  C =

 C11ij

 C22ij

 C33ij

, C12ij ,

 C23ij

 C31ij 6@ 6

=

C 1111 C1122 C1133 C1112 C1123 C1131

C 2211 C2222 C2233 C2212 C2223 C2231

C 3311 C3322 C3333 C3312 C3323 C3331

C 1211 C1222 C1233 C1212 C1223 C1231

C 2311 C2322 C2333 C2312 C2323 C2331

C 3111 C3122 C3133 C3112 C3123 C3131 6@ 6

,

  K =

    ,
K 11ij K 22ij K 33ij K 12ij K 23ij K 31ij K 13ij K 21ij K 32ij

    ,

T

9@ 9

=

    

K 1111 K 1122 K 1133 K1112 K 1123 K 1131 K1113 K 1121 K 1132

K 2211 K 2222 K 2233 K2212 K 2223 K 2231 K2213 K 2221 K 2232

K 3311 K 3322 K 3333 K3312 K 3323 K 3331 K3313 K 3321 K 3332

K 1211 K 1222 K 1233 K1212 K 1223 K 1231 K1213 K 1221 K 1232

K 2311 K 2322 K 2333 K2312 K 2323 K 2331 K2313 K 2321 K 2332

K 3111 K 3122 K 3133 K3112 K 3123 K 3131 K3113 K 3121 K 3132

K 1311 K 1322 K 1333 K1312 K 1323 K 1331 K1313 K 1321 K 1332

K 2111 K 2122 K 2133 K2112 K 2123 K 2131 K2113 K 2121 K 2132

K 3211 K 3222 K 3233 K3212 K 3223 K 3231 K3213 K 3221 K 3232 9@ 9

,

  R =

  ,
R11ij R22ij R33ij R12ij R23ij R31ij

  ,

T

6@ 9

=
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R1111 R1122 R1133 R1112 R1123 R1131 R1113 R1121 R1132

R2211 R2222 R2233 R2212 R2223 R2231 R2231 R2221 R2232

R3311 R3322 R3333 R3312 R3323 R3331 R3313 R3321 R2232

R1211 R1222 R1233 R1212 R1223 R1231 R1213 R1221 R1232

R2311 R2322 R2333 R2312 R2323 R2331 R2313 R2321 R2332

R3111 R3122 R3133 R3112 R3123 R3131 R3113 R3121 R3132 6@ 9

,

那么有  D = ( dij ) 15@ 15 =
C R

R
T

K
,

这里 C的下标ij的顺序与声子场应变张量下标的顺序相同, K 和R的下标ij 的顺序与相位子场

应变张量下标的顺序相同, R
T 是 R 的转置# 

广义Hooke 定律( 3)可以改写成

  �R = D �E ( 3)c

( 1)c和( 2)c式可以化成下面的方程组

  9T
D 9 �U+ �F = Q�U

&

# ( 7)

记

  A( x) =

a1( x)

a2( x)

a3( x)

b1( x)

b2( x)

b3( x) 6@ 1

, B( x ) =

c1( x)

c2( x)

c3( x)

d1( x)

d2( x)

d3( x) 6@ 1

, �U0
=

u
0
1

u
0
2

u
0
3

w
0
1

w
0
2

w
0
3 6@ 1

, �R0
=

T 1

T 2

T 3

h1

h2

h3 6@ 1

,

  9
~

n =
9
~ (1)
n 0

0 9
~ (2)
n

, 9
~ (1)
n =

cos( n , x 1) 0 0

0 cos( n, x 2) 0

0 0 cos( n, x 3)

cos( n , x 2) cos( n, x 1) 0

0 cos( n, x 3) cos( n, x 2)

cos( n , x 3) 0 cos( n, x 1)

,

  9
~
( 2)
n =

cos( n, x 1) 0 0

0 cos( n, x 2) 0

0 0 cos( n , x 3)

cos( n, x 2) 0 0

0 cos( n, x 3) 0

0 0 cos( n , x 1)

cos( n, x 3) 0 0

0 cos( n, x 1) 0

0 0 cos( n , x 2)

,

这里 9
~

n、9
~ (1)
n 、9

~ (2)
n 分别由微分算子阵 9

~

、9
~ (1)、9

~ ( 2) 把元素 9i 换成 cos( n, x i ) 而得# 

于是,方程( 4)可以改写为
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  �U( x, t ) = �U0
,   x I (5 8) u# ( 4)c

注意到( 5)式左端与( 1)式左端第 1项的相似性, ( 5)式可以改写成 9
~ T
n �R = �R0

, x I (5 8 ) R, 再
由( 2)c式、( 3)c式有

  9
~

T
n D 9

~

�U = �R0
,   x I (5 8 ) R# ( 5)c

若准晶处于静止平衡态: Q�U
&

= 0 (惯性力为零) , 这时题问不需要初始条件, 准晶弹性边值问

题为

  - 9
~

T
D 9

~

�U = �F ,   x I 8, t > 0, ( 8)

  �U( x, t ) | (5 8)
u
= �U0

, 9
~ T

n D 9
~

�U( x, t ) | (5 8)
R
= �R0

, ( 9)

其中   5 8 = (5 8) u + (5 8 ) R# 

2  准晶弹性理论边值问题的弱解

为简单起见, 下面仅考虑准晶弹性位移边值问题# 设 �F I ( L 2( 8 ) )
6
, 若 �U( x) I

( C
2
( �8 ) )

6
是( 8)式、( 9)式的解, 则对任意的向量函数

  G =
G

1
3@ 1

G2
3@ 1

= [ G
1
1  G1

2  G
1
3  G

2
1  G2

2  G
2
3]

T
1@ 6 I ( C

]
0 ( 8 ) )

6
,

用 G点乘(8) 式的两边,并沿 8 积分, 我们有

  QQQ8
(- 9

~ T
D 9

~

�U)#Gdx = QQQ8
�F#Gdx# ( 10)

由( 3)式和文献[ 4]、文献[ 15]和文献[ 17]知 Rij = Rji , 利用 Gauss公式和( 2)c式、( 3)c式, 我们有

  QQQ8
(- 9

~
T
D 9

~

�U)#Gdx = - QQQ8

5Rij
5xj G

1
i +

5H ij

5xj G
2
i dx =

    - QQQ8

5
5 xj

( RijG
1
i + H ijG

2
i ) - Rij

5G1
i

5xj
+ H ij

5G2
i

5xj
dx =

    - QQ5 8
( RijG

1
i + H ijG

2
i ) njdS + QQQ8

Rij
5G1

i

5xj
+ H ij

5G2
i

5xj
dx =

    QQQ8

1
2
Rij

5G1
i

5xj
+

1
2
Rij
5G1

j

5xi
+ H ij

5G2
i

5 xj
dx =

    QQQ8
[ Rij ( �U) Eij ( G

1
) + H ij ( �U) w ij ( G

2
) ] dx =

    QQQ8
�R( �U)#�E( G)dx = QQQ8

( 9
~

G)T
D 9

~

�Udx# ( 11)

由( 10)式、( 11)式我们有

  QQQ8
( 9
~

G)
T
D 9

~

�Udx = QQQ8
�R�U#�E( G)dx = QQQ8

�F#Gdx# ( 12)

由于 C
]
0 ( 8 ) 在H

1
0( 8 ) 中稠密,故(12) 式对 P G( x) I (H

1
0( 8) )

6亦成立# 

反过来,若 �U( x ) I ( C
2
(�8 ) )

6
,且(12) 式成立,对 P G( x) I (H

1
0( 8 ) )

6
,我们将上述推导

过程反推回去, 由变分法基本引理[ 18]立即得到( 10)式# 所以,我们有

定义  设 �F I ( L2( 8) )
6
, 若�U( x) I (H

1
0(�8 ) )

6
,且对 P G( x) I (H

1
0( 8) )

6
, ( 12) 式成立,

则称 �U( x) 是位移边值问题

  
- 9

~
T
D 9

~

�U( x ) = �F( x) , (8)

�U( x ) | 5 8 = 0 (9)c
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的广义解# 

3  解的存在唯一性

用(#, #)表示 L 2( 8 ) 中的内积,相应的范数为 + # +: +v + = Q8
v

2dx
1/ 2

, 对标量函数 v

I L2( 8)# 用(#, #) 表示 H
1
0( 8 ) 中的内积, 相应的范数为 + # +1: +v +1 = Q8

v
2
dx +

6
3

k= 1Q8

5v
5xk

2

dx
1/ 2

, 半范数为 | #| 1: | v | 1 = 6
3

k= 1Q8

5v
5x k

2

dx
1/ 2

,对标量函数 v I L2( 8)# 

注 1 模+# + 1与半模|# | 1 等价# 

注 2 向量函数 v = ( v1, v 2, ,, vn ) I (H 1
0( 8 ) )

n(有时也简记为H 1
0 ( 8 ) )的范数、半范数也分别记为 +# + 1

和 |# | 1:

  + v+ 2
1 = 6

n

i= 1

+ v i +2
1 = 6

n

i= 1
Q8

v
2
idx + 6

n

i= 1
6

3

k= 1
Q8

5 v i
5 x k

2

dx = Q8
| v |

2
dx + Q8

| vx |
2
dx ,

  | v | 2
1 = 6

n

i= 1
6

3

k= 1
Q8

5 v i
5 x k

2

dx ,

其中   | v | 2 = 6
n

i= 1

v2
i , | vx |

2 = 6
n

i= 1
6
3

k= 1

5 v i
5 xk

2

,
5 v
5 x k

=
5 v1

5 x k
,
5v 2

5 x k
, ,,

5 vn
5 xk

# 

显然,注 1 对向量函数也成立# 

引理(Korn不等式[ 19- 20] )  设 8 是R
n中的有界域, 其边界5 8充分光滑,对 P v = ( v1, v2,

,, vn ) I H
1
0( 8 ) 有

  6
n

i , k= 1Q8

5v i
5x k

+
5v k
5x i

2

dx \ c1 +v +2
1,

其中正常数 c1 仅与 8 有关# 

由上面注 2有

  6
3

i, k= 1
Q8

5v i
5x k

+
5v k
5x i

2

dx \ c2 6
3

i , k= 1
Q8

5v i
5x k

2

dx ,

其中正数 c2与 8 有关# 

定理  设 8 是R
3
中的有界域,其边界 5 8 充分光滑# 若实对称矩阵 D = ( d ij ) 15@ 15满足

不等式

  K1 6
15

i= 1
N

2
i [ 6

15

i, j= 1
Ni d ij Nj [ K2 6

15

i= 1
N

2
i ,

其中 K1、K2是正的常数, 则对任意的 �F I ( L2( 8) )
6
, 位移边值问题( 8)式、( 9)c,存在唯一的广

义解# 

证明  记õ�U, G8 = QQQ8
( 9G) T

D9�Udx, 则( 12)式改写为

  õ�U, G8 = (�F , G) ,   P G I (H
1
0( 8 ) )

6# ( 13)

首先证明õ#, #8是 (H
1
0( 8) )

6上的新内积# 为此只须证:õ�U, �U8 \0,且õ�U, �U8 = 0 Z �U

= 0,对 P�U I (H
1
0( 8 ) )

6# 

下面给出定理证明的梗概(细节这里略去,由于公式( 13)中的õ�U, G8是H
1
0( 8) 上的正定
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双线性形式,由著名的Lax-Milgram定理[ 21]可以做出相应的证明)# 

由假设知,矩阵 D正定,故 D与单位阵I合同,即存在可逆矩阵(注意:这里的矩阵 C与第

951页的 C意义不同) C,使得 D = C
T
C# 则有

  õ�U, �U8 = QQQ8
( 9
~

�U)T
D 9

~

�Udx =

    QQQ8
( 9
~

�U)
T
( C

T
C) 9

~

�Udx = QQQ8
( C 9

~

�U)
T
( C 9

~

�U)dx \ 0;

  õ�U, �U8 = 0 ZQQQ8
( C 9

~

�U)
T
( C 9

~

�U)dx = 0 Z C9
~

�U = 0# 

又因为 C是可逆的,所以有 9
~

�U = 0, 即

  
5 ui
5x i

= 0,
5u i
5xj

+
5 uj
5x i

= 0 ( i X j ) ,
5w i

5xj
= 0   i , j = 1, 2, 3# 

于是,由5w i /5xj = 0知 w i为常数, 再由 �U | 5 8 = 0,在边界上我们有 w i = 0# 类似地我们可以

得到,在边界上 u i = 0# 因此我们得到在边界上 �U = 0# 

这样我们证明了õ#, #8是(H
1
0( 8 ) )

6上的新内积,相应的范数为 +�U +(1) = õ�U, �U81/ 2# 

其次,下面我们证明 (H
1
0( 8) )

6上的新范数 +# + ( 1)与初始范数 +# +1等价# 由 Cauchy不

等式,定理的假定及注 1有

  +�U +2
(1) = QQQ8

6
15

i, j= 1
( 9
~

�U) id ij ( 9
~

�U) jdx [ K2QQQ8
( 9
~

�U)T
( 9
~

�U)dx =

    K2QQQ8 6
3

i= 1

5 ui
5xi

2

+ 6
3

i, j = 1
i< j

5 ui
5xj

+
5uj
5xi

2

+ 6
3

i, j = 1

5w i

5x i

2

dx [

    K2QQQ8
6
3

i= 1

5 ui
5xi

2

+ 2 6
3

i, j= 1
i< j

5 ui
5xj

2

+
5uj
5xi

2

+ 6
3

i, j= 1

5w i

5xj

2

dx [

    2K2QQQ8
6
3

i, j= 1

5 ui
5xj

2

+
5w i

5xj

2

dx =

    2K2 | �U |
2
1 [ 2c +�U+2

1# 

另一方面,由定理假定、注 1和Korn不等式有

  +�U +2
(1) = QQQ8 6

15

i, j= 1

( 9
~

�U) i d ij ( 9
~

�U) jdx \ K1QQQ8
( 9
~

�U) T
( 9
~

�U)dx =

    K1QQQ8
6
3

i= 1

5 ui
5xi

2

+ 6
3

i, j = 1
i< j

5 ui
5xj +

5uj
5xi

2

+ 6
3

i, j = 1

5w i

5xj

2

dx =

    K1QQQ8

1
4 6

3

i, j= 1

5u i
5xj

+
5 uj
5x i

2

+ 6
3

i, j= 1

5w i

5xj

2

dx \

    1
4
K1 c2QQQ8

5 ui
5xj

2

dx + K1 6
3

i, j= 1QQQ8

5w i

5xj

2

dx \

    min
1
4
K1c2, K1 | �U |

2
1 \ c +�U +2

1# 

这样,我们证明了+# +( 1)与初始范数+# +1 等价性# 

最后,对 �F I ( L 2( 8 ) )
6
,利用Schwarz不等式及嵌入H

2
0( 8 ) < y L 2( 8 ) 是紧嵌入,我们有
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  QQQ8
�F#Gdx [ +�F +# + G+ [ M +�F +# + G+1 [ M 1 +�F +# + G +1,

  P G I (H
1
0( 8 ) )

6
,

即 G | yQQQ8
�F#Gdx ( P G I (H

1
0( 8) )

6 是(H
1
0( 8 ) )

6上的一个连续线性泛函# 

因此,由Riesz定理, 存在唯一的 y�F I (H
1
0( 8) )

6
, 使得

  QQQ8
�F#Gdx = õy�F , G8,   P G I (H

1
0( 8) )

6# 

于是, ( 13)式改写为

  õ�U, G8 = õy�F, G8,   P G I (H
1
0( 8 ) )

6
,

这表明 �U = y�F 是位移边值问题( 8)、边值问题( 9)c唯一的广义解# 

4  结论与讨论

在证明准晶弹性边值问题解的存在性时Korn不等式仍是关键(若对应力边值问题,证明

中要用到第二 Korn不等式)# 

本文是经典弹性理论边值问题解的存在性理论(见文献[ 19]和文献[ 20] )的发展, 也是本

小组关于二维准晶弹性边值问题弱解理论(见文献[ 4]、文献[ 15]和文献[ 16] )的发展# 

本文的工作不仅对三维而且对一维、二维准晶弹性都是成立的(只需把矩阵的元素换一下

即可)# 本文的结果提供了准晶弹性边值问题的数值解的一个理论基础,这里的矩阵表示不仅

使我们的叙述简化, 并且为弱解的数值实现给出了直接的用处# 此项研究的目的在于创立三

维准晶弹性有限元分析的基础,我们此前的工作已经给出了二维准晶弹性有限元的计算模式、

计算机实现和若干数值结果, 表明它是有效的[ 4] , [ 15-16]# 

关于三维准晶弹性应力边值和混合边值问题广义解的理论在我们后续工作中报导# 

致谢  此工作是在国家自然科学基金的资助下完成的(资助号为 10372016, 10672022)# 

衷心地感谢叶开沅老师的推荐# 
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Solvability on Boundary-Value Problems of Elasyicity of

Three-Dimensional Quasicrystals

GUO L-i hui,  FAN Tian-you

( School of Science , Beijin g Inst itute of Techn ology , Beijing 100081, P . R . Chin a )

Abstract: Weak solution( or generalized solution) for the boundary-value problems of partial differen-

tial equations of elasticity of 3D( three- dimensional) quasicrystals was given, in which the matrix ex-

pression was used. In terms of Korn inequality and theory of function space, the uniqueness of the

weak solution was proved. This gives an extension of existence theorem of solution for classical elas-

ticity to that of quasicrystals, and develops the weak solution theory of elasticity of 2D quasicrystals.

Key words: quasicrystal; elasticity; boundary-value problem; weak solution; solvability
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