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摘要 : � 组合基本特性方程分离算法和自适应网格技术, 分析二维黏性不可压流体�� 该方法使用 3

节点三角单元 ,对速度分量和压力等变量分析, 使用等阶次的插值函数�� 组合解法的主要优点在

于,在自适应网格技术中,对解梯度变化大的区域, 通过耦合误差估计生成小的单元, 利于提高解

的精度,在其它区域生成大单元, 可以节省时间�� 最后,通过对一个黏性流体圆柱体绕流问题的瞬

态和稳态特性分析,给出了组合解法性能的评价��
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引 � �言

在流体力学中不可压流体占据了大部分,常常包含由于黏性效应导致的复杂现象��过去

20年来,为解决这种流体现象, 提出了一些稳定的有限元方法��为求解高雷诺数流体, Yamada

等人[ 1]和Kawahara等人[ 2-3]使用了 6节点三角单元的混合插值函数��在通常使用的加权残差

法中, Christie 等人[ 4] 和 Heinrich 等人[ 5] 修正权函数, 提出了 Petrov-Galerkin 算法�� Brook 和

Hughes
[ 6]
发展了带有流线迎风格式技术的 Petrov-Galerkin算法,提高了解的精度��Wansophark

和Dechaumphai[ 7]在流线迎风技术方法中,联合使用隔离解法和自适应网格技术, 改进了整体

分析的效率��最近, Zienkiewicz 和 Codina[ 8]提出了基本特性方程的分离算法, 在特性方程

Galerkin方法的过程中,消除了Navier-Stokes方程中对流项产生的震荡��
本文,修改分离的基本特性方程有限元法,对黏性不可压流体的瞬态和稳态特性都进行了

分析��为了有效地结合自适应网格技术[ 9- 10] , 采用 3节点三角单元,对流体速度分量和压力,

采用等阶次的插值函数, 使用这样的单元后, 在导出相应的有限元方程时, 减少了复杂性��自
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适应网格技术能在解梯度变化大的区域生成小单元,同时,在其它区域生成大单元, 以减少内

存需求和节约计算时间��
第1节给出黏性不可压流体分析中基本特性方程分离算法的理论公式��第 2节给出自适

应网格技术面向对象编程的全新实现��最后,通过例子黏性流体圆柱体绕流问题的渗态和稳

态分析给出了对组合解法的性能进行评价��

1 �理论基础及其求解过程

1. 1 �控制方程

由质量守恒(或连续方程)和动量守恒组成的、二维层状不可压流体的控制微分方程如下:

质量守恒:

� � ���t + �
�ui

�xi
= 0, ( 1a)

动量守恒:

� �
�ui

�t
+ uj

�ui

�xj
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, ( 1b)

其中 i、j 分别表示 x 轴和 y 轴的张量分量, �为流体密度, ui 为速度分量,

� � �ij = �
�u i

�xj
+
�uj

�x i

为应力分量, p 为流体压力��
1. 2 �基本特性方程的分离算法

以特性方程为基础的分离算法,实际上就是对特性方程使用 Galerkin法,在算子分离过程

中,建立时间离散化的递推关系,以 Galerkin准则的加权残差法, 对空间进行离散化,并导出有

限元方程��
1. 2. 1�时间离散化

用特性方程为基础方程的分离算法,来解黏性不可压流体, 由 3步组成��第 1步, 略去动

量方程中压力梯度项,计算出中间速度; 第 2步, 修改中间速度, 解连续方程, 求得压力;最后,

将压力作为校正器, 来修正动量方程中的速度��
第1步 �中间速度方程为:
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其中 �t为时间步长��
第2步 �连续方程为:
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第3步 �速度校正方程为:
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u 和p 的初始条件取决于问题类型, 为了简化计算, 在稳态流体分析中通常使用零值 �� 密度 �

计算中通常取常量��
1. 2. 2�空间离散化

使用 3节点的三角单元来推导有限元方程,假定速度和压力变量以及它们的增量形式如
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下:
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其中 N�( �= 1, 2, 3) 为三角单元的插值函数��

采用 Galerkin法则的加权残差法导出有限元方程, 将方程( 2)至方程( 4)乘上权函数 N� ,

通过 Gauss定理进行分部积分,得到单元方程如下:

第1步 �中间速度方程
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第2步 �连续方程
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第3步 �速度修正方程
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矩阵形式的有限元方程, 可通过将方程( 5)代入方程( 6)至方程( 8)得到:

第1步 �中间速率方程
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*
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第2步 �连续方程
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第3步 �速度修正方程
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*
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将上述方程中的单元矩阵用积分形式表示:
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其中 �u 为单元的平均速度, h为单元的大小, �为动黏度��允许时间步长为:

� � � t = h/ ( 2�)�� ( 13)

上述算法中的边界条件, 取决于不同的流体问题��一般说来,边界条件分为 3类: 1) 流入

边界, u和p 由进口条件决定; 2) 流出边界, 本文假定附着摩擦力和应力的梯度为0; 3) 壁面条

件,由于是无滑动边界,因此取 u 为固定值 0��

2 �自适应网格技术

2. 1  网格的生成及其自适应性

本文的网格生成是基于 Delaunay 的三角剖分算法和内点的自动生成过程
[ 9-10]

1 单元的形

状和大小, 或者说域内点的密度, 是通过 Alpha和 Beta 2个参数来控制1 内点的自动生成过

程,主要就在于搜索所有符合Alpha和 Beta测试标准的单元, 并在单元的中心设置一个新点,

然后根据 Delaunay 的三角剖分算法,创建新单元1 算法的具体步骤在文献[ 9]和文献[ 10]中,

已经有了详细的阐述1 

为了记录解梯度的急剧变化,在这些区域中需要生成小单元1 这类特定单元的大小 hi ,

需要通过所有单元的误差要一致
[ 9]
来确定:

  h
2
i Ki = h

2
min Kmax = const, ( 14)

其中   Ki = max
52

<

5 X
2 ,

5
2

<

5 Y
2

为单元细分时,主变量较高的的量值, <为被选定解的指标项1 在下面给出的AdaptiveMeshing

程序中,区域是细化还是疏化,取决于压力变化系数的无量纲误差1 节点 I 处的指标项为:

  EI = 6
e I I

| 2<I - <J - <K | 6
e I I

( A
*

+ B
*

) , ( 15)

其中 J 和K 为三角形(单元 e) 的另外2个节点, A
*

= max( | <I - <J | , A( | <I + <J ) ) 和 B
*

= max( | <I - <K | , A( | <I + <K | ) ) 1 值 A 用来区分解是不连续的还是数值震荡的 1 为了使

数值结果和后面特地提出的方案相一致,本文将 A 的值取为0. 0051 若 <J和<K 分别取在<I 的
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1% 范围内震荡,这便意味着 A
*

= 0. 005( <I + <J ) 和 B
*

= 0. 005( <I + <K ) 1 

需要注意的是, 因点的间距是按二阶导数的最大值来确定的,为了克服由此造成的加密过

程的不充分性, 由单元大来建立标定函数, 从而保证点 pi 的间距落在 Vm in 和 Vmax的范围内1 

  Vi = ScaleRange
hmax - dpi

hmax - hmin
, 0, 1, Vmin, Vmax , ( 16)

式中关于参数的表述见文献[ 9] 1 由于上述自适应算法不能得到良好的网格拓扑,为了改进网

格拓扑,还采用了一种基于边交换技术的网格松弛法[ 11]
1 

    初始网格             第 1 次迭代

  第 2 次迭代            第 3 次迭代         第 4 次迭代

图 1  正方形区域中生成 A 形的自适应网格

图 2 圆柱体绕流模型

2. 2  网格的生成及其算法的评估

本节提出了一种综合 Delaunay 三角剖分、网格细

化和网格自适应技术的主要算法, 该算法采用面向对

象的编程技术, 具有代码封闭、继承和多功能等优点1 

为了评价 Delaunay 三角剖分自适应网格技术算法

的效率,将单元尺寸 hi 作为二维区域上定义的分析函

数1 自适应网格的生成过程,是从区域中生成初始网格

开始,然后由给定函数计算所有的点处单元的大小1 网

络的生成过程是和自适应网格的生成过程组合进行

的,反复迭代直到最终的网格全局稳定为止1 若总节点增量少于指定数量,迭代过程终止1 这

里,给出了一个当指定单元大小时,使用分析函数的自适应网格生成例子: 正方形区域中 A 形

自适应网格的生成1 

例 1 正方形区域中生成 A 形自适应网格

给出了在正方形区域中生成 A 形的自适应网格1 在 8 @8的正方形区域中[ 12]
,用下面的 A

形函数来计算单元的大小:
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h ( x , y ) =
min( 0. 2( K- 1)

3
+ 0. 005, 1. 0) ,   K \ 1,

min( 0. 2( K- 1)
2
+ 0. 01, 1. 0) ,   K < 1,

( 17)

其中参数 K 的值由方程 x
3
- y

2
+ 2 - 3 Kx = 0得到1 

图1显示了,从初始的粗糙网格, 到 4次迭代后生成自适应网格的过程1 网格生成系数

A、B、Vmin、Vmax分别为 0. 5, 0. 6, 0. 5和 0. 851 由图1可知,小单元集中在 A- 形状区域的附近,

而大单元集中在在其他区域 1 实际例子中, A和B 的值分别取 0. 5和0. 61 一般情况下, A和

B 的合理范围分别为 0. 3~ 0. 8和 0. 7~ 1. 31 

     ( a) Re = 10              ( b) Re = 10

     ( c) Re = 20              ( d) Re = 20

     ( e) Re = 30              ( f) Re = 30

图 3  自适应网格和相应的等速度线

3  结果和讨论

为了评价分离基本特性方程算法和自适应网格技术组合时的性能,给出一个黏性流体圆

柱体绕流的分析,分析它们瞬态和稳态两方面的特性1 
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例 2 圆柱体绕流

  图 4 重附着长度计算值的比较

为了更深入地说明, 联合应用基本特性方程分

离算法和自适应网格技术, 求解瞬时黏性流体问题,

取圆柱体绕流问题作为第 2 个例子, 圆柱体绕流在

流体力学中是具有普遍重要意义的1 

当雷诺数较低时,绕经圆柱体的流场是对称的,

但是随着雷诺数增大, 圆柱体后面的流体开始分离,

出现旋涡, 这是一种不稳定状态1 其可计算的区域

和边界条件见图 21 通过选取不同的雷诺数 10、20、

30和 100来分析该问题1 

图3( a)至图 3( f)表明了雷诺数为 10、20、30时的

自适应网格和相应的等速度线,这时候雷诺数较低,流动是稳定的1 

图4给出了重附着长度作为雷诺数的函数计算,与数值结果比较, 符和得很好1 

当雷诺数超过 40时,圆柱体后面的流体开始变得不稳定, 出现旋涡脱落现象1 图 5( a)至

图5( l)表明,当雷诺数等于 100时, 自适应网格和等速度线随时间演化的过程1 这些图形表

明,自适应网格技术有能力生成相应的网格, 以捕捉到圆柱体后面瞬时旋涡的复杂变化1 本

文,将 Strouhal数与文献[ 14]至文献[ 16]实验中的数值结果进行了比较,见表 11 

这个例子凸现出,该组合解法对不很清楚的流体行为, 也可以给出好的结果1 

       ( a) t = 10                ( b) t = 10

       ( c) t = 20                ( d) t = 20
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( e) t = 40                ( f) t = 40

       ( g) t = 60                ( h) t = 60

       ( i) t = 80                ( j) t = 80

       ( k) t = 100               ( l) t = 100

图 5 雷诺数为 100 时,自适应网格与等速度线随时间的演化
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表 1 圆柱体绕流问题中 Strouhal数计算值的比较

 Strouhal数

当前的研究 0. 166

Williamson[ 14] 0. 164

Brasa等[ 15] 0. 160

Karniadakis和Triantafyllou[16] 0. 179

4  结  论

提出了基本特性方程分离算法和自适应网格技术的组合应用, 分析了稳态和瞬态粘性不

可压缩流体问题1 根据基本特性方程分离算法,由 Navier-Stokes控制微分方程,导出了有限元

方程组,根据闭合形式的有限单元矩阵,开发出相应的计算机程序1 阐述了自适应网格技术及

其细节1 在解梯度变化大的区域, 自适应网格技术能生成簇状小单元来提高解的精度,在其它

区域生成大单元,用以减少内存需求和节约计算时间1 通过对一个黏性流体圆柱体绕流问题

的分析,来评价组合解法的性能1 将组合解法得到的结果与其他数值结果和现有的实验值进

行了比较1 结果表明,通过运用自适应网格技术,在减少计算复杂性的条件下,组合解法可以

提供较为精确的分析结果1 
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Abst ra ct : A combined chara cteristic- based split alg orithm and an adaptive meshing technique for ana-

ly zing two- dimensional visc ous incompressible flow is presented. The method uses the three- node tr-i

angular element with equa-l order interpolation functions for all variables of the velocity components

and pre ssure . The main advantage o f the combined method is to improve solution accuracy by coupling

an err or estimation pr ocedure to an adaptive meshing technique that generates small elements in re-

gions w ith lar ge change in solution gr adients, and at the same time, larger elements in other regions.

The performance o f the combined procedure is evaluated by analyzing the thre e te st cases of the flow

past a cylinder , for their tr ansient and steady- state flow behav ior s.

Key w ords: adaptive mesh; caharcteristic- based split; finite element method; incompressible flow
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