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一类新的含有垂直传染与脉冲免疫的时滞
SEIR传染病模型的全局动力学行为
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摘要 :  对一个带有有害时滞与垂直传染的 SEIR传染病模型,在脉冲免疫接种条件下, 分析了其

动力学行为1 运用离散动力系统的频闪映射, 获得了一个-无病. 周期解, 证明了当模型的一些参

数在适当的条件下,该-无病. 周期解是全局吸引的1 运用脉冲时滞泛函微分方程理论, 获得了含

有时滞的持久性的充分条件,并且证明了时滞、脉冲免疫与垂直传染对模型的动力学行为能够产

生显著的影响1 结论表明该时滞是/有害0时滞1 
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引   言

我们常见的传染病模型都是 SIR(易感者, 染病者, 恢复类)模型1 然而, 许多传染病在宿

主发病前都要在宿主体内潜伏一段时间1 例如,麻疹病毒有 8天~ 13天的潜伏期, 人类从感

染狂犬病毒后到发病,狂犬病毒在体内的潜伏期有可能少则几个月多则几年1 要考虑潜伏期,

还需要考虑一个新的传染病群体, 即,潜伏者1 在这种情形下, 我们称这种传染病模型为 SEIR

(易感者, 潜伏者,染病者,恢复类)模型[ 1-8] 1 
一方面,染病者的后代在出生时有可能被其染病的母亲所传染, 例如: 肝炎、肺结核等1 这

被称为垂直传染1 另一方面, 一些疾病可以通过易感者与染病者接触而进行传染1 最近,一些

垂直传染病模型被Michael, Fine, Busenberg 和 Cook [ 2] , [ 9- 12]等人研究过1 可是, 关于脉冲免疫接

种与垂直传染的传染病模型的文献并不多见[ 13-14] 1 陆[ 13]以及 Alberto d. Onofrio[ 14]考虑了对所

有的易感者采取免疫接种,并且做出了在垂直传染条件下关于脉冲免疫接种的一些初始的工

作1 事实上,一方面,在疾病垂直传染条件下,应该对在出生时没有被母亲垂直传染而转到易

感者的那部分新生儿进行免疫接种(被垂直传染的新生儿不能进行免疫接种) 1 另一方面,在

疾病垂直传染条件下,对易感者、潜伏者及恢复类的新生儿后代全部进行免疫接种1 在最近几
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年,作为一种策略,脉冲免疫接种被重复运用到一定年龄段的人群, 根除象麻疹、肝炎、天花和

肺结核等易在孩童时期传染的疾病1 脉冲免疫接种策略( PVS) [ 7- 8] , [ 13-16] , 就是把所有的人口

进行年龄分组, 对某一年龄组周期循环地进行瞬时免疫接种,这不同于传统的对所有人进行持

续免疫接种1 

Van den Driessche和Watmough[ 17-18]研究了一个传染率形式为 BI (1+ TIk- 1
) S ( B> 0, T \0

和 k > 0)1 当 T= 0这个传染率就是双线性传染率 BIS 1 在文献[ 17] 中,他们研究了一个传

染率是 T> 0和 k = 2的 SIS模型,讨论了后向分支及平衡点的局部与全局稳定性1 Alexander

和Moghadas[ 19]提出并分析了一个含有一般的非线性传染率 f ( I ; T) 的SIV模型,并对当 B> 0,

T \0和0 < q [ 1时, 传染率为 BI (1+ TIq) S的特殊情况进行了详细地研究 1 从以前的工作

可以看出, 传染率 BI (1+ TI k- 1
) S 不能详细具体地表达疾病的全局的传播效果, 本文希望继续

他们的工作,并且从理论上详细地分析一个含有当 k = 2或者 q = 1时的传染率为 BI ( t ) (1+

TI ( t ) ) S ( t ) 的SEIR模型,致使能够清楚地表明这个非线性传染率对流行病传播动力学的影

响1 

一般地,考虑到潜伏期就会导致模型中含有时滞1 于是在潜伏期间的死亡就应该被考虑,

这就涉及到-时滞.现象, 于是,时滞在传染病模型中有着重要的生物学意义1 最近, 文献[ 20]

至文献[ 23]广泛研究了时滞模型1 时滞与脉冲引入传染病模型极大地丰富了生物学背景1 根
据以上的生物学观点,我们提出了一个在脉冲免疫条件下含有水平与垂直传染的时滞 SEIR传

染病模型, 并且研究它的动力学行为( -无病. 周期解,持久性, 全局吸引性行为) 1 本文的主要
特色是把一个离散时滞、垂直传染和脉冲引入到 SEIR传染病模型, 并且获得了一些关于有效

的脉冲接种策略的含有时滞的重要的定性性质1 

1  SEIR模型和预备知识

根据文献[ 1]至文献[ 23] , 我们进一步假设:

#死亡率 ( d) 等于出生率( b ) (这里 d = b = L) , 也就是说,种群总数恒定为一个常量,被

规格化为 N = S( t ) + E ( t ) + I ( t ) + R( t ) = 11 

#只对那些转到易感者类的新生儿进行脉冲接种治疗1 
#疾病进行水平与垂直传播, pLI (这里0 < p < 1) 是转到易感者类的染病者的那部分新

生儿的数量, qLI (这里 0 < q < 1和 p + q = 1) 是被垂直传染的染病者的那部分新生儿的数

量,并立刻转到-潜伏者. 类 1 

#在本文模型中的非线性传染率的形式是 BI ( t ) (1 + TI ( t ) ) S ( t ) [ 17-19] ,这里 B> 0, T \

01 

#假设流行病扩散是通过具有潜伏期 S的带菌者进行的,于是 Be- LS
I ( t - S) (1+ TI ( t -

S) ) S( t - S) + qLe- LS
I ( t - S) 项表示潜伏者( E ) 在时间 t - S时刻的数量(即 BI ( t - S) (1+

TI ( t - S) ) S( t - S) + qLI ( t - S) ) ,经过潜伏期 S在时间 t 时刻除去死亡后存活的数量(这里

潜伏者的死亡率为 L) , 因此,表示的是潜伏类向染病类转化的数量1 

根据上面的假设,我们考虑一个具有离散时滞和脉冲免疫的 SEIR模型如下:
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ÛS ( t ) = - BI ( t ) (1 + TI ( t ) ) S ( t ) - LS ( t ) +

  L( S ( t ) + E( t ) + R ( t ) ) + pLI ( t ) ,

E( t ) = Q
t

t- S
e- L( t- s)

[ BI ( s ) (1+ TI ( s) ) S ( s) + qLI ( s ) ] ds ,

ÛI ( t ) = Be
- LS
I ( t - S) (1 + TI ( t - S) ) S ( t - S) +

  qLe
- LS

I ( t - S) - ( r + L) I ( t ) ,

ÛR ( t) = rI ( t ) - LR( t) ,

  t X nT,

S( t
+
) = S ( t ) - mL( S( t ) + E ( t ) + R( t ) ) - mpLI ( t ) ,

E( t
+
) = E( t ) ,

I ( t
+
) = I ( t ) ,

R( t
+
) = R( t ) + mL( S( t ) + E ( t ) + R( t ) ) + mp LI ( t ) ,

  t = nT ,

S( t ) + E ( t ) + I ( t ) + R ( t ) = 1,

( 1)

这里 m(0 < m < 1) 是所有转到易感类的新生儿中免疫接种成功的比例 1 在 t时刻出生的染

病类的新生儿没有被垂直感染而转到-易感类. ( S) 的数量是 pLI ( t ) (这里0< p < 1)1 在 t时

刻出生的染病类的新生儿被垂直感染而转到-潜伏类. ( E )的数量是 qLI ( t ) (这里0 < q < 1和

p + q = 1)1 从系统(1) 的第 5个方程和第 8个方程, 我们看到被采取接种治疗的是没有被垂

直感染而转到-易感类. ( S ) 的染病类的新生儿及易感类、潜伏类和恢复类的所有新生儿, 分别

是 mpLI ( t ) 项和 mL( S ( t ) + E( t ) + R ( t ) ) 项1 
为方便起见,我们把系统( 1)改写为

  

ÛS ( t ) = L- BI ( t ) (1 + TI ( t ) ) S( t ) - LS ( t ) - qLI ( t ) ,

E( t ) = Q
t

t- S
e- L( t- s)

[ BI ( s ) (1+ TI ( s) ) S ( s) + qLI ( s ) ] ds ,

ÛI ( t ) = Be- LSI ( t - S) (1 + TI ( t - S) ) S ( t - S) +

  qLe
- LS

I ( t - S) - ( r + L) I ( t ) ,

ÛR ( t) = rI ( t ) - LR( t) ,

  t X nT,

S( t
+
) = S ( t ) - mL+ mqLI ( t ) ,

E( t
+
) = E( t ) ,

I ( t
+
) = I ( t ) ,

R( t
+
) = R( t ) + mL- mqLI ( t ) ,

  t = nT ,

( 2)

注意到在系统( 2)中的脉冲项 S ( t
+
) = S( t ) - mb + mbqI ( t ) , 不同于在文献[ 13] 至文献[ 16]

中的脉冲项 S ( t
+
) = (1- H) S( t ) ,也就是说,该脉冲免疫项涉及到 S和I 在nT 时刻的状态 1 

关于与上述混合脉冲条件类似的文献可以参见文献[ 24] 和文献[ 25] 1 我们注意到传染病的
初始状态( S(0) , I (0) ) 使 S (0) - mb + mbqI (0) [ 0(当免疫比例 m 非常大时) ,于是易感类经

过初次脉冲后变为非正, 即 S (0+ ) [ 0,这意味着所有的易感类经过初次脉冲后立刻转到恢复

类,于是,我们把传染病根除的目的就达到了 1 但是,从现实与经济上考虑, 我们希望最少数

的易感类被免疫就能使传染病最终被根除 1 因此, 在下文中我们需要找到在 S (0) - mb +

mbqI (0) > 0条件下最终根除传染病的策略1 
因为变量 E和R 没有出现在系统( 2)的第 1个方程和第 3个方程,于是我们只需研究系统

( 2)的子系统:
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ÛS ( t ) = L- BI ( t ) (1 + TI ( t ) ) S( t ) - LS ( t ) - qLI ( t ) ,

ÛI ( t ) = Be- LSI ( t - S) (1 + TI ( t - S) ) S ( t - S) +

  qLe- LS
I ( t - S) - ( r + L) I ( t ) ,

  t X nT, n I N,

S( t
+
) = S ( t ) - mL+ mqLI ( t ) ,

I ( t
+
) = I ( t ) ,

  t = nT , n I N1 

( 3)

下面我们将给出一些在我们主要结果中用到的定义、符号和引理1 系统( 3)的初始条件为

  ( <1( s) , <2( s) ) I C+ = C( [- S, 0] , R2
+ ) , <i (0) > 0,   i = 1, 21 ( 4)

从生物学的观点来看,我们只考虑系统( 3)在如下的生物意义区域:

  D = ( S, I ) | S , I \ 0, S + I [ 1 1 
开始我们的定理前, 给出下面的引理1 
引理 1(参见文献[ 24] )  考虑下面的脉冲微分不等式:

  w ( t)c [ ( \) p ( t ) w( t ) + q( t ) ,   t X tk ,

  w ( t
+
k ) [ ( \) dkw ( t k) + bk ,     t = tk , k I N,

这里 p ( t ) , q ( t ) I C [R+ , R] , dk \ 0以及 bk 是常数1 假设
(A0) 序列 t k 满足 0 [ t 0 < t 1 < t 2 < ,,以及 limt y ] tk = ] ;

(A1) w I PCc[ R+ , R] 和 w ( t) 在 tk( k I N) 左连续1 
则

w ( t) [ ( \) w ( t0) F
t
0
< t

k
< t

dkexp Q
t

t
0

p ( s )ds + 6
t
0
< t

k
< t

F
t
k
< t

j
< t

d j exp Q
t

t
k

p ( s )ds bk +

  Q
t

t
0

F
s< t

k
< t

dkexp Q
t

s
p ( H)dH q ( s) ds,   t \ t01 

引理 2[ 26]  考虑下面的时滞微分方程

  dx ( t )
dt

= r 1x ( t - S) - r 2x ( t ) ,

这里 r1、r2、S都是正的常数并且当 t I [- S, 0] 时, x ( t ) > 01 
( � ) 如果 r 1 < r2,则 l imt y ] x ( t ) = 0;

( � ) 如果 r 1 > r2,则 l imt y ] x ( t ) = + ] 1 

2  系统( 3)的-无病.周期解的全局吸引性

分析系统( 3) ,首先从研究该系统-无病. 周期解的存在性开始, 此时染病类将永久地完全

缺失,即

  I ( t ) = 0,   t \ 01 ( 5)

这根据 I
*
= 0对变量 I ( t ) 来说是 Ic( t ) = 0的一个平衡解1 在这个假设下,下面将表明易感

类种群出现周期振荡且与周期脉冲接种具有相同的周期1 接下来,我们确定这个-无病. 周期

解的全局吸引性 1 在(5) 式的假设下,我们知道易感类在时间段 nT < t [ ( n + 1) T 的增长,

并给出系统( 3)的下面子系统的一些基本性质:

  
ÛS ( t ) = L- LS ( t ) ,   t X nT , n I N,

S( t
+
) = S ( t ) - mL,   t = nT , n I N1 

( 6)
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对系统( 6)在相临两次脉冲时间段内进行积分求解,得

  S( t ) = 1- (1 - S( nT) ) e- L( t- nT )
,   nT < t [ ( n + 1) T ,

这里 S( nT) 是在 nT 时刻的初始值1 运用系统( 6)的第 2个方程,由频闪映射推导出

  S( ( n + 1) T) = 1- (1 - S( nT) ) e
- LT

- mL = f ( S ( nT ) ) , ( 7)

这里 f ( S) = 1 - (1 - S) e
- LT

- mL1 如果 1- mL- e
- LT

> 0,则易知差分方程(7) 有惟一一

个正的平衡点 S
*
= 1- mL/ (1- e

- LT
) 1 因为 f ( S ) 是一条关于 S 的斜率小于1的直线,所以

S
*
是全局渐近稳定的1 这意味着式( 6)的相应的周期解是全局渐近稳定的1 
因此我们知道

  
S
*
( t ) = 1-

mL
1- e

- LT e
- L( t- nT )

,   t I ( nT , ( n + 1) T ] , n I N,

S
*
(0+ ) = S

*
( nT

+
) = 1-

mL
1 - e- LT

( 8)

是系统( 6)的惟一全局渐近稳定的周期解1 

根据生物意义,在全文中,我们总是假设初始条件 S
*
(0

+
) > 0,即, 1- mL/ (1- e

- LT
) > 0

或者 1- mL- e- LT
> 01 因为系统( 6)的解是

  

S( t ) = S (0+ ) - 1- mL
1- e- LT e- Lt

+ S
*
( t ) ,

  t I ( nT , ( n + 1) T ] , n I N,

S
*
(0

+
) = 1 -

mL
1- e

- LT ,

( 9)

所以我们有下面的引理 31 

引理 3  系统( 6)有惟一全局渐近稳定的正周期解 S
*
( t ) , 也就是, 系统(3) 有一个-无

病. 周期解( S
*
( t ) , 0) 关于 t I ( nT , ( n + 1) T ] , n I N, S

*
( nT

+
) = S

*
(0+ ) = 1- mL/ (1

- exp(- LT) ) > 0,并且对系统(6) 的每一个解 S ( t ) ,当 t y ] , S ( t ) y S
*
( t ) 1 

以下讨论该-无病.周期解 ( S
*
( t ) , 0) 的全局吸引的条件1 定义

  R1 =
B(1 + T) eLT - 1- mp L + qL eLT - 1

eLT - 1 eLS( r + L)
1 

定理 1  如果 R1 = max R1, mL/ (1 - e- LT
) < 1,则系统(3) 的-无病. 周期解( S

*
( t ) , 0)

是全局吸引的1 
证  设 ( S ( t ) , I ( t ) ) 是系统(3) 满足初始条件(4) 的任意一个解1 因为R1 < 1,可以选择

一个充分小的 E> 0, 使

  e- LS B(1+ T) 1-
mpL

e
LT
- 1

+ E + qL - ( r + L) < 01 ( 10)

由系统( 3)的第 1个方程及第 3个方程, 得

  
dS ( t )
dt [ L- LS( t ) ,   t X nT, n I N,

S( t
+
) [ S ( t ) - mpL,   t = nT , n I N1 

由引理1,得

  S( t ) [ S(0
+
) F
0< nT< t

exp Q
t

0
- Lds + 6

0< nT< t

exp Q
t

nT
- Lds (- mp L) +

    Q
t

0 F
s< nT< t

exp Q
t

s
- LdH Lds = $1+ $2+ $3,
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这里

$1 = S(0+ ) e- Lt
, $2 = (- mp L) 6

0< nT< t

e- L( t- nT )
= (- mpL) e- Lt e

LT 1- eL[ t/ T ] T

1 - eLT
,

$3 = e- LtQ
t

0
F

s< nT< t

eLs dLs = e- LtQ
t / T

0
F

N< n/ T< t/ T

eLTNdLTN=

  e- Lt Q
1

0 F
N< n/ T< t/ T

eLTNdLTN+ Q
2

1 F
N< n / T< t/ T

eLTNdLTN+ ,+ Q
t / T

[ t/ T] F
N< n/ T< t/ T

eLTNdLTN =

  e
- Lt ( eLT - 1) (1- ( eLT ) [ t/ T] )

1 - eLT
+ eLt - eLT [ t/ T ] 1 

因而

S ( t ) [ $1+ $2+ $3 = e- Lt
S(0

+
) +

mpLeLT

e
LT
- 1

- 1 + 1 -
mpLeLT ([ t / T ] + 1- t/ T )

eLT - 1
[

  e- Lt S (0+ ) + mpLe
LT

eLT - 1
- 1 + 1 -

mpL
eLT - 1

,

这意味着

  lim sup
t y ]

S ( t ) [ 1-
mpL

eLT - 1
, ( 11)

也就是说,存在一个正整数 n1 及上面的正常数 E,使对 t \ n1T, 有

  S( t ) [ 1-
mpL
e
LT
- 1

+ E= : G1 ( 12)

由式( 12)及系统( 3)的第 2个方程,对 t > n1T + S, 有

  ÛI ( t ) [ Be- LS
(1+ T) GI ( t - S) + qLe- LS

I ( t - S) - ( r + L) I ( t ) 1 ( 13)

考虑下面的比较方程

  dz ( t )
dt

= e- LS B(1+ T) G+ qL z ( t - S) - ( r + L) z ( t )1 

由式( 10) ,得 e- LS B(1 + T) G+ qL < ( r + L) 1 根据引理 2,知 limty ] z ( t ) = 01 因为对所
有的 s I [- S, 0] 有 I ( s ) = z ( s) = <2( s ) > 0,所以根据脉冲微分方程的比较定理(文献[ 24]

中的定理 3. 1. 1) 及解的非负性(即 I ( t ) \0) ,当 t y ] , I ( t ) y 01 不失一般性,我们假设对
所有的 t \ 0, 0 < I ( t ) < E< 1/ q1 由系统( 3)的第 1个方程及第 3个方程知

  
dS
dt \ L- qLE- ( BE(1+ TE) + L) S( t ) ,

S( t
+
) \ S ( t ) - mL1 

于是我们有,当 E y 0,�z 1( t ) y S
*
( t ) ,这里 �z 1( t ) 是

  

dz 1( t )

dt
= L- qLE- ( BE(1+ TE) + L) z 1( t ) ,   t X nT, n I N,

z1( t
+
) = z 1( t ) - mL,   t = nT , n I N,

z1(0
+
) = S (0

+
)

( 14)

的惟一一个正周期解1 由式( 14)知,对 nT < t [ ( n + 1) T , 有

  �z 1( t ) =
L- qLE

BE(1 + TE) + L
-

mL
1- e- ( BE(1+ TE)+ L) Te

- ( BE(1+ TE)+ L)( t- nT ) 1 

根据脉冲微分方程的比较定理(文献[ 24]中的定理 3. 1. 1) ,对任意的 E1 > 0,存在 T 1 > 0, 使

  S( t ) > �z 1( t ) - E1,   关于 t > T 11 ( 15)
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另一方面,由式( 3)的第1个方程和第 3个方程,得

  
dS
dt

[ L- LS( t ) ,

S( t
+
) [ S ( t ) - mL+ mqLE1 

因此,当 Ey 0时, S ( t ) [ �z 2( t ) 及 �z 2( t ) y S
*
( t ) ,这里�z 2( t ) 是方程

  

dz 2( t )

dt
= L- Lz2( t ) ,   t X nT , n I N,

z2( t
+
) = z 2( t ) - mL+ mqLE,   t = nT , n I N,

z2(0
+
) = S (0+ )

( 16)

惟一全局渐近稳定的正周期解1 
由式( 16)知,对 nT < t [ ( n + 1) T , 有

  �z 2( t ) = 1-
mL- mqLE
1 - e

- LT e
- L( t- nT ) 1 

根据脉冲微分方程的比较定理,对上面的 E1,存在 T 2 > 0使

  S( t ) < �z 2( t ) + E1,   关于 t > T 21 ( 17)

令 Ey 0, 由式( 15)和式( 17)可以推得

  S
*
( t ) - E1 < S ( t ) < S

*
( t ) + E1, ( 18)

关于 t 足够大成立,这意味着,当 t y ] 时, S ( t ) y S
*
( t ) 1 证毕1 

推论 1  ( � ) 若 B(1+ T) + qL [ eLS( r + L) 和 mL/ (1- e- LT
) < 1,这意味着 R1 < 1,

则-无病. 周期解( S
*
( t ) , 0) 是全局吸引的 1 ( � ) 若 B(1 + T) + qL > e

LS
( r + L) , mL/ (1 -

e
- LT

) < 1及 m > m
*
或者 T < T * 或者 S > S

*
或者 q < q * , 则-无病. 周期解( S

*
( t ) , 0)

是全局吸引的, 这里的几个关键参数 m
* 、T * 、S

* 和 q* 如下:

  m
*
=

eLT - 1
p L

B(1+ T) + qL- eLS( r + L)
B(1 + T) ,

  T * =
1
Lln

1 +
pLmB( 1+ T)

B(1 + T) + qL- eLS( r + L)
,

  S* =
1
L
ln
B( 1+ T) ( eLT - 1 - mpL) + qL( eLT - 1)

( eLT - 1) ( r + L)
,

  q* = 1 -
( eLT - 1) [ B(1 + T) + L- eLS( r + L) ]

L[ mB(1+ T) + eLT - 1]
1 

在第 2节我们讨论了传染病被根除的条件1 而系统的持久性意味着疾病能够传播或者形
成流行病1 因此,现在有必要研究系统( 3)的持久性1 

3  持 久性

开始我们的定理前, 先给出下面的定义1 
定义 1  如果存在一个紧集 D < D,使系统(3) 满足初始条件(4) 的任意一个解最终进入

并保留在 D 内,系统( 3)被称为是持久的1 
记

  R2 =
B( eLT - 1)

eLS( r + N) ( eLT - 1) + mBL
,

  R3 =
p ( e( B( 1+ T)+ L)T

- 1)
m [ B(1 + T) + L]

,   这里 N= L(1- qe
- LS

) 1 
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定理 2  若 R2 = min R 2, R3 > 1, 则系统( 3)是持久的1 
证  假设 X ( t) = ( S( t ) , I ( t ) ) 是系统( 3)满足初始条件( 4)的任意一个正解1 由系统( 3)

的第 2个方程,得

  ÛI ( t ) = Be- LS(1+ TI ( t ) ) S( t ) - ( r + N) I ( t ) -

    e- LS d
dtQ

t

t- S
B(1 + TI ( H) ) S ( H) + qL I ( H) dH, ( 19)

这里

  N= L(1 - qe- LS)1 定义

  V( t ) = I ( t ) + e- LSQ
t

t- S
B(1+ TI ( H) ) S( H) + qL I ( H)dH1 

沿着系统( 3)的解,计算 V( t ) 的导数, 并结合( 19)式,得

  d V( t )
dt

= ( r + N)
Be- LS

(1 + TI ( t ) )
r + N

S( t ) - 1 I ( t ) 1 ( 20)

由于 R2 > 1, 则方程

  BT
LR2

m
* 2
2 +

B
LR2

+ q m
*
2 +

1
R 2

- 1 = 0

有惟一正解 m
*
2 1 因此,

  Be- LS

r + N
L(1- qm

*
2 )

B(1+ Tm*
2 ) m

*
2 + L

-
Lm

eLT - 1
= 11 

于是,我们可以得到

  Be- LS

r + N
L(1- qm

*
2 )

B(1+ Tm*
2 ) m

*
2 + L

-
Lm

exp ( m
*
2 B(1 + Tm *

2 ) + L) T - 1
> 11 

因而存在一个充分小的正的常数 E1, 使

  Be- LS

r + N
Q> 1, ( 21)

这里

  Q=
L(1- qm

*
2 )

B(1+ Tm*
2 ) m

*
2 + L

-
Lm

exp ( m
*
2 B(1 + Tm *

2 ) + L) T - 1
- E1 > 01 

对于上面的 m
*
2 及任意正的常数 t 0, 我们声称对所有的 t \ t 0, 不等式 I ( t ) < m

*
2 不会恒成

立1 否则, 存在一个正的常数 t 0, 使对所有 t \ t 0, I ( t ) < m
*
2 恒成立1 由系统( 3)的第1个方

程及第3个方程,得

  
dS ( t )
dt \ L(1- qm

*
2 ) - ( m

*
2 B(1 + Tm

*
2 ) + L) S( t ) ,   t X nT ,

S( t
+
) \ S ( t ) - mL,   t = nT1 

( 22)

类似地,运用引理 1,我们知道存在 T 1 \ t 0+ S,对 t \ T 1, 使

  S( t ) >
L(1- qm

*
2 )

m
*
2 B(1 + Tm *

2 ) + L
-

mL
exp ( m

*
2 B(1 + Tm *

2 ) + L) T - 1
- E1 = : Q1 

( 23)

根据式( 20)和式( 23) , 我们看到

  d V( t )
dt

> ( r + N) Be
- LS

r + N
Q- 1 I ( t ) ,   t \ T 11 ( 24)

令 I
l
= min t I [ T

1
, T

1
+ S] I ( t )1 我们要说明对所有的 t \T 1, I ( t ) \ I

l成立 1 否则,存在一个非
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负常数 T 2,使对 t I [ T 1, T 1+ S+ T 2] , I ( t ) \ I
l
, I ( T 1+ S+ T 2) = I

l 及ÛI ( T 1+ S+ T 2) [

01 因此由系统( 3)的第 2个方程及式( 21) ,易知

  ÛI ( T 1+ S+ T 2) \ Be
- LS
Q- ( r + N) I

l
= ( r + N)

Be- LS

r + N
Q- 1 I

l
> 0

矛盾1 因此,对所有的 t \ T 1, 有 I ( t ) \ I
l
> 01 于是由式( 24) , 得

  d V( t )
dt

> ( r + N) Be
- LS

r + N
Q- 1 I

l
> 0, ( 25)

这意味着当 t y+ ] , V( t ) y+ ] 1 这与 V( t ) [ 1 + ( B(1+ T) + qL) Se
- LS
对于足够大的 t

来说矛盾 1 因此,对任意正常数 t0, 不等式 I ( t ) < m
*
2 不可能对所有的 t \ t 0成立1 

下面我们分两种情况来证明存在一个正常数 m2使当 t足够大时, I ( t ) \ m2成立1 

情况 Ñ  如果 I ( t ) \ m
*
2 对所有足够大的 t 成立,则达到了我们的目的1 

情况 Ò  I ( t ) 关于 m
*
2 振荡 1 取 m2 = min m

*
2 / 2, m

*
2 e

- ( r+ L) S 1 

下面,我们就来说明 I ( t ) \m21 存在两个正常数�t、W, 使

  I (�t ) = I (�t + W) = m
*
2

和

  I ( t ) < m
*
2 ,   对�t < t < �t + W

成立1 

由于现在 I ( t ) < m
*
2 , 我们只需证明 I ( t ) \m 2(0 < m2 < m

*
2 ) 成立即可1 因为 I ( t ) <

m
*
2 ,当�t足够大时,不等式 S ( t ) > Q对�t < t < �t + W成立1 由于 I ( t ) 连续一致有界且不受

脉冲影响,可以推得 I ( t ) 是一致连续 1 因此存在常数T 3(这里0 < T 3 < H及T 3不依赖于�t的

选择) ,使对所有的�t [ t [ �t + T 3, I ( t ) > m
*
2 / 21 如果 W [ T 3,我们达到目的了 1 若T 3 <

W [ H,由系统( 3) 的第 2个方程可得,对�t < t [ �t + W, ÛI ( t ) \- ( r + L) I ( t ) 成立 1 于是

由于 I (�t ) = m
*
2 , 可知对�t < t [ �t + W [ �t + H, I ( t ) \m

*
2 e- ( r+ L) H成立 1 显然对�t < t [

�t + W, I ( t ) \m 2成立 1 类似地,如果 W\ H,由系统(3) 的第 2个方程,很容易获得 I ( t ) \

m2 对�t [ t [ �t + H成立 1 于是, 和上面声称的一样继续进行讨论,我们获得 I ( t ) \m2对于

�t + H [ t [ �t + W成立 1 因为区间[�t , �t + W] 是任意选择的(只需�t 足够大) ,我们知道 I ( t )

\m2 对足够大的 t成立 1 由上面的讨论可以看出 m2的选择不依赖于系统(3) 的正解,且当

t 充分大时, I ( t ) \m2 成立1 情况Ò证毕1 
由系统( 3)的第 1个方程及第 3个方程, 得

  
dS
dt

\ pL- [ B(1+ T) + L] S ( t ) ,   t X nT , n I N,

S( t
+
) \ S ( t ) - mL,   t = nT , n I N1 

( 26)

因为 R3 > 1,于是 pL/ ( B(1+ T) + L) - mL/ ( e[ B(1+ T)+ L] T
- 1) > 01 类似地,根据引理 1,我

们可以选择 t 充分大并且E> 0充分小使

  S( t ) \ p L
B(1+ T) + L

-
mL

e[ B(1+ T)+ L] T
- 1

- E= : m1 > 0,   对 t > T 41 ( 27)

取

  D = ( S , I ) I R
2
| m1 [ S ( t ) , m2 [ I ( t ) , S( t ) + I ( t ) [ 1 1 

于是 D 是一个有界紧集且到坐标轴有正的距离 1 根据上面的讨论,可知系统(3) 满足初始条
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件(4) 的每一个解最终进入并保留在 D 内1 定理 2证明完毕1 

推论 2  若 R3 > 1和 m < m * 或者T > T
* 或者 S < S* 或者 q > q

*
,则系统(3) 是持

久的,也就是说,这个疾病能够形成一个流行病,这里的关键参数 m* 、T
* 、S* 及 q

* 如下:

  m* =
( e

LT
- 1) [ B- e

LS
( r + N) ]

BL
, T

*
=

1
L
ln 1 +

mBL
B- e

LS
( r + N)

,

  S* =
1
Lln

qL( eLT - 1) + B( eLT - 1- mL)
( r + L) ( e

LT
- 1)

,

  q
*
=

( e
LT
- 1) ( r + L) e

LS
- B + mBL

L( e
LT
- 1)

1 

注(参考文献[ 27]和文献[ 28] )  令 D= 0, d = 0, q = 0及 b = L, 则式( 1)变为下面的无脉冲影响的 SEIR

传染病模型:

  

ÛS ( t) = b - BS( t) I ( t) - bS ( t) ,

ÛE ( t) = BS ( t) I ( t ) - Be- b SS( t - S) I ( t - S) - bE ( t) ,

ÛI ( t) = Be- b SS( t - S) I ( t - S) - ( r + b) I ( t) ,

ÛR ( t) = rI ( t) - bR( t )1 

( 28)

如果 R= Be- bS/ ( r + b ) < 1,则式(28) 的-无病. 平衡点是全局吸引的1 若 R= Be- bS/ ( r + b) > 1, 则疾病

是持久的1 类似的结果在文献[ 27]和文献[ 28]中也已给出1 

4  讨   论

本文把时滞、脉冲及垂直传染引入 SEIR传染病模型,分析了脉冲接种、疾病的潜伏期及垂

直传染对疾病根除与系统的持久性的影响1 由定理 1和 2可知,为了阻止传染病流行,我们可

以选择一个合适的脉冲接种周期(即 T) 或者脉冲接种率(即 m) ,使 R1 < 1即可,这提供给我

们一个合理的脉冲免疫接种策略1 根据定理 1和定理 2,易知:

( � ) R1和 R2正比于 T 且反比于m,这意味着脉冲免疫接种在阻止易感者被感染而转到

-潜伏类. ( E ) 的行为中,起了主导作用1 
( � ) 注意到如果垂直传染率 q 小于阈值 q* , 传染病将最终灭绝1 在理论上阐明了父母

应该仔细地注意自己的健康, 避免其后代在出生时被垂直感染1 
( � ) 若 B和T的值越大, R1的值就越大,说明它们对易感者向潜伏者的转化起到重大的

作用 1 当 B和 T很小时,系统的持久性消失,且传染病最终灭绝1 
( � ) R1和 R2与 S成反比,意味着疾病的潜伏期(即 S) 能够影响-潜伏类. ( E) 向-染病

类. ( I ) 的转变 1 我们发现当疾病的潜伏期大于某个关键值时, 疾病将被根除, 尽管脉冲接种
率很小 1 最后,当潜伏期时滞很大时,系统的持久性消失, 而疾病被根除 1 这表明模型的动
力学行为对潜伏期时滞非常敏感 1 直觉反映的生物意义是: 如果从潜伏者到染病者的转化

花费太多的时间, 则染病类群体将遭受一个非常低的生存率, 结果是, 向染病类最高可能的

补充率( ( B+ qL) e- bS) 将低于染病类的死亡率 L及向恢复类的转化率r 之和(即 r + L) ,从而

导致 I 的灭绝1 这表明时滞对该模型的动力学行为产生极大的影响,于是我们称之为/有害0

时滞1 因此,在 SEIR传染病模型中考虑潜伏期时滞是非常重要的1 
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Global Dynamics Behaviors for a New Delay SEIR Epidemic

Disease Model With Vertical Transmission and
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Abstract: A robust SEIR epidemic disease model with a profitless delay and vertical transmission was

formulated, and the dynamics behaviors of the model under pulse vaccination were analyzed. By use of

the discrete dynamical system determined by the stroboscopic map, an- infection-free. periodic solu-

tion was obtained. Further, it is shown that the - infection-free. periodic solution is globally attractive

when some parameters of the model are under appropriate conditions. Using the theory on delay func-

tional and impulsive differential equation, sufficient condition with time delay for the permanence of

the system was obtained. And it was proved, that time delays, pulse vaccination and vertical transmis-

sion can bring obvious effects on the dynamics behaviors of the model. The results indicate that the

delay is / profitless0.

Key words: permanence; pulse vaccination; horizontal and vertical transmission; delay; global attrac-

tivity
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