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水中悬浮隧道的空间曲线结构运动方程
X
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摘要:  借助参考直线坐标系, 求解空间曲线结构在曲线坐标系中的几何方程1 运用 Hamilton 原理

推导空间螺旋曲线梁结构的运动方程1 方程表明空间曲线结构 4 个自由度相互耦合, 当结构退化

为平面曲线结构时,两个相互垂直平面内的各自由度相互耦合1 空间任意曲线梁结构的动力方程

均可按照该文推导思路得出1 对于水中悬浮隧道结构, 可以忽略转动动能对振动的影响1 
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引   言

水中悬浮隧道( Submerged Floating Tunnel简称 SFT) , 又称阿基米德桥, 是一种悬浮在水面

与水底之间的潜在交通通道, 由金属结构或钢筋混凝土结构或二者混合构成1 对于那些由于
受环境限制而不能采用通常交通方式的水域, SFT 是一种可能的解决方案1 目前世界上还没

有一座水中悬浮隧道建成,各国学者正在积极开展前期研究
[ 1-6]# 

由于地形、环境的限制,在水中悬浮隧道与岸壁连接处,往往需要设计曲线形的过渡段以

减短陆上隧道长度或缓和隧道坡度1 水中悬浮隧道概念设计中往往设双层壁,即使设置单层

壁,壁厚相对较厚,可以忽略结构翘曲影响,这样悬浮隧道结构可以简化为无翘曲的空间梁结

构1 已有不少关于曲线梁结构动力行为的研究[ 7- 12] , 这些研究主要针对桥梁工程中平面曲线

形结构,尤其是平面圆曲形结构,空间曲线结构动力行为研究极少1 
在环境荷载下水中悬浮隧道的动力行为是困挠水中悬浮隧道变为现实的关键因素之一1 

本文针对交通线型中常见的空间螺旋曲线结构的动力行为, 基于参考直线坐标系, 并依据

Hamilton原理,推导出螺旋曲线梁的动力方程1 

1  Hamilton原理[ 13]

Hamilton原理的一般形式如下:

  Q
t
1

t
0

(DT + D0) dt = 0, ( 1)
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式( 1)表明, 对于真实运动, 系统动能的变分DT 和作用于系统的所有主动力的虚功 D0 之和在

任一时间间隔内对时间的积分等于 01 
系统的所有主动力的虚功 D0 可写成以下形式:

  D0 = - DV + DW,

其中 DV 为有势力的虚功, DW 为非有势力的虚功1 于是 Hamilton原理的一般形式为

  Q
t
1

t
0

(DT - DV+ DW)dt = 01 ( 2)

当作用在系统上主动力为只有有势力时,即DW = 0, 有

  Q
t
1

t
0

(DT - DV)dt = 0,

Hamilton原理的这一形式可以用 Lagrange函数 L = T - V 来表达, 即

  Q
t
1

t
0

DL dt = 0,

对于完整系统来说, 变分符号和积分符号可以互换,因而有

  Q
t
1

t
0

DL dt = DQ
t
1

t
0

L dt1 

引入Hamilton作用量

  I = Q
t
1

t
0

Ldt ,

于是对完整保守力系,Hamilton原理可以写成常见的变分形式

  DI = DQ
t
1

t
0

L dt = 0, ( 3)

式( 3)的含义是:一完整系统受有势力作用,在任一时间间隔内的真实运动与在同一时间内具

有同一边界条件的可能运动相比较,真实运动的Hamilton作用量取驻值1 即Hamilton作用量 I

的变分等于01 
Hamilton原理中只涉及到两个整体性的动力学量, 即系统的动能和功(或势能) , 对于系统

的几何特性并没有给出任何限制1 对于简支直梁,位形函数为挠度,如果是空间曲线梁, 还要

考虑梁轴线的扭转角和轴向位移1 

2  空间曲线梁的几何方程

为了便于分析空间曲线结构的动力行为,引入参考直线坐标系 xyz , x、z 轴在水平面, y 轴

指向下方,分析坐标系为空间曲线坐标系 FNG, 并令两坐标系原点重合,如图 11 

图 1  参考坐标系和曲线坐标系

研究的空间曲线结构为螺旋结构, 其参数方程如下:

  

x = R - R cos t ,

y = - kt ,

z = Rsint ,

  k > 0 ( 4)

式中 t 为参数坐标, k 为螺距 1 曲线的曲率半径 Q1 和挠率

半径 Q2 满足下面关系:

  Q1 =
R

2
+ k

2

R
, Q2 =

R
2
+ k

2

k
, ( 5)

曲线坐标系中 F轴方向为螺旋曲线的切线方向,即
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  F=
1

R
2
+ k

2
( R sinti - kj + R costk) , ( 6)

曲线坐标系中 N轴方向与曲线主法线方向相同,即

  N= cos ti - sintk, ( 7)

曲线坐标系中 N轴方向与曲线的副法线方向相同, 即与 F轴和N轴垂直且满足右手法则,有

  G = F@ N=
1

R
2
+ k

2
( k sinti + Rj + kcos tk)1 ( 8)

可设梁的一个端点置于坐标原点,按图 1螺旋曲线向空间延伸1 取梁的任意一段分析几
何关系,不妨取左端点在 t = t1 的一段梁,左端点的曲线坐标系坐标轴方向如下:

  

F1 =
1

R
2
+ k

2
( Rsin t1 i - kj + R cos t1k) ,

N1 = cos t 1 i - sint 1j ,

G1 =
1

R
2
+ k

2
( ksint 1 i + Rj + kcos t 1k)1 

( 9)

分析对象参数增量为 dt , 微段右端点的曲线坐标轴方向如下:

  

F2 =
1

R
2
+ k

2
( Rsin( t 1+ dt ) i - kj + Rcos( t 1+ dt ) k) ,

N2 = cos( t1 + dt ) i - sin( t1 + dt ) k ,

G2 =
1

R
2
+ k

2
( ksin( t1 + dt ) i + Rj + kcos( t 1+ dt ) k) 1 

( 10)

于是,分析微梁段的两端点曲线坐标系坐标轴之间的方位关系如下:

  

cos( F1, F2) =
R

2cos dt + k
2

R
2
+ k

2 , cos( F1, N2) =
- Rsin dt

R
2
+ k

2
,

cos( F1, G2) =
kR

R
2
+ k

2( cos dt - 1) , cos( N1, F2) =
Rsin dt

R
2
+ k

2
,

cos( N1, N2) = cos dt , cos( N1, G2) =
k sin dt

R
2
+ k

2
,

cos( G1, F2) =
kR

R
2
+ k

2( cos dt - 1) , cos( G1, N2) =
- ksin dt

R
2
+ k

2
,

cos( G1, G2) =
k
2
cos dt + R

2

R
2
+ k

2 1 

( 11)

独立广义位移有4个,即沿曲线坐标轴的 3个位移 uF、uN、uG和绕F轴的扭转角<F1 分析
之前先给出以下几何关系:

  dF= R
2
+ k

2dt , <N= -
duG

dF
, <G =

duN

dF
, ( 12)

式中, <N是绕N轴的扭转角, <G是绕 G轴的扭转角1 
由图 2,把右端点位移投影到左端点的切线上再减去左端点切向位移, 再除以弧长,即得

空间曲线轴向应变 EF:

  EF= lim
dt y 0

[ ( uF+ duF) cos( F1, F2) + ( uN+ duN) cos(F1, N2) +

    ( uG + duG) cos( F1, G2) - uF] / dF=
5uF
5F-

uN
Q1

-
uG
Q2
1 ( 13)
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图 2  一段曲线梁示意位移和位移增量   图 3 示意图显示 <F、<N、<G及其增量

空间曲线梁变形前就具有绕曲线坐标系 N轴的挠率- k / ( R
2
+ k

2
)1 由于 G向位移而导

致绕 N轴的曲率增量为:

  Vc
N = -

1
Q2 - uG

+
1
Q2

U-
uG

Q22
1 ( 14)

变形曲率是指由于变形而产生的曲率增量,在计算变形曲率 VN时, 除了考虑杆端转动增

量产生的曲率增量, 还要考虑向位移产生的曲率增量 Vc
N1 

由图 3可得到绕轴 N的变形曲率 VN:

  VN=
uG

Q22
+ l im

dt y 0
[ ( <N+ d <N) cos( N1, N2) + ( <F+ d<F) cos( N1, F2) +

    ( <G+ d<G) cos( N1, G2) - <N] / dF=
uG

Q22
-

52
uG

5F2
+
<F
Q1

1 ( 15)

空间曲线梁变形前就具有绕曲线坐标系 G轴的主曲率R / ( R
2
+ k

2
)1 由于径向位移而导

致绕 G轴的曲率增量为:

  Vc
G =

1
Q1 - uN

-
1
Q1

U
uN

Q21
1 ( 16)

类似于 VN,计算变形曲率 VG时,除了考虑杆端转动增量产生的曲率增量, 还要考虑 N向位

移产生的曲率增量 Vc
G,参照图 3, 可以写出绕 G轴的变形曲率 VG :

  VG =
uN

Q
2
1
+ l im

dt y 0
[ ( <G + d<G) cos( G1, G2) + ( <F+ d <F) cos( G1, F2) +

    ( <N+ d <N) cos( G1, N2) - <G] / dF=
uN

Q21
+

52
uN

5F2
+
<F
Q2
1 ( 17)

同样参照图 3, 可以写出绕 F轴的扭率 S:

  S = lim
dt y 0

[ ( <F+ d<F) cos( F1, F2) + ( <N+ d<N) cos( F1, N2) +

    ( <G+ d<G) cos(F1, G2) - <F] / dF=
5 <F
5F+

1
Q1

5 uG
5F+

1
Q2

5 uN
5F1 ( 18)

3  空间曲线梁的运动方程

可将空间曲线梁系统能量分为系统动能、梁弹性应变能和外力做功,分别如下:

结构截面绕 N、G轴转动动能分别为

  Qs

1
2
Q( G<

#

N)
2dA =

1
2
Q<

#
2
NQs
G2dA =

1
2
QIN<

#
2
N =

1
2
QI NÛuc2

G ,

  Qs

1
2
Q( N<

#

G)
2dA =

1
2
Q<

#
2
GQs
N2dA =

1
2
QIG<

#
2
G =

1
2
QIGÛuc2

N ,
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于是结构动能为

  T = Q
t

0

1
2
QA ( Ûu 2

N( F) + Ûu2
G( F) + Ûu2

F(F) + a
2<

#
2
F) +

1
2
QI NÛuc2

G +
1
2
QIGÛuc2

N dF, ( 19)

式中 a为截面的回旋半径, A 为截面有效面积, Q为密度,上标点表示对时间求导,上撇号表示

对 F求导1 
应变能:

  V = Q
l

0

1
2

EINV
2
N+ EIGV

2
G + GI dS

2
+ EAE2F dF, ( 20)

式中 E 为弹性模量, IN、I G分别为绕N和 G轴的惯性矩, Id 为扭转矩1 
外力做功:

  W = Q
l

0
( fNuN+ f GuG + fFuF+ mN<N+ mG<G+ mF<F)dF, ( 21)

f N、f G、f F、mN、mG、mF分别为沿轴线单位长度的N、G、F方向的作用力和绕N、G、F轴的力矩1 

为方便起见,分别求与 T、V 及W有关项的变分1 
有关动能的变分:

  DQ
t
1

t
0

T dt = DQ
t
1

t
0
Q

l

0

1
2
m( Ûu 2

N+ Ûu2
G+ Ûu2

F+ a
2<

#
2
F) +

1
2
QINÛuc2

G +
1
2
QIGÛuc2

N dFdt =

    Q
t
1

t
0
Q

l

0
- Q( A&uN- IG&ud

N)DuN- Q( A&uG - IN&ud
G)DuG - QA&uFDuF- QAa2<

&

FD<F dFdt1 

( 22)

有关应变能的变分:

  - DQ
t
1

t
0

Vdt = - Q
t
1

t
0
Q

l

0
EIN u

(4)
G -

2u
d
G

Q
2
2
+

uG

Q
4
2
-
<

d
F

Q1
+

<F
Q1Q

2
2
-

GI d
Q1

<d
F+

u
d
G

Q1
+

u
d
N

Q2
-

    EA
Q2

u
c
F-

uN
Q1

-
uG
Q2

DuG + EIG u
( 4)
N +

2ud
N

Q21
+
<d
F

Q2
+

uN

Q41
+

<F
Q2Q

2
1
-

    
GI d

Q2
<d
F+

u
d
G

Q1
+

u
d
N

Q2
-

EA
Q1

u
c
F-

uN

Q1
-

uG

Q2
DuN- EA u

d
F-

u
c
N

Q1
-

u
c
G

Q2
DuF+

    
EIN
Q1

- u
d
G +

uG

Q22
+

<F
Q1

+
EI G
Q2

u
d
N+

uN

Q21
+
<F
Q2

-

    GI d <d
F+

u
d
G

Q1
+

u
d
N

Q2
D<F dFdt 1 ( 23)

有关外荷载做功的变分:

  DQ
t
1

t
0

Wdt = Q
t
1

t
0
Q

l

0
(f NDuN+ fG DuG + f FDuF+ mND<N+ mG D<G + mFD<F)dFdt1 

注意几何关系式( 12) ,于是上式变分运算可得

  DQ
t
1

t
0

Wdt = Q
t
1

t
0
Q

l

0
( (f N- m

c
G)DuN+ (f G + m

c
N)DuG + fFDuF+ mFD<F) dFdt 1 ( 24)

综合上述, 根据Hamilton 原理的一般形式[式( 2) ] ,可得无耗散的曲线形水中悬浮隧道的

动力方程如下:
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Q( A&uN- IG &ud
N) + EI G u

(4)
N +

2u
d
N

Q
2
1
+
<

d
F

Q2
+

uN

Q
4
1
+

<F
Q2Q

2
1
-

GI d
Q2

<d
F+

u
d
G

Q1
+

u
d
N

Q2
-

  EA
Q1

u
c
F-

uN
Q1

-
uG
Q2

= f N- m
c
G,

Q( A&uG- I N&ud
G) + EIN u

( 4)
G -

2ud
G

Q22
+

uG

Q42
-

<dF
Q1

+
<F
Q1Q

2
2
-

GI d

Q1
<dF+

u
d
G

Q1
+

u
d
N

Q2
-

  EA
Q2

u
c
F-

uN
Q1

-
uG
Q2

= f G + m
c
N,

QA&uF- EA u
d
F-

u
c
N

Q1
-

u
c
G

Q2
= f F,

a
2QA<

&

F+
EIN
Q1

- u
d
G +

uG

Q
2
2
+
<F
Q1

+
EIG
Q2

u
d
N+

uN

Q
2
1
+

<F
Q2

-

  GI d <d
F+

u
d
G

Q1
+

u
d
N

Q2
= mF,

( 25)

当 k = 0时, Q2 y ] , 空间曲线就退化为平面曲线,运动微分方程如下:

  

Q( A&uN- IG&ud
N) + EIG u

( 4)
N +

2ud
N

Q21
+

uN

Q41
-

EA
Q1

u
c
F-

uN
Q1

= f N- m
c
G ,

Q( A&uG- I N&ud
G) + EIN u

( 4)
G -

<d
F

Q1
-

GI d
Q1

<d
F+

u
d
G

Q1
= f G + m

c
N,

QA&uF- EA u
d
F-

u
c
N

Q1
= f F,

a
2QA<

&

F+
EIN
Q1

- u
d
G +

<F
Q1

- GI d <d
F+

u
d
G

Q1
= mF,

( 26)

对于方程( 25)和方程( 26)的求解,首先应将参考坐标系下的荷载转化为曲线坐标系下的荷载,

在曲线坐标系下求解1 

4  曲线结构振动的固有特性

这里给出用振型函数表示的常用边界条件,设端部坐标为 x 1 
1) 固定端:位移和转角为 0,即

  U( x , t ) = 0,
5 U( x , t )

5F = 0, ( 27)

式中 U = q( t ) V( F) = q( t ) ( uN  uG  uF <F)
T1 

用振型函数表示为

  V( x ) = 0,
5V( x )
5F = 01 ( 28)

2) 简支端:位移和弯矩等于 0,即

  U( x , t ) = 0,
52
U( x , t )

5F2
= 01 ( 29)

用振型函数表示为

  V( x ) = 0, 52 V( x )
5F2

= 01 ( 30)
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3) 自由端:弯矩和剪力等于 0,即

  52 U( x , t )
5F2

= 0,
53 U( x , t )

5F3 = 01 ( 31)

用振型函数表示为

  52 V( x , t )
5F2 = 0,

53
V( x , t )

5F3
= 01 ( 32)

4) 梁端有抗转弹簧矩阵 kA和限制位移的弹簧矩阵kd: 弯矩等于抗转刚度矩阵乘以梁端

的转角,梁端剪力等于位移弹簧矩阵乘以梁端位移,即

  M( x ) = k
T
A# 5 U( x , t )

5F , Q( x ) = k
T
d#U( x , t )1 ( 33)

5) 梁端有集中质量: 梁端弯矩等于 0,剪力为梁端的惯性力,即

  M = 0, Q = m
52
U( x , t )

5t 2
, ( 34)

这里只分析平面圆曲线结构的弯扭振动的固有特性,即方程( 25)第 2式和第 4式的固有

特性1 假设边界条件如下:竖向弯曲为简支, 扭转受到约束,即

  V(0) = V( l ) = 0, <F(0) = <F( l ) = 0, ( 35)

式中 l 为曲线结构弧长1 
根据边界条件可设广义位移 uG、<F为

  uG =
2
l 6

]

i= 1

UG( j , t ) sin
jPF
l

, <F=
2
l 6

]

i= 1

5F( j , t ) sin
jPF
l

, ( 36)

式中 uG、<F与UG、5F互为Fourier-Sine变换,即

  UG = Q
l

0
uG( F, t ) sin

jPF
l

dF, 5F= Q
l

0
<F(F, t ) sin

jPF
l

dF, ( 37)

式( 36)中 j 为振动的振型数 1 取值为 j = 1, 2, ,, ] 1 
去掉式( 25)的第2式和第4式的干扰力, 并对其进行 Fourier-Sine变换,根据Fourier变换的

性质及振型的正交性有:

  

Q A + IN
jP
l

2

&UG + EI N
jP
l

4

+
GI d

R
2

jP
l

2

UG +

  
EI N
R

jP
l

2

+
GI d
R

jP
l

2

5F= 0,

a
2QA&5F+

EI N
R

j P
l

2

+
GI d

R
2

jP
l

2

UG +
EI N

R
2 + GI d

jP
l

2

5F= 01 

( 38)

令

  

X
2
G = EIN

jP
l

4

+
GI d

R
2

jP
l

2

Q A + IN
jP
l

2

,

X
2
< =

EIN

R
2 + GI d

jP
l

2

( a
2
QA) ,

X2
lG =

EIN
R

jP
l

2

+
GI d
R

jP
l

2

Q A + IN
jP
l

2

,

X2
l< =

jP
l

2 EIN

R
+

GI d

R
jP
l

2

( a
2QA )1 

( 39)

则式( 38)简化为:

  &UG + X2
GUG + X2

lG5F= 0, &5F+ X2
l<UG+ X2

<5F= 0, ( 40)
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XG、X< 分别是曲梁的弯扭耦合振动的圆频率, 而 XlG、Xl< 为由于曲率的影响而导致的耦合项,

是曲梁中特有的项 1 当 R y ] , X1G = 0, Xl< = 0如不考虑转动动能,此时 XG、X<即是通常直

线梁的弯曲振动和扭转振动的频率1 
概念设计中的水中悬浮隧道总长为 1 000 m量级,单跨跨度为 100 m量级, 对于低频振型,

( jP/ l )2 n 1, 转动动能与运动动能相比是小量, 对频率影响很小,低阶频率可写为

  

X2
G = EIN

jP
l

4

+
GI d

R
2

jP
l

2

m,

X2
< =

EIN

R
2 + GI d

jP
l

2

( a
2
m) ,

X
2
lG =

EIN
R

jP
l

2

+
jP
l

2 GI d
R

m,

X2
l< =

EIN
R

jP
l

2

+
jP
l

2 GI d
R

( a
2
m)1 

( 41)

5  小   结

1) 本文运用Hamilton 原理给出了水中悬浮隧道的空间曲线结构的运动方程1 从方程

( 25)可以看出,空间曲线结构的 4个广义位移相互耦合1 空间结构退化变为平面曲线时, 挠度

与扭转角相互耦合, 轴向位移与径向位移相互耦合,即两个相互垂直的平面内广义位移相互耦

合1 

2) 文中采用参考坐标方法分析曲线坐标系下物体的变形,为分析任意形状结构变形提供

了一种思路1 
3) 水中悬浮隧道低阶频率分析可以忽略转动动能的影响1 
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Dynamic Equations of Curved Submerged Floating Tunnel

DONG Man-sheng,  GE Fei,  ZHANG Shuang-yin,  HONG You-shi

( Sta te Key Labor ator y of Nonlinear Mechanics , Institute of Mechanics ,

Chinese Academy of Sciences , Beijin g 100080, P . R . China )

Abstract: In virtue of reference Cartesian coordinates, geometrical relations of spatial curved struc-

ture were presented in orthogonal curvilinear coordinates. Dynamic equations for helical girder were

derived by Hamilton principle. These equations indicate that four generalized displacements are cou-

pled with each other. When spatial structure degenerates into planar curvilinear structure, two gener-

alized displacements in two perpendicular planes are coupled with each other. Dynamic equations for

arbitrary curvilinear structure may be obtained by the method used.

Key words: submerged floating tunnel ( SFT); dynamic equation; Hamilton principle; curved girder
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