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抢占型优先服务机制下多类排队
网络的扩散逼近

X
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(郭懋正推荐)

摘要:  证明一个满负荷交通极限定理以证实在抢占型优先服务机制下多类排队网络的扩散逼

近,进而为该系统提供有效的随机动力学模型1 所研究的排队网络典型地出现在现代通讯系统中

高速集成服务分组数据网络,其中包含分组数据包的若干交通类型, 每个类型涉及若干工作处理

类(步骤) ,并且属于同一交通类型的工作在可能接受服务的每一个网站被赋予相同的优先权等

级,更进一步地, 在整个网络中,属于不同交通类型的分组数据包之间无交互路由1 
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引   言

受到现代通讯系统中高速集成服务分组数据网络的启迪,我们研究一类多类排队网络并

建立相应的逼近随机动力学模型以用于系统的性能评估与预测1 该排队网络的一个重要特性

便是每个网站能够处理多类别的工作并具有复杂的反馈结构,而满负荷(输入负荷靠近服务容

量)的网络尤其令人感兴趣,其中网络的拥挤与堵塞现象是亟待解决的问题1 然而, 这些网络

的精确分析常常是难以得到的, 因而, 寻求其可处理的逼近便是一种很自然的方法1 与此相
连,在满负荷交通条件下, 被称为半鞅反射布朗运动( SRBM)的一类扩散过程已被证明可以用

来逼近许多单类排队网络以及某些多类排队网络规范化的队长或工作量过程 (比如: W.

Dai
[ 1- 2]
, J. G. Dai和W. Dai

[ 3]
, Reiman

[ 4]
, Bramson

[ 5- 6]
和Williams

[ 7- 8] 1 Bramson和 J. G. Dai[ 9] , Chen

和Zhang[ 10-11] ) 1 逼近的布朗模型( SRBM)仅需要网络中相继到达时间,服务时间与路由向量的
前二阶矩的信息,更进一步地, 对于这些布朗模型,包括平稳分布在内的许多量可以被精确或

者数值计算出(比如:Harrison和Williams[ 12] , Dai和Harrison[ 13] ,W. Dai[ 2]及其合作者[ 14] ) , 因而,

人们可以通过布朗模型得到原网络的诸如平均队长与平均延时等性能估计1 不幸的是, 现在
已知:在满负荷交通条件下, 并非所有具有反馈的多类网络能够被 SRBM 逼近(比如: Dai和

Wang[ 15] ) 1 事实上, 在排队网络的现代研究中,极具挑战性的问题之一便是识别能有如此逼近
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的诸多网络并证明一个满负荷交通极限定理以证实这样的逼近1 因此,本文识别出一类具有
一般性相继到达时间与服务时间分布并在抢占型优先服务机制下的多类排队网络可以有这样

的逼近,同时我们也通过证明一个满负荷交通极限定理来证实这样的逼近1 
传统的证明上述逼近的方法依赖于相应于排队网络的 Skorohod问题的解是存在的且是唯

一的(比如: Reiman[ 4] ) 1 然而, 在具有有限缓存的单类网络与具有反馈的多类网络中, 唯一性

并非总是成立的(比如: W. Dai[ 1-2] J. G. Dai和W. Dai[ 3] , Dai和Wang[ 15] ) 1 对于这些情形,传统

的方法不能轻易地被推广1 为了克服这些困难,一些作者( W. Dai[ 1-2] , J. W. Dai和W. Dai[ 3] )首
次建立起了一般性的弱收敛方法来证明具有有限缓存的单类网络的扩散逼近问题, 之后,

Williams[ 7- 8, 16]和 Bramson[ 5- 6]则采用了与之类似的路径证明了某些类型具有反馈的多类网络的

逼近问题1 沿着上述路径,针对具有反馈的多类网络, 证明一个满负荷交通极限定理的关健在

于证明一个状态空间倒塌性质与某反射矩阵的完全 S 性质1 Bramson和 J. W. Dai[ 9]进一步归
纳了文献[ 5]、文献[ 7]、文献[ 16]中的结果并证明了以下结论: 只要能证明与排队网络相应的

流体模型的一致收敛性便能证明网络状态空间倒塌性1 利用这种方法,他们在文献[ 9]中针对
单个网站的抢占型优先服务多类排队系统证明了一个满负荷交通极限定理1 但是, 对于前面
提及的较为一般的网络模型,其一致收敛性与完全 S的证明却不是一件简单的事情1 因而,它

们的证明构成了本文主要定理论证的主体部分1 
本文的其余部分按下列顺序编排: 在第 1节,我们描述网络模型;在第 2节,我们陈述我们

的主要定理;在第 3节,我们证明我们的主要定理1 

1  排队网络模型

我们所考虑的排队网络由 J 个单服务员网站组成的,且每各网站有一个无限容量的等待

缓存 1 在此网络中,有 h 个交通类型且每个类型由分布在不同网站的J 个工作类(简称类) 组

成, 因而,该网络中有 K ( = Jh) 个类 1 网站由 j ( = 1, ,, J ) 标记,而类则由 k ( = 1, ,, K ) 标

识1 在属于某个交通类型的一个工作(比如一个分组数据包) 从网络外部到达时,它可以仅受

到 J 个类当中的部分服务而且可以访问某一网站多次, 然后离开网络1 在该工作逗留于网络
的任何给定时间点上,它一定属于某个类# 当该工作在网络中各网站之间移动时,它改变着自

身的类且成为改变类后的一个新的工作,而这种改变发生在完成某类一次服务的时刻1 属于
某类的所有工作均在特定的一个网站接受服务, 且多个类可以在同一网站接受服务1 我们假
设每个工作最终将离开该网络且属于不同交通类型的工作之间无交互路由1 

图 1  1个由两网站两交通类型和 4个

工作类组成的网络

有关控制工作在每个网站接受服务次序的服

务机制,我们认定属于同一交通类型的工作在所

有它们可能接受服务的网站中具有相同的优先权

等级(例如,在图 1中,我们给了 1个例子, 这里交

通类型 1可能需要接受类 1和类 2的服务; 交通

类型 2可能需要接受类 3和类 4的服务; 在它们

相应的网站中, 属于交通类型 1的工作具有较低

的优先权1 ) 1 在服务员从一个工作转换到另一
个工作时,新接受服务的工作将是该网站中优先

权最高且非空类中最前面(即等待时间最长)的那一个工作1 更进一步地, 我们假设服务机制
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是抢占型恢复的,即当一个比正在接受服务的工作优先权等级高的工作到达该网站时,那个正

在接受服务的工作将被终止服务直到所有比它优先权等级高的工作完成服务,它才恢复未完

成的服务1 最后,我们假设我们的策略是非空闲的, 即只要有工作在某个网站里,则该网站的
服务员便不能空闲着1 

我们用 C ( j ) 表示属于网站 j 的所有工作类(简称类) 的集合, 用 s( k ) 表示类 k 所属的网

站1 当 j 和k 一齐出现时, 则蕴涵着取 j = s ( k) 1 对于网络中的每一个类 k ,存在着下列的一

些量与之相对应: 两个独立同分布 ( i. i. d. ) 的随机变量序列 uk = uk( i ) , i \ 1 和 v k =

v k( i ) , i \ 1 , 一个K 维 i. i. d. 随机向量序列 <k = <k ( i ) , i \ 1 ,两个实数 Ak \0和 mk >

01 我们假设下列 3K 序列

  u1, ,, uK ; v1, ,, vK ; <1, ,, <K ( 1)

之间是相互独立的1 令 ak = var( uk(1) ) , bk = var( v k(1) ) ,并假设 ak < ] 和 bk < ] , uk和v k

是被单位化了的,即 E[ uk(1) ] = 1且 E [ v k(1) ] = 11 对于每一个 i , uk( i ) / Ak 表示第( i - 1)

个和第 i个由网络外部到达类k的工作的相继到达时间, mkv k( i ) 表示第 i个类k工作的服务时

间, <k ( i ) 表示第 i个类k 工作的路由向量1 这样, 对于每一个 k, mk是类k 工作的平均服务时

间, Ak 是网络外部到达类 k 的速率, ak和 bk分别是相继到达与服务时间的平方变差系数(即方

差除以期望的平方 1 对某些类 k ,我们允许 Ak = 0并令 E = k : Ak X 0 1 我们假设路由向

量 <k ( i ) 在集 e0, e1, ,, eK 中取值, 这里 e0是分量均为 0的K 维向量, 而 el ( l = 1, ,, K ) 是

第 l 个分量为 1其余分量为 0的 K 维向量 1 如果 <k
( i ) = el ,则第 i 个离开类 k 的工作变为

一个类 l的工作1 若用 Pkl = P <
k
( i ) = el 表示一个离开类k 的工作变为(属于同一交通类

型) 类 l 工作的概率,则称K @ K 阶矩阵P = ( Pkl ) 为网络的路由矩阵1 由于我们假设了每个
工作最终离开网络, 因而我们的网络是一种开型网络, 即下面的矩阵是有限的

  Q = I + Pc+ ( Pc)
2
+ , ( 2)

其等价于 ( I - Pc) 是可逆阵且 Q = ( I - Pc)
- 1

, 这里 I 表示单位阵而Pc则表示P 的转置矩

阵1 

为了研究开型多类排队网络, 人们通常引入下列交通方程的解 Kl , l = 1, ,, K ,

  Kl = Al + 6
K

k= 1
KkPkl ( 3)

或写成等价的向量形式: K= A+ PcK1 由于对应于 P的网络是开型的,因而, 交通方程(3)的

唯一解由 K= QA给出 1 Kk被称为是类 k 名义上的总的到达率,它不仅取决于网络外部的到

达也取决于网络内部的到达 1 对于每一个类 k ,如果存在该类的一个长期平均输入速率等于

该类的长期平均输出速率,则该速率便是 Kk 1 利用向量 m = ( m 1, ,, mK )c和 K,我们定义 Qj

为第 j 个服务员的交通强度, 即

  Qj = 6
k I C ( j )

Kkmk ( 4)

或写成向量形式 Q= CMK,这里M = diag( m) (它表示一个K @ K 对角矩阵,其主对角上的元

素由 m的分量给出,且其它元素为0) 且 C的元素由下式给出

  Cjk =
1,   若 k I C ( j ) , 即类 k 在网站j 接受服务

0,   其它 1 
( 5)

当 Qj [ 1时,它也被称为服务员 j 忙于工作的那部分时间的名义比例1 在该文中,我们将研究

1187抢占型优先服务机制下多类排队网络的扩散逼近



相应于每个网站的 Qj 靠近 1的网络, 即所谓的满负荷网络1 

2  一个满负荷交通极限定理

在叙述我们的满负荷交通极限定理之前,我们还需要一些术语和定义1 
2. 1  量化与满负荷交通条件

用 Ar 和m
r 分别表示由r 标记的一列与网络相应的外部到达率与平均服务时间的向量,这

里 r I 1, 2, , 1 令 Kr
= QAr

, Qr
= CM

rKr且M
r
= diag( mr

)1 假设集合 E = k : Ak
r X 0 和

路由矩阵 P 不依赖于 r ,且在 r y ] 时, Ar 和m满足下列满负荷交通条件

  A
r
k y Ak > 0 当 k I E , mk y mk > 0当 k = 1, ,, K , ( 6)

且 Qr y e 并具有下列收敛速率

  r( Q
r
- e) y C, ( 7)

这里 e 是每个分量都为 1的 J 维向量,而 C是某一J 维向量1 由( 6)式和( 7)式, 我们有
  Q= CMK= e, ( 8)

即在极限情况下, 每个网站被临界负荷了1 对于类 k , 相继到达时间与服务时间分别由

uk( i ) / A
r
k , i = 1, 2, , 和 m

r
kv k( i ) , i = 1, 2, , 给出, 因而, 相继到达时间与服务时间的平

方变差系数 ak 和 bk 不依赖于r 1 

对于第 r个网络,下列过程 Z
r
, W

r
和 Y

r
将被用来评估它的性能1 Z r

= Z
r
( t ) , t \ 1 是

K 维的,且 Z
r
k( t ) 表示 t 时刻处的类 k 工作的数目, 被称为队长过程 1 另外两个过程 W

r
=

W
r
( t ) , t \ 1 和 Y

r
= Y

r
( t ) , \ 1 都是 J 维的 1 对于每一个网站 j , W

r
j ( t ) 表示服务员 j

完成在 t时刻出现在网站j 中所有工作所需的时间,称为瞬时工作量; Y
r
j ( t ) 表示区间[ 0, t ] 中,

服务员 j 总的闲期, 称为累积闲期过程 1 队长与工作量过程用来评估网络中的拥挤与时滞状

况, 而闲期过程用来评估网络中的资源利用状况 1 在 Q
r y e ( r y ] ) 时, 队长过程,工作量过

程与闲期过程将变大1 因而,鉴于泛函中心极限定理,我们定义下列量化了的队长过程�Z
r
( t )

= (�Zr
1( t ) , ,, �Zr

K ( t ) ) )c, 量化了的工作量过程 �Wr
( t ) = ( �Wr

1( t ) , ,, �Wr
K ( t ) ) )c与量化了的闲

期过程�Y r
( t ) = (�Yr

1( t ) , ,, �Yr
K ( t ) ) )c如下:

  �Zr
k =

1
r

Z
r
k( r

2
t ) , �W

r
k( t ) =

1
r

W
r
k( r

2
t ) , �Y

r
k( t ) =

1
r

Y
r
k( r

2
t ) )1 

2. 2  一些定义
在本节中, B表示由 RJ

+ 的波雷尔子集生成的 R代数且 R+ = [ 0, ] ) , H是 RJ 中的一个

向量而 RJ 则表示J 维欧氏空间, #是一个J @ J 对称正定矩阵, R是一个J @ J 矩阵, M是( RJ
+ ,

B ) 上的一个概率测度1 由文献Williams[ 16] ,我们有下列定义1 

定义 1( SRBM)  具有参数 ( R
J
+ , H, # , R, M) 的 SRBM是一个定义在某流域概率空间( 8 ,

F, Ft , P ) 上的 Ft - 适应的 J 维随机过程 W满足: P-a. s. 1 

1. W具有连续轨道且 W( t ) I RJ
+ ( t \ 1) ;

2. 对于合适的 J 维过程X 和 Y,有 W= X + RY;

3. X和 Y具有下列性质:在 P下

( a) X是一个具有飘移向量 H, 协方差矩阵 # 的布朗运动,且 X(0) 具有初始分布 M;

( b) X( t ) - X(0) - Ht , Ft , t \ 0 是一个鞅;

4. Y是一个 Ft - 适应的J 维过程满足: 对每一 j = 1, ,, J , P-a. s1 
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( a) Yj (0) = 0;

( b) Yj 是连续非降的;

( c) Yj 仅在Wj ( t ) = 0的时刻 t 能递增1 
定义 2(完全S)  一个 J @ J 矩阵被称为是完全S的充分必要条件是:对于 R的每一主子

矩阵 �R ,存在 x > 0使的 �Rx > 0, 这里的向量不等式是以分量比较形式出现的1 
2. 3  主要定理

为了陈述我们的主要定理,我们需要一些一般性的假设1 由于 A和 m 是(6) 式中的极限

且 K= QA1 我们假设(6) 式成立, 且对所有 k , Kk > 01 用 +、2和 0 表示主对角元素分别由

Kk、bk 和 A
3
kak( k = 1, ,, K ) 组成的对角矩阵,并令 #

k
是下列K @ K 矩阵

  #
k
llc =

Pkl (1 - Pkl ) ,   当 l = lc,

- PklPklc,    当 l X lc,

这里, l , lc= 1, ,, K 1 我们可以验证: # k 是路由向量<k
(1) 的协方差矩阵1 因此,它是对称

且是非负定的1 令

  H = C +2 + MQ 0 + 6
K

k= 1

Kk #
k
QcM Cc1 ( 9)

由( 9)式可知:既然 6
K

k= 1
Kk #

k 与两个对角阵是对称且非负定的, H 也是对称且非负定的 1 

我们将假设 H是正定的以保证网络是具有随机性的1 用 $表示一个K @ J 非负矩阵,其元素

由下式给出:

  $kj =
1/ mk ,   若 k 是网站j 中优先权最低的类,

0,     其它 1 
( 10)

进一步地,对于一个向量 a = ( a1, ,, ad )c, 定义 + a + = maxd
i = 1 | ai | 且用 ] 表示 Skorohod拓

扑空间中的弱收敛(比如,参见文献 Eithier 和Kurtz[ 17] ) 1 
定理 1  假设( 6)式和( 7)式成立,初始数据满足:当 r y ] 时,有

  �W r
(0) ] W

*
(0) , ( 11)

这里, W
*

( 0) 为某一非负随机向量,而且当 r y ] 时,有下列依概率收敛,
  +�Zr

(0) - $�W r
(0) + y 0, ( 12)

令 �X r
= �W r

- R�Yr
,则当 r y ] 时, 存在过程 W

* 、X* 、Y* 和 Z
* 使得

  ( �W
r
, �X

r
, �Y

r
, �Z

r
) ] ( W

*
, X

*
, Y

*
, Z

*
) , ( 13)

这里 W
*

= X
*

+ RY
* 是一个( RJ

+ , H, #, R, M)-SRBM , 且上述的极限满足下列状态空间倒塌

性质

  Z
*

= $W
*

, ( 14)

R 是由下式给出的完全S矩阵

  R = ( I + CMQPc$)
- 1

, ( 15)

参数 H和 # 为

  H= RC, # = RHRc1 ( 16)

3  主要定理的证明

引理 1  在定理 1的条件下,矩阵 I + CMQPc$是可逆的,且由(15) 式给出的逆矩阵 R是

完全 S的1 
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证明  不失一般性, 我们用连续整数去标识在网站 1到 J 中具有相同优先权等级的工作

类,比如, 网站1到 J 中的最低等级的工作类可以被标记为 I1 = 1, ,, J ,倒数第二等级的可

以被标记为 I2 = J + 1, ,, 2J , ,, 最高等级的可以被标记为 Ih = K - J + 1, ,, K ,这

里 h = K / J 是交通类型的数目,且在工作类I1, I2, ,, Ih之间无交互路由1 因而,基于上述标

识方法,可知路由矩阵 P是由位于主对角线上的h 个J @ J 子矩阵P I
i
I

i
( i I 1, ,, h ) 组成

的分块对角矩阵,这里 P I
i
I

i
是相应于在各自网站中具有优先权等级 i 的那些工作类工作的路

由概率,即

  P = diag( P I
1
I
1
, ,, PI

h
I

h
) 1 ( 17)

因而矩阵 Q 也是一个分块对角矩阵并能被表示为:

  Q = ( I - Pc)
- 1

= diag( ( I - P
c
I
1
I
1
)

- 1
, ,, ( I - P

c
I

h
I

h
)

- 1
)1 ( 18)

矩阵 CM能够被分块为

  CM = [ diag( m1, ,, mJ ) , ,, diag( mK- J+ 1, ,, mK ) ] 1 ( 19)

矩阵 $是由 h 个J @ J 阶矩阵组成的分块矩阵,具有下列形式:

  $ = [ diag( m1, ,, mJ)
- 1

, 0, ,, 0]c, ( 20)

这里 0是 J @ J 阶 0矩阵1 由( 18)式、( 19)式和( 20)式, 有

  I + G = I + CM( I - Pc)
- 1$- CM$ =

    diag( m1, ,, mJ ) ( I - P
c
I
1
I
1
)

- 1
[ diag( m 1, ,, mJ ) ]

- 11 ( 21)

由( 21)式可以看出 I + G 是可逆的且其逆R由下式给出:

  R = diag( m 1, ,, mJ ) ( I - P
c
I
1
I
1
) [ diag( m1, ,, mJ ) ]

- 11 ( 22)

既然网络是开型的,我们知道矩阵 ( I - P
c
I
1
I
1
) 是完全 S的(比如参考 Bernard 和Kharroubi[ 18] ,

Harrison和Reiman
[ 19]
) 1 因而,容易检验 R 是完全S的1 t

我们主要定理证明的其余部分在相当程度上依赖于下面的流体模型(正象在文献 Bramson

和 J. G. Dai[ 9]中解释的,该模型是排队网络过程的类推) ,即对所有的 t \ 0,

  A ( t ) = At + PcD( t ) , ( 23)

  Z( t ) = Z(0) + A( t ) - D( t ) , ( 24)

  W( t ) = CM( A( t ) + Z( 0) ) - CT( t ) , ( 25)

  CT( t ) + Y( t ) = e
J
t , ( 26)

  Yj ( t ) 仅在 Wj ( t ) = 0的时刻 t 能够递增( j = 1, ,, J ) , ( 27)

这里假设 A= ( A1, ,, AK)c具有非负分量且m = ( m1, ,mK )c具有正分量,而M= diag( m)且

P 是一个流的转换矩阵1 更进一步地,有
  T( t ) = MD ( t)1 ( 28)

我们假设所有的流体过程是连续非负的且 A( #)、D (#)、T( #) 和 Y( #) 是非降的, 并从

( 23)式至( 26)式, 可得

  A(0) = D(0) = T(0) = Y(0) = 0, ( 29)

且从( 24)式, ( 25)式和( 28)式可得对所有的 t \ 0, 有
  W( t ) = CMZ( t )1 ( 30)

利用( 23)式至( 28)式,可证明如此的每一个流体过程是Lipschitz连续的,即如果 f 是任一

这样的过程,则对某一 N > 0(仅依赖于( A, m , P) ) 与对所有的 t 1、t 2 \ 0, 有下式成立:

  | f ( t 2) - f ( t1) | [ N | t 2- t1 | 1 
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特别地,它们是绝对连续的,因而它们是关于 [ 0, ] ) 上的Lebesgue测度几乎处处可微的 1 如
果流体模型(23) 式至( 30) 式的一个解( A , D, T, W, Z, Y) 在时刻一个 t > 0是可微的,则称该

点 t为此解的一个规则点1 今后,无论何时在我们利用一个流体过程在一点 t的导数时,我们

蕴含地假设了该时刻 t 是一个规则点 1 符号 Ûf ( t ) 将被用去表示函数 f 在时刻 t 的导数 1 因
而,由我们的服务机制可得,对所有规则点 t ,

  ÛT +
k ( t ) = 1当 Z

+
k ( t ) > 0,   k = 1, ,, K , ( 31)

Z
+
k ( #) 是对应于出现在优先权等级至少为 k 的工作类中的工作的总数,而 T

+
k ( #) 是对应于服

务员 s ( k ) 花在服务优先权等级至少为 k 的工作类的累积时间1 
定义 3  令 $是一个K @ J 的非负矩阵1 一个流体模型被称为是具有升高矩阵 $一致收

敛的, 如果存在这样的一个函数 g: R+ y R+ , 当 t y ] 时, g ( t ) y 0, 使得对每一个满足

+Z(0) + = 1的流体模型的解( A( #) , D( #) , T( #) , W( #) , Y( #) , Z( #) ) 及所有 t \ 0, 有
  + Z( t ) - Z( ] ) + [ g( t ) , ( 32)

这里 Z( ] ) I RK
+ 并满足

  Z( ] ) = $w ,   对某一 w I RK
+ 1 ( 33)

命题 2  假定矩阵 $由(10) 式给出且条件(6) 式、(7) 式、(11) 式和(12) 式都成立,则流体

模型(23) 式至(31) 式是具有升高矩阵 $一致收敛的1 
证明  利用引理 1证明中的符号,我们知道 I1是各网站中优先权等级最底的所有工作类

组成的指标集, Ii ( i I 2, ,, h ) 是各网站中优先权等级为 i的所有工作类组成的指标集 1 
我们将证明在初始数据 +Z (0) + = 1的条件下,在有限时间内,流体水平 Zk ( t ) ( k I Ii , i I
2, ,, h ) 达到 0,并且在那有限时间以后, Zk( t ) 保持常数1 
第 1步  我们证明在有限时间内,流体水平 Zk( t ) ( k I Ii , i I 2, ,, h ) 达到01 对于

一个K 维向量x,我们用( xI
1
, ,, x I

h
)c来表示相应的分割, 而用 MI

i
( i I 2, ,, h ) 表示主对

角线由 mk( k I Ii ) 组成的 J @ J 矩阵,并令

  QI
i
= ( I - P

c
I

i
I

i
)

- 11 

这样,我们可以构造一个由所有优先权等级为 i 的工作类的流体水平组成的 Liapunov 函数(总

的工作量)如下:

  f i ( t ) = ecMI
i
QI

i
ZI

i
( t ) , ( 34)

这里 e表示所有分量均为1的 J 维向量1 注意到引理 1证明中的( 17)式和( 18)式,我们可以构
造一个由较高优先权等级工作类的流体水平组成的Liapunov函数,

  f ( t ) = 6
h

i= 2
f i ( t ) 1 ( 35)

现在,我们想证明存在一个合适的 D \ 0,使得对所有 t \ D,有 f ( t ) = 0成立 1 为了达此目
的,我们对 i I 2, ,, h 采用归纳法1 

在进行归纳假设分析之前,我们需导出一些与集 Ii ( i I 1, 2, ,, h ) 有关的方程 1 由
(23) 式和(24) 式及路由矩阵 P的结构,我们有

  ZI
i
( t ) = ZI

i
(0) + AI

i
t - ( I - P

c
I

i
I

i
) DI

i
( t )1 ( 36)

之后,我们要考虑 k I Ii及在一个固定的 t \ 0时, Zk( t ) = 0和 Zk( t ) X 0的情况, 因而,我

们引入下面的符号

  I
o

i = k : Zk( t ) = 0, k I Ii , I
n

i = k: Zk( t ) X 0, k I Ii 1 ( 37)
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注意到我们的网络是开型的, 因而我们可以求解( 36)式并得到

  DI o

i
( t ) = QI o

i
( ZI o

i
(0) + AI o

i
t + P

c
I

n

i
I

o

i
DI n

i
( t ) - ZI o

i
( t ) ) , ( 38)

这里,由( 37)式,有 QI o

i
= ( I - P

c
I

o

i
I

o

i
)

- 1
和 Z I o

i
( t ) = 01 再由交通方程(3) 式与路由矩阵 P

的结构,我们有

  KI
i

= AI
i
+ P

c
I

i
I

i
KI

i
1 ( 39)

求解( 39)式,我们得到

  KI o

i
= QI o

i
( AI o

i
+ P

c
I

n

i
I

o

i
KI

i

n )1 ( 40)

下面我们进行归纳证明1 在归纳证明的第1步, 我们考虑 i = h 的情况,并证明在有限时

间内,流体水平 Zk( t ) ( k I Ih) 达到0, 这里 Ih是各网站中优先权等级最高的工作类相应的指

标集1 具体的,我们证明一个替代的结论,即证明存在合适的 Dh \0,使得对于所有 t \Dh,有

f h( t ) = 0,因而,对于所有的 t \ Dh 和k I Ih,有 Zk( t ) = 01 事实上, 在一个时刻 t ,当 f h( t )

> 0时,则至少存在一个 k I Ih,使得 Zk( t ) > 0, 故 Ih
n 是非空的 1 这样,由(34) 式, (36) 式

和(39) 式, 可得对每一个规则点 t , 我们有

  Ûf h ( t ) = ecM I
h
( KI

h
- ÛDI

h
( t ) ) =

    e
c
I

h

oMI
h

o ( KI
h

o - ÛD I
h

o( t ) ) + e
c
I

h

nMI
h

n ( KI
h

n - ÛD I
h

n( t ) ) =

    e
c
I

h

oMI
h

oQI
h

oP
c
I

n

h
I

o

h
( KI n

h
- ÛD I

n

h
( t ) ) + e

c
I

n

h
MI

n

h
( KI n

h
- ÛDI n

h
( t ) ) =

    ( e
c
I

o

h
MI

o

h
QI o

h
P

c
I

n

h
I

o

h
M

- 1

I
n

h
+ e

c
I

n

h
) ( MI

n

h
KI n

h
- MI

n

h
ÛD I

n

h
( t ) ) =

    6
k I I n

h

(1 + ( e
c
I

o

h
MI

o

h
QI o

h
P

c
I

n

h
I

o

h
M

- 1

I
n

h
) k) ( Kkmk - mk ÛDk( t ) ) =

    - 6
k I I n

h

(1 + ( e
c
I

o

h
MI

o

h
QI o

h
P

c
I

n

h
I

o

h
M

- 1
I

n

h
) k ) 6

l I C( s( k) ) \ k

Klml , ( 41)

这里 e I o

h
和 eI n

h
是各分量为1, 其维数分别相应于集 I o

h 和 I n
h 中指标的数目;在上述的第 3个

等式中, 我们用了( 38) 式、(40) 式和 ZIo

i
( t ) = 0的事实; 在第5个等式中, (#) k表示相应向量的

第 k 个分量;在最后一个等式中,我们用了满负荷交通条件(8) 和流体模型性质(31) 式及(28)

式推断出 ÛDl ( t ) = 0( l I C ( s( k ) ) \ k ) 且 mkÛDk( t ) = 1,这里 k是网站 s( k ) 中优先权等级

最高的那个工作类的指标, C ( s( k ) ) \ k 是网站 s( k ) 中除了工作类 k 以外的所有工作类的

指标集 1 由于 e
c
I

o

h
M I

o

h
QI o

h
P

c
I

n

h
I

o

h
M

- 1

I
n

h
\ 0, 因此

  Dc
h S min

I n
h

I G
h

6
k I I n

h

(1 + ( e
c
I

o

h
MI

o

h
QI o

h
P

c
I

n

h
I

o

h
M

- 1
I

n

h
) k ) 6

l I C ( s( k) ) \ k

Klml > 0, ( 42)

这里 Gh 是由 Ih 中工作类指标所有可能的非空集合组成的集类 1 这样,由(41) 式和(42) 式,

可得下述结论: 只要 f h ( t ) > 0就有下式成立Ûf h( t ) [ - Dch1 下面定义

  Dh S f h (0) / Dc
h, ( 43)

则既然 f h (#) 是绝对连续的, 因而对所有 t \ Dh ,有 f h( t ) = 0成立, 并且对所有 t \ Dh 和k I

Ih,有 Zk( t ) = 0成立1 

在归纳证明的第2步中,我们假设对一个固定的 i I 2, ,, h - 1 ,命题对 i+ 1 [ j [ h

是成立的,即存在一个非负常数 Di+ 1使得对 t \ Di+ 1和 k I G h
j = i+ 1Ij (集 Ij 的并) ,有 Zk( t ) =

0成立1 这样,我们可以推断在所有 t \Di+ 1的规则点上,有 ÛZk( t ) = 0( k I G h
j= i+ 1Ij ) 成立 1 
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因而,由(36) 式和(39) 式, 我们得到对 i + 1 [ j [ h, 有下式成立

  ÛDI
j
( t ) = ( I - P

c
I

j
I

j
)

- 1AI
j
= KI

j
1 ( 44)

在归纳证明的第 3步中,我们证明对于第 2步中固定的 i ,命题对 i [ j [ h成立,即存在

一个非负常数 Di ,使得对于所有 t \Di和k I G h
j= iIj ,有 Zk( t ) = 0成立1 与前面的解释类似,

我们证明存在一个合适的常数 Di \0使得对所有 t \ Di 和i [ j [ h,有 f j ( t ) = 0成立 1 为
达此目标,我们考虑 t \ Di+ 11 由第 2步中的归纳假设, 我们知道对于 i + 1 [ j [ h ,有 f j ( t )

= 0成立 1 这样,我们仅需讨论当 t \ Di+ 1时 f i ( t ) 的情况 1 由于在一个时刻 t ,至少存在一

个 k I Ii使得Zk( t ) > 0,因而当 f i ( t ) > 0时, Ii
n 非空 1 这样,由(34) 式, (36) 式和(39) 式

可得,对每一个规则点 t , 有下式成立:

  Ûf i ( t ) = ecMI
i
( KI

i
- ÛD I

i
( t ) ) =

    e
c
I o

i
MI o

i
( KI o

i
- ÛDI o

i
( t ) ) + e

c
I n

i
MI n

i
( KI n

i
- ÛDI n

i
( t ) ) =

    e
c
I

o

i
MI

o

i
QI o

i
P

c
I

n

i
I

o

i
( KI n

i
- ÛD I

n

i
( t ) ) + e

c
I

n

i
MI

n

i
( KI n

i
- ÛD I

n

i
( t ) ) =

    ( e
c
I

o

i
MI

o

i
QI o

i
P

c
I

n

i
I

o

i
M

- 1
I

n

i
+ e

c
I

n

i
) ( MI

n

i
KI n

i
- MI

n

i
ÛD I

n

i
( t ) ) =

    6
k I I n

i

(1 + ( e
c
I

o

i
MI

o

i
QI o

i
P

c
I

n

i
I

o

i
M

- 1
I

n

i
) k) ( Kkmk - mkÛDk( t ) ) =

    - 6
k I I n

i

(1 + ( e
c
I

o

i
MI

o

i
QI o

i
P

c
I

n

i
I

o

i
M

- 1
I

n

i
) k ) 6

l I C ( s ( k) ) \ H
i
( s( k) )

Klml , ( 45)

这里我们需要给出一些有关上述最后一个等式的解释1 Hi ( s( k ) ) 是网站 s( k ) 中优先权等

级至少为 i的工作类的指标集, C ( s ( k ) ) \ Hi ( s ( k) ) 表示网站 s ( k )中优先权等级低于 i的那

些工作类的指标集1 由于在网站 s ( k )中,工作类 k具有优先权等级i且是非空的,这样由(28)

式和 SBP 流体模型性质(31) 式,我们知道对 l I C ( s( k ) ) \ Hi ( s( k ) ) , 有 ÛDl ( t ) = 0成立且

  6
l I H

i
( s ( k) )

mlÛDl ( t ) = 11 ( 46)

从而,由满负荷交通条件( 8) ,第 2步中的规纳假设( 44)式,及( 46)式可得,对 k I I n
i , 有下式

成立:

  Kkmk - mkÛDk( t ) = 6
l I H

i
( s( k) )

( Klml - mlÛDl ( t ) ) = - 6
l I C ( s ( k) ) \ H

i
( s( k) )

Klml 1 

因而我们为( 45)式提供了一个证明1 下面因为 e
c
I

o

i
MI

o

i
QI o

i
P

c
I

n

i
I

o

i
M

- 1
I

n

i
\ 0, 从而有

  D
c
i S min

I n

i
I G

i

6
k I I n

i

(1 + ( e
c
I

o

i
MI

o

i
QI o

i
P

c
I

n

i
I

o

i
M

- 1

I
n

i
) k ) 6

l I C( s( k) ) \ H
i
( s ( k) )

Klml > 0, ( 47)

这里 Gi是由Ii中工作类指标所有可能的非空集合组成的集类 1 那么, 由(45) 式和(47) 式,可

得对 t I [ Di+ 1, ] ) ,有下式成立:Ûf i ( t ) [ - D
c
i 若f i ( t ) > 01 定义

  Di S Di+ 1+ f i ( Di+ 1) / D
c
i , ( 48)

则既然 f i ( #) 是绝对连续的,那么对 t \ Di , 有 f i ( t ) = 0成立,因而对所有 t \ Di , 有 Zk( t ) =

0( k I G h
j = iIj ) 成立1 

在定理该步证明的最后,我们取由上面归纳证明部分得到的 D2, 即令 D= D2, 则对于 t \

D,有 f ( t ) = 0成立,因此对所有的 t \ D和 k I G h
j = 2Ij ,有 Zk( t ) = 0成立,这里 f ( t ) 由( 35)

式给出1 
第2步  我们证明在由定理证明的第一步中得到的时刻 D之后,流体水平 Zk( t ) ( k I I1)
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保持常数 1 为了证明此结论,我们在时刻 D处重新开启流体模型的解如下:

  ( A
D
( t ) , D

D
( t ) , T

D
( t ) , W

D
( t ) , Y

D
( t ) , Z

D
( t ) ) =

    ( A( t + D) - A( D) , D( t + D) - D( D) , T( t + D) -

    T ( D) , W( t + D) , Y( t + D) - Y( D) , Z( t + D) ) , ( 49)

这里 t \01 可以看出(49) 式的左边仍旧是一个初值为 Z
D
(0) = Z( D) 的流体模型的解 1 由

(36) 式, (40) 式和 Z
D
I

i
( t ) = 0( i I 2, ,, h ) , 可得

  D
D
I

i
( t ) = ( I - P

c
I

i
I

i
)

- 1
Z
D
I

i
(0) + KI

i
t 1 ( 50)

因而,我们有

  Z
D
I
1
( t ) = Z

D
I
1
( 0) + AI

1
t - ( I - P

c
I
1
I
1
) M

- 1
I
1
e I
1
t - 6

h

i= 2
T
D
I

i
( t ) - Y

D
( t ) =

    X D
I
1
( t ) + AI

1
- ( I - P

c
I
1
I
1
) M

- 1
I
1
eI
1
- 6

h

i= 2
MI

i
KI

i
t +

    ( I - P
c
I
1
I
1
) M

- 1
I
1
Y
D
( t ) = X

D
I
1
( t ) + ( I - P

c
I
1
I
1
) M

- 1
I
1
Y
D
( t ) , ( 51)

这里

  X
D
I
1
( t ) S Z

D
I
1
(0) + ( I - P

c
I
1
I
1
) M

- 1
I
1 6

h

i= 2
M I

i
( I - P

c
I

i
I

i
)

- 1
Z
D
I

i
(0) 1 

在( 51)式的第 1个等式中,我们用了( 36)式、( 28)式和( 26)式;在第 2个等式中,我们用了

(28)式和( 50)式;第 3个等式是由满负荷交通条件( 8)与交通方程( 39)得到1 进一步地,我们
有下列关系成立:

  Q
]

0
Z
D

k ( t )d Y
D

k ( t ) = 0,   k I I1, ( 52)

  Y
D

k (#) 为非减序列, Y
D

k (0) = 0,   k I I11 ( 53)

因而( 51)式到( 53)式构成一个所谓的连续确定性的规则( Skorohod)问题1 既然我们的网络是

开型的,则矩阵 ( I - P
c
I
1
I
1
) 是完全 S 的 (比如: 参见文献 Bernard 和 Kharroubi[ 18] , Harrison 和

Reiman[ 19] ) 1 这样可知( 51)式中的反射矩阵 ( I - P
c
I
1
I
1
) M

- 1
I
1
是完全S的1 因而,由文献 Bernard

和Kharroubi[ 18]中的一个振荡不等式及( 51)式可得:对任何 0 [ t 1 < t 2 < ] , 有

  Osc( Z D
I
1
( #) , [ t 1, t 2] ) S sup + Z

D
I
1
( t ) - Z

D
I
1
( s ) + : t1 [ s < t [ t 2 [

    JOsc( X D
I
1
(#) , [ t1, t 2] ) = 0 ( 54)

成立,这里 J是一个正常数,它仅依赖于(51) 式中的反射矩阵( I - P
c
I
1
I
1
)M

- 1
I
1
1 从而有下式成

立: ZI
1
( D+ t) = ZI

1
( D) 对所有 t \ 01 因此, 我们完成了定理的第 2步证明1 

最后,令 ZI
1
( ] ) = ZI

1
( D) 和 ZI

i
( ] ) = 0( i I 2, ,, h ) , 则有 Z( t ) = Z( ] ) ( t \

D) 1 若我们能够证明 sup+Z (0) += 1D< ] , 则我们可完成命题2的证明 1 事实上,该论断也可

以由归纳法证明1 首先,对于 j = h ,由(43) 式和(34) 式可得: sup +Z (0) += 1Dh < ] 1 其次,假

设对一个固定的 i I 2, ,, h - 1 ,有 sup+ Z( 0) += 1Di+ 1 < ] 成立 1 再者,我们考虑 j = i的

情况:既然 Z( #) 是Lipschitz连续的,则有下式成立

  + Z( Di+ 1) + [ +Z( Di+ 1) - Z(0) + + +Z(0) + = NDi+ 1+ 1, ( 55)

这里 N 是一个仅依赖于( A, M, P) 的常数 1 因而, 由 (48) 式、(34) 式和归纳假设, 可知

sup+Z (0) += 1Di < ] 成立1 t
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定理 1的证明  基于引理 1和命题 2, 再由文献 Bramson和 J. G. Dai[ 9]中的有关结论可知

我们的主要定理是成立的1 t
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Diffusion Approximations for Multiclass Queueing

Networks Under Preemptive Priority

Service Discipline

DAI Wan-yang

( Depar tment of Mathema tics , Nan jin g Un iver sity , Nanjin g 210093, P . R . China )

Abstract: A heavy traffic limit theorem is proved to justify diffusion approximations for multiclass

queueing networks under preemptive priority service discipline and provide effective stochastic dynam-

ical models for the systems. Such queueing networks typically appear in high-speed integrated services

packet networks in telecommunication system. In the network, there are a number of packet traffic

types. Each type needs a number of job classes ( stages) of processing and each type of jobs is as-

signed the same priority rank at every station where it possibly receives service. Moreover, there is no

inter-routing among different traffic types throughout the entire network.

Key words: multiclass queueing network; preemptive priority; heavy traffic; semimartingale reflecting

Brownian motion; fluid model; diffusion approximation; Lyapunov function
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