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层状横观各向同性饱和地基上
圆板的非轴对称振动
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(我刊原编委黄义推荐)

摘要:  研究了层状横观各向同性饱和地基上弹性圆板的非轴对称振动问题1 首先, 通过方位角

的Fourier 变换,将圆柱坐标系下横观各向同性饱和土的三维动力方程转化为一阶常微分方程组,

基于径向Hankel变换,建立问题的状态方程,求解状态方程后得到传递矩阵;其次,利用传递矩阵,

结合层状饱和地基的边界条件、排水条件及层间接触和连续条件, 给出了任意简谐激振力作用下

层状横观各向同性饱和地基动力响应的通解; 然后, 按混合边值问题建立层状饱和地基上弹性圆

板非轴对称振动的对偶积分方程,并将对偶积分方程化为易于数值计算的第二类 Fredholm 积分方

程,并给出了算例1 
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引   言

层状饱和地基上板的振动是一个复杂的动力接触问题, 在地震学、地震工程学、土力学和

地球物理等学科有着广泛的应用1 自Biot提出各向同性饱和多孔介质的动力方程[ 1- 3]后,诸多

学者基于 Biot理论,分别采用有限单元法( Zienkiewicz[ 4] ) ,频域或 Laplace域边界单元法( Chang

等[ 5] , Chen[ 6] ) ,以及基于 Fourier 展开和Hankel变换的解析法( Philippacopoulos[ 7- 8] ,黄义等[ 9] ,张

引科等[ 10] )研究了饱和多孔介质的动力响应问题1 针对饱和地基与板的动力相互作用研究,
因饱和土介质力学模型的复杂性, 数学处理上相当困难,目前主要成果大都局限于各向同性饱

和地基(金波
[ 11]

,陈龙珠等
[ 12]

,陈胜利等
[ 13-14]

) ,很少涉及层状的各向异性饱和介质1 
考虑到天然饱和土体由于土颗粒在沉积过程中排列的取向性, 造成土体水平方向和竖直

方向性质(变形模量、Poisson比和剪切模量等)存在差异,同一层内土体的应力应变关系多表现

为各向异性,因此,采用层状横观各向同性饱和地基模型分析层状地基上板的动力问题, 是比

较切合实际的1 近年来, 本文作者针对横观各向同性饱和地基的三维振动问题进行了一系列

研究[ 15-17] ,取得了一定的成果,但未涉及层状横观各向同性饱和地基与板的动力相互作用问

题1 针对该问题的研究成果至今还未看到相关文献报道# 
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本文在作者以往工作的基础上,研究了层状横观各向同性饱和地基上弹性圆板的非轴对

称振动问题1 首先基于横观各向同性饱和土的动力方程,通过方位角的 Fourier变换, 将圆柱

坐标系下饱和土的 Biot非轴对称波动方程转化为一阶常微分方程组;然后根据径向Hankel变

换,并引入组合状态向量,建立问题的状态方程, 求解状态方程后得到传递矩阵; 其次, 利用传

递矩阵,结合饱和层状地基的边界条件、排水条件及层间接触和连续条件, 得到了任意激振力

作用下,层状横观各向同性饱和地基的动力响应的频域通解; 最后, 按混合边值问题建立了层

状饱和地基上弹性圆板非轴对称振动的对偶积分方程, 并将对偶积分方程化为易于数值计算

的第二类 Fredholm积分方程1 文末算例给出了饱和地基表面及弹性圆板竖直和径向位移响应
的数值解1 

1  单层横观各向同性饱和土层动力方程及传递矩阵

设多层横观各向同性饱和地基由 N 层无限水平、层状、横观各向同性饱和土构成 1 地表
作用有任意分布的简谐力,如图1所示 1 在柱坐标系下,取 z 轴平行于各层介质材料对称轴方

向, 且沿地基深度方向, r-H平面平行于介质的各向同性平面 1 当以土骨架的平均位移 u 和孔

隙流体相对于固体骨架运动的平均位移 w为基本未知量时,多层横观各向同性饱和地基中第

i 层内两相介质中的土体运动方程为(为简化符号,略去各变量的角标 i )

  
5Rr
5r +

1
r

5SrH
5H+

5Srz
5z +

Rr - RH
r

= Q&u r + Ql&wr , ( 1a)

  
5SHr
5r +

1
r

5RH
5H+

5SHz
5z +

2SHr
r

= Q&uH+ Ql&wH, ( 1b)

  
5Szr
5r +

1
r

5SzH
5H +

5Rz
5z +

Szr
r

= Q&uz + Ql&wz , ( 1c)

流体运动方程

  -
5p
5r = Ql&ur + m1&w r + Gr1Ûwr , ( 2a)

  -
5p
r5H= Ql&uH+ m 1&w H+ Gr 1Ûw H, ( 2b)

  -
5p
5z = Ql&uz + m3&w z + Gr3Ûwz , ( 2c)

方程( 1)和方程( 2)中, Rij 是饱和多孔介质的总应力张量, p 是孔隙水压力; u i和w i分别为u和

w沿r、H和z 方向的位移分量; Q0是饱和多孔介质密度, Q0 = (1- <) Qs+ <Ql, Ql孔隙流体密度,

Qs 是骨架固体材料密度, <是多孔介质的孔隙率; mj 和r j ( j = 1, 3) 是反映 Biot问题引入的量,

可表示为 mj = Re[ Aj ( X) ] Ql/ <, r j = G/ (Re[ K j ( X) ] ) ; G是孔隙流体动力粘滞系数, Aj ( X) ( j

= 1, 3) 是水平和垂直动态孔隙弯曲度 K j ( X) , 是相应的动态渗透率, 它们之间存在关系:

Aj ( X) = i G</ (Re[ K j ( X) Ql] ) 1 考虑有效应力原理后,横观各向同性饱和土的应力-应变关系

表示为

  Rr = 2B1
5ur
5r + B2 -

B
2
6

B 8
e + B3-

B6B7
B 8

5uz
5z +

B 6

B 8
p , ( 3a)

  RH = 2B1
ur
r
+

5 uH
r5H

+ B2 -
B
2
6

B8
e + B 3-

B 6B7
B8

5 uz
5z +

B 6

B 8
p , ( 3b)

  Rz = B 3-
B6B7
B 8

e + B 4-
B
2
7

B 8

5uz
5z +

B7
B8
p , ( 3c)
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  SHz = B5
5 ur
r5H+

5uH
5z , Srz = B5

5u r
5z +

5 uz
5 r , ( 3d, e)

  SrH= B1
5 ur
r5H+

5uH
5z -

uH
r

( 3f )

及

  p = B6 e + B7
5uz
5z + B8E,

式中

  E = - divw, e =
5 ur
5 r +

1
r

5 uH
5H+

uH
r
,

Bj ( j = 1, 2, ,, 8) 为弹性常数,可用横观各向同性介质弹性常数 cij、骨架固体体积模量 K s、孔

隙流体体积模量K l和孔隙率 <表示[ 18] 1 考虑简谐激励 f eiXt下的稳态响应, 由式( 2)可以得出

  wr = B1
5p
5r - Ql X

2
ur , wH= B1

5p
r5H- Ql X

2
uH , wz = B3

5p
5z - Ql X

2
uz , ( 5)

式中, p 是孔隙水压力幅值, Bj = 1/ (mj X
2
- i XGr j ) ( j = 1, 3) , X是简谐激励的圆频率; i是虚

数单位1 

不失一般性,设地表作用的非轴对称激励函数的幅值可以表示为

  

Fr ( r , H, z , X)

FH( r , H, z , X)

Fz ( r , H, z , X)

= 6
]

n= 0

Fr n( r , z , X) cosnH

FHn( r , z , X) sinnH

Fzn ( r , z , X) cosnH

1 ( 6)

位移、应力和水压力的一般解表示为

  

ur ( r , H, z , X)

uz ( r , H, z , X)

p ( r , H, z , X)

Rz ( r , H, z , X)

Rr( r , H, z , X)

RH( r, H, z , X)

Srz ( r , H, z , X)

= 6
]

n= 0

u rn ( r, z , X)

uzn( r , z , X)

pn ( r , z , X)

Rzn ( r, z , X)

Rr n( r , z , X)

RHn( r , z , X)

Srzn( r , z , X)

cosnH ( 7)

及

  

uH( r , H, z , X)

SHz ( r , H, z , X)

SrH( r , H, z , X)

= 6
]

n = 0

uHn ( r , z , X)

SHzn( r , z , X)

SrHn( r , z , X)

sinnH1 ( 8)

将式( 7)、式( 8)分别代入式( 1) ,式( 3)和式( 4)进行简化,令

  Un = ur n + uHn, Vn = u rn - uHn, ( 9)

  T 1n = Srzn + SHzn, T 2n = Srzn - SHzn1 ( 10)

整理后得到

  
5Un

5z =
1
B5

T 1n-
5
5r -

n
r

uzn , ( 11)

  
5 Vn
5z =

1
B5

T 2n-
5
5r +

n
r

uzn , ( 12)
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5 uzn
5z =

1
b4

Rzn- f 3en -
B7
B8
p n , ( 13)

  
5T 1n
5z = -

f 3

b4
5
5r -

n
r
Rzn - b6-

f 3

b4

B7

B8
5
5r -

n
r

p n -

    b2-
f
2
3

b4

5
5r -

n
r

en - [ B 1¨2
( n+ 1) + Q*1 X

2
] Un , ( 14)

  
5T 2n
5z = -

f 3
b4

5
5r +

n
r
Rzn - b6-

f 3
b4

B7
B8

5
5r +

n
r

p n -

    b2-
f
2
3

b4
5
5r +

n
r

en - [ B 1¨2
( n- 1) + Q

*
1 X

2
] Vn , ( 15)

  
52p n
5z 2

=
1
B3

b7
b4
Rzn -

1
B3

B1¨2( n) + 1
B8

+
b 7
b 4

B 7

B 8
p n+

1
B3

b6-
f 3 b7
b 4

en , ( 16)

  
5Rzn
5z = -

1
2

5
5 r +

n + 1
r

T 1n -
1
2

5
5 r -

n - 1
r

T 2n -

    Q*3 X
2
uzn - Ql X

2B3
5pn
5z , ( 17)

式( 14)至式( 17)中

  b2 = B 1+ B2-
B
2
6

B8
, b3 = B3 + B5-

B6B 7

B8
, f 3 = b3- B5, b4 = B4-

B
2
7

B8
,

  b6 =
B6
B8

+ X2QlB1, b7 =
B7
B8

+ X2QlB3, ¨2( n) = 52

5r 2
+

5
r5 r -

n
2

r
2 1 

引入 n 阶Hankel变换和逆变换

  �f ( k , z ; X) = Q
]

0
f ( r , z ; X) r Jn ( kr )dr , ( 18)

  f ( r , z ; X) = Q
]

0
�f ( k , z ; X) k Jn ( kr )dk1 ( 19)

分别对式( 11)、式( 12)和式( 13)施加 n+ 1阶、n - 1阶和n 阶Hankel变换;对式( 14)和式( 15)施

加 n + 1阶和 n - 1阶 Hankel变换;对式( 16)和式( 17)施加 n 阶Hankel变换,同时定义

�Un、�T 1n ) ) ) Un、T 1n 的n + 1阶Hankel变换;

�Vn、�T 2n ) ) ) Vn、T 2n 的n - 1阶Hankel变换;

�Rzn、�p n、�uzn ) ) ) Rzn、pn、uzn 的n阶 Hankel变换1 

整理后,得到以下状态方程

  5
5z�Y = A�Y, ( 20)

式中

  �Y = [�Un  �V n  �Rzn  �p n  �u zn  �T 1n  �T 2n  �tn ]T , �t n =
5�p n
5z ,

  A =
0 A1

A2 0
, A1 =

k 1/ B 5 0 0

- k 0 1/ B5 0

- Q*3 X
2

- k / 2 k/ 2 - Ql X
2B1

0 0 0 1

,
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  A2 =

-
f 3k

2b4

f 3 k

2b4
1
b4

-
1
b4

B7
B8

B5K
2
0+

k
2 M -

k
2 M

f 3
b4

N

-
k
2
M B5K

2
0+

k
2
M -

f 3

b4
- N

k
2
Q -

k
2
Q -

b7

B3 b4
- P

,

其中

  K20 =
B1 k

2
- X2Q*1
B5

, M = b 2-
f
2
3

b4
, N = b6 -

f 3
b4

B 7

B 8
,

  P =
1
B3

b8+
b7
b4

B7
B8

, Q =
1
B3

b6 -
f 3 b7
b4

, b8 =
1
B8

- k
2
B11 

求解方程组( 20) ,可以推出第 i 层内任意深度 z 的状态向量与该层表面上状态向量的关系式,

即

  �Yi ( k , z ; X) = exp[ zAi
( k; X) ]�Yi ( k , 0; X) ( 21)

或    �Yi ( k , z ; X) = T
i
( k , z ; X) �Yi ( k , 0; X) , ( 22)

上式中, T
i
( k , z ; X) = exp[ zA

i
( k ; X) ] 即为第 i 层介质的传递矩阵1 

2  多层横观各向同性饱和地基动力响应的通解

图1所示 N层横观各向同性饱和地基1 设各层厚度为 hi ( i = 1, 2, ,, N) ,设地基表面作

用有任意分布的激振力 Frexp( i Xt ) , FHexp( i Xt ) ,和 Fz exp( iXt ) ,地基底面不动,且层间完全接

触和连续1 在各层建立局部柱坐标系( r , H, z )1 按式( 5) ~ 式( 7)对应力、位移、孔隙水压力等
变量做相应Fourier展开, 并结合式( 9)和式( 10) ,然后施加相应阶的Hankel变换后,得到

图 1 成层横观各向同性饱和   

地基的力学模型

地基表面 z = 0处边界条件

  �R1zn ( k , 0; X) = �Fzn( k , 0; X) ,

  �T 11n ( k , 0; X) =
    �Frn ( k, 0; X) + �FHn ( k , 0; X) ,

  �T 12n ( k , 0; X) =

    �Fzn( k , 0; X) - �FHn( k , 0; X)1 

地表排水

  �p 1n( k , 0; X) = 0; ( 23a)

地表不排水

  �t 1n( k , 0; X) = 01 ( 23b)

层间完全接触, 满足以下连续条件

  �Yi ( k , h i ; X) = �Yi+ 1( k , 0; X) 1 ( 24)

地基底面 z = hN 处边界条件

  �UNn ( k , hN ; X) = �VNn ( k , hN ; X) =

    �uNzn( k , hN ; X) = 01 

底面排水

1236 层状横观各向同性饱和地基上圆板的非轴对称振动



  �pNn ( k , hN ; X) = 0; ( 25a)

底面不排水

  �tNn ( k , hN ; X) = 01 ( 25b)

利用式( 22)和式( 24)逐层递推,可以得出第 i层内任意深度z 处的状态向量与地表状态向量之

间的关系,即

  �Yi ( k , z ; X) = G
i
( k , z ; X) �Y1( k , 0; X) , ( 26)

式中   G
i
( k , z ; X) = F

N

i= 1

T
i
( k, h i ; X)1 

为计算地表状态向量 Y
1
( k , 0; X) ,只需在式(26) 中取 i = N , 再结合式( 23)至式( 25) ,同

时考虑地基表面和底面排水情况后,得到

( � ) 双面排水
�U1n( k , 0; X)

�V
1
n( k , 0; X)

�u1zn ( k, 0; X)

�t 1n ( k, 0; X)

= -

G11 G12 G15 G18

G21 G22 G25 G28

G41 G42 G45 G48

G51 G52 G55 G58

- 1
G13 G14 G 16 G 17

G23 G24 G 26 G 27

G43 G44 G 46 G 47

G53 G54 G 56 G 57

�Rzn( k , 0; X)

�p n( k , 0; X)

�T 1n( k , 0; X)

�T 2n( k , 0; X)

1 

( 27)

( � ) 双面不排水
�U1n( k , 0; X)

�V
1
n( k , 0; X)

�u1zn ( k, 0; X)

�p 1n( k , 0; X)

= -

G11 G12 G15 G14

G21 G22 G25 G24

G51 G52 G55 G54

G81 G82 G85 G84

- 1
G13 G16 G 17 G 18

G23 G26 G 27 G 28

G53 G56 G 57 G 58

G83 G86 G 87 G 88

�Rzn( k , 0; X)

�T 1n( k , 0; X)

�T 2n( k , 0; X)

�tn ( k, 0; X)

1 

( 28)

( � ) 单面排水(底面不排水)
�U1n( k , 0; X)

�V 1n( k , 0; X)

�u
1
zn ( k, 0; X)

�t 1n ( k, 0; X)

= -

G11 G12 G15 G18

G21 G22 G25 G28

G51 G52 G55 G58

G81 G82 G85 G88

- 1
G13 G14 G 16 G 17

G23 G24 G 26 G 27

G53 G54 G 56 G 57

G83 G84 G 86 G 87

�Rzn( k , 0; X)

�p n( k , 0; X)

�T 1n( k , 0; X)

�T 2n( k , 0; X)

1 

( 29)

( � ) 单面排水(表面不排水)
�U1n( k , 0; X)

�V 1n( k , 0; X)

�u
1
zn ( k, 0; X)

�p 1n( k , 0; X)

= -

G11 G12 G15 G14

G21 G22 G25 G24

G41 G42 G45 G44

G51 G52 G55 G54

- 1
G13 G16 G 17 G 18

G23 G26 G 27 G 28

G43 G46 G 47 G 48

G53 G56 G 57 G 58

�Rzn( k , 0; X)

�T 1n( k , 0; X)

�T 2n( k , 0; X)

�tn ( k, 0; X)

, ( 30)

式中, Gmn为8 @ 8阶矩阵 G
N
( k , z ; X) 的对应元素 1 利用式(27) 至式(30) 算出地表状态向量

Y
1
( k , 0; X)后,由式(26)即可算出第 i层内任意深度z 处的状态向量Y

i
( k , z ; X) 的通解1 进一

步,利用式( 19)和式( 9)、式( 10) ,得

  u
i
r n( r , z ; X) =

1
2Q

]

0
�Uin( k , z ; X) k Jn+ 1( kr )dk +
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    1
2Q

]

0
�Vin( k , z ; X) kJn- 1( kr )dk, ( 31a)

  u
i
Hn ( r , z ; X) =

1
2Q

]

0
�Ui
n( k , z ; X) k Jn+ 1( kr) dk -

    1
2Q

]

0
�V
i
n( k , z ; X) kJn- 1( kr )dk, ( 31b)

  u
i
z n( r , z ; X) = Q

]

0
�u
i
z n( k , z ; X) kJn( kr) dk , ( 31c)

  p
i
n( r , z ; X) = Q

]

0
�p in( k , z ; X) k Jn( kr )dk , ( 31d)

  Riz n ( r , z ; X) = Q
]

0
�Riz n( k , z ; X) k Jn( kr )dk , ( 31e)

  Sir z n( r , z ; X) =
1
2Q

]

0
�T i
1n( k , z ; X) k Jn+ 1( kr )dk +

    1
2Q

]

0
�T i
2n ( k, z ; X) kJn- 1( kr )dk , ( 31f )

  SiHz n ( r , z ; X) =
1
2Q

]

0
�T i
1n( k , z ; X) kJn+ 1( kr )dk -

    1
2Q

]

0
�T i
2n ( k, z ; X) kJn- 1( kr )dk1 ( 31g)

如果需要计算问题的时域响应,可按下述积分求出

  f ( r , H, z ; t ) = Q
]

0
f ( r , H, z ; X) exp( iXt )d X1 ( 32)

3  混合边值问题

半径为 a 的弹性圆板支承在层状横观各向同性饱和地基的表面,假设圆板与地基之间为

光滑接触1 圆板的Poisson比为M, 板密度为 Q,挠曲刚度为D 1 设板受任意非轴对称简谐激励
q ( r , H) exp( i Xt ) 作用, 地基作用于圆板的竖向反力为 Fz ( r , H) exp( i Xt ) , X为激励的圆频率1 
板的动力方程表示为

  D ¨2¨2w ( r , H) - QhX2w ( r , H) = q( r , H) - Fz ( r , H) , ( 33)

式中   ¨2 = 52

5r2
+

1
r

5
5r +

1

r
2
52

5H2
, D =

Eh
3

12(1 - M2)
1 

将圆板的挠度、激励和地基反力的幅值沿 H方向作如下 Fourier展开

  

w ( r , H, X)

q ( r , H, X)

Fz ( r , H, X)

= 6
]

n= 0

wn( r , X) cosnH

qn ( r , X) cos nH

Fz n ( r, X) cosnH

1 ( 34)

将式( 34)代入式( 33) , 令 B4 = QhX2/ D, 得到

  ¨2( n) ¨2
( n)wn ( r ) - B

4
w n( r ) = [ qn ( r) - Fz n( r ) ] / D, ( 35)

这样,层状饱和地基表面的边值条件可在Hankel变换域内表示为

  �R1z n( k , 0; X) = - �Fz n( k , 0; X)   (0 [ r [ a) ,

  �T 11n ( k , 0; X) = �T 2n ( k, 0; X)    (0 < r < ] )1 
表面排水

  �p 1n( k , 0; X) = 0   (0 [ r < ] ) ; ( 36a)

表面不排水
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  �t 1n( k , 0; X) = 0   (0 [ r < ] ) ; ( 36b)

以及位移连续条件:

  u
1
z n = $n - wn( r )   (0 [ r [ a) , ( 36c)

图 2 成层横观各向同性饱和地基上

圆板振动的力学模型

式中, $n 为圆板中心位移的Fourier展开项, wn ( r ) 为圆板

相对于板中心挠度的Fourier展开项, �qn( k ) 和�Fz n ( k ) 分别

为 qn ( r) 和 Fz n ( r ) 的 n 阶Hankel变换1 
引入以下变换

wn( r ) =
1
DQ

]

0
k[�qn ( k) - �Fz n( k ) ] �w ( r , k) dk1 ( 37)

将式( 37)代入式( 35) , 则 �w ( r , k ) 应满足以下方程:

¨2( n) ¨2( n) �w ( k , r) - B
4
�w ( k, r ) = Jn ( kr ) , ( 38)

解出 �w ( k , r) , 得到

�w ( k, r ) = A 1Jn ( kr ) + A 2In( kr ) + A 3Nn( kr) +

    A 4Kn( kr ) +
Jn( kr )

k
4
- B4

, ( 39)

式中 Jn( kr )、In( kr )、Kn( kr ) 和 Nn ( kr ) 分别为 n 阶第一类

和第二类 Bessel函数, 系数 A 1、A 2、A 3、A 4 应由以下板的边

界条件确定

  r = 0: wn 及
dw n

dr
有限, ( 40a, b)

  r = a:
d
2
wn

dr 2
+ M

1
r

dwn

dr
-

n
2

r
2w n = 0, ( 40c)

  d
dr

d2wn

dr2
+

1
r

dwn

dr
-

n
2

r
2wn +

(1- M) n2

r
2 -

1
r

dw n

dr
-

wn

r
= 01 ( 40d)

将式( 39)代入式( 38) , 再代入式( 40) ,进一步解出 �w ( r , k) , 得

  �w ( k , r) = $[ a22 b1( k ) - a12 b2( k ) ] Jn( kr ) +

    $[ a11 b2( k) - a21 b1( k ) ] In ( kr ) +
Jn( kr )

k
4
- B

4 , ( 41)

式中

a11 = [- B2+ ( 1- M) ( n2- n ) / a
2
] Jn ( Ba) + (1- M) B/ ( aJn+ 1( Ba) ) ,

a12 = [ B2+ (1- M) ( n2- n) / a
2
] In ( Ba) - (1- M) B/ ( aIn+ 1( Ba) ) ,

a21 = [- nB2/ a - (1- M) ( n3- n
2
) / a

3
] Jn( Ba) + [ B3+ (1- M) n2B/ a2] Jn+ 1( Ba) ,

a22 = [ nB2/ a - (1 - M) ( n3- n
2
) / a

3
] In( Ba) + [ B3- (1- M) n2B/ a2] In+ 1( Ba) ,

b1( k ) = [- k
2
+ (1- M) ( n

2
- n) / a

2
] Jn( ka) + (1 - M) k / ( aJn+ 1( ka) ) / ( k

4
- B4) ,

$ = ( a12a21- a11a22)
- 11 

将式( 27) ~ 式( 31)代入边界条件( 36)中, 得出以下积分方程

  Q
]

0
G ( k) �Fz n( k ) Jn ( kr ) kdk =

    $n -
1
DQ

]

0
k [�qn ( k ) - �Fz n ( k) ] �w ( r , k)dk   (0 [ r [ a) , ( 42a)

  Q
]

0
k�Fz n ( k) Jn( kr) dk = 0   ( a < r [ ] ) , ( 42b)
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式中 G ( k) 可根据地基表面和底面的排水条件,由式( 31)按相应公式算出1 将( 42a)和( 42b)两
式合并,得到

  Q
]

0
[ G( k ) - 1] curl

l
a

+ 1 �Fz n( k ) Jn( kr ) kdk =

    $n curl
l
a

- Q
]

0
[�qn( k ) - �Fz ( k ) ] �w ( r , k) dk curl l

a
1 ( 43)

其中圆函数 curl( x ) 定义为

  curl( x ) =
0,   x > 1,

1,   0 [ x [ 11 
对式( 43)两边关于 r 作n 阶Hankel变换,对具体的激励荷载�qn ( k, 0) ,可将对偶边界积分

方程(43) 化为如下关于 �Fz n( k , 0) 的第二类 Fredholm 积分方程

  �Fz n( N, 0) + Q
]

0
K ( N, k )�Fz n( k , 0) kdk = H ( N) , ( 44)

式中

  K ( N, k ) = [ G( k ) - 1]Q
a

0
r Jn ( Nr) Jn( kr )dr - Q

a

0
r Jn ( Nr) �w ( k, r )dr ,

  H ( N) = $nQ
a

0
rJn( Nr )dr - Q

]

0
�q ( k , 0) Q

a

0
rJn( Nr ) �w ( k , r )dr kdk1 

由方程( 44)解出 �Fz n( k , 0) 后,就可方便地求出地基和圆板的各项响应1 
特别,对于轴对称问题,取 n = 0, B= 0, q = 常数,式(44) 中的 K ( N, k ) 和H ( N) 可以表

示为

  K ( N, k ) = G( k ) - 1 + 1
Dk

3 Q
a

0
r J0( Nr) J0( kr )dr +

1
2Da(1 + M)

@

    
aJ0( ka)

k
+ (1- M)

J1( ka )

k
2 +

(3+ M) a
2

8 J1( ka) Q
a

0
r
3J0( Nr )dr +

    1
32Da

J1( ka )Q
a

0
r
5J0( Nr )dr -

1

Dk
3Q

a

0
rJ0( Nr )dr, ( 45a)

  H ( N) = $0Q
a

0
r J0( Nr) dr1 ( 45b)

此时,相对于板中心挠度幅值 w ( r , H) 可表示为

  w ( r ) =
r
4

32DaQ
]

0
�Fz0J1( ka )dk -

(3+ M) ar2

16D(1 + M)Q
]

0
�Fz0J1( ka)dk +

    r
2

2D(1+ M)Q
]

0

�Fz0

k
J0( ka )dk +

(1- M) r 2

2D(1 + M) aQ
]

0

�Fz0
k
2 J1( ka)dk +

    1
DQ

]

0
�Fz0

1

k
3J0( kr) -

1

k
3 dk1 ( 46)

当板中心作用有竖向集中荷载 P, 式(44) 中的 K ( N, k ) 和 H ( N) 可以表示为

  K ( N, k ) = G( k ) - 1 +
a

Dk
3 Q

a

0
rJ0( Nr ) J0( kr) dr +

1
2D(1 + M) @

    
aJ0( ka)

k
+

(3 + M) a2

8
J1( ka) + (- 1+ M)

J1( ka)

k
2
a
2 Q

a

0
r
3J0( Nr )dr -

    a

Dk
3Q

a

0
r J0( Nr )dr +

a
2

4D
J1( ka )Q

a

0
r
3ln

r
a

J0( Nr )dr , ( 47a)

  H ( N) = $0Q
a

0
r J0( Nr) dr , ( 47b)
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此时,相对于板中心挠度幅值 w ( r , H) 可表示为

  w ( r ) =
r
2
a
2ln( r / a)
4D Q

]

0
�Fz0J1( ka)dr +

(3+ M) r2a2

8D(1 + M)Q
]

0
�Fz0J1( ka) dr +

    r
2

2D(1+ M)Q
]

0
�Fz0

a
k
J0( ka) +

- 1+ M
k
2 J1( ka) dk +

    a
DQ

]

0
�Fz0 -

1

k
3 +

1

k
3J0( kr ) dk1 ( 48)

另外,取 n = 1, B= 0, q = ( q0 r/ a ) cosH时,式(44) 中的 K ( N, k ) 和 H ( N) 可以表示为

  K ( N, k ) = G( k ) - 1 +
1

Dk
3 Q

a

0
r J1( Nr) J1( kr )dr +

1
2Da(3 + M)

J1( ka )

k
+

    ( 1- M)
J0( ka)

ak
2 - 2(1- M)

J1( ka)

a
2
k
3 +

5+ 4M
16 Q

a

0
r J1( kr )dr Q

a

0
r
4J1( Nr )dr -

    1

64Da3 Q
a

0
rJ1( kr ) dr + Q

a

0
r
6J1( Nr )dr , ( 49a)

  H ( N) = $1Q
a

0
r J1( Nr) dr1 ( 49b)

这时,相对于板中心挠度幅值 w ( r , H) 可表示为

  w ( r , H) =
r
5

64Da3
-

(5+ 4M) r3

16Da(6+ 2M) Q
]

0
k�Fz1 Q

a

0
r J1( ka )dr dk -

    r
3

Da(6 + 2M)Q
]

0

�Fz1

k
J1( ka)dk -

(1- M) r
3

Da
2
(6 + 2M)Q

]

0

�Fz1

k
2 J0( ka)dk -

    (1- M) r3

Da
2
(3+ M)Q

]

0

�Fz1

k
3 J1( ka)dk -

1
DQ

]

0

�Fz1

k
3 J1( ka)dk cosH1 ( 50)

4  数 值算 例

作为本文解答的具体应用,考虑 3层横观各向同性饱和地基上圆板的简谐振动1 板的半
径为 a,厚度为 h , Poisson比M= 0. 167,弹性模量 E = 30 GPa1 取板的 B= 01 设板中心沿铅

 图 3  三层横观各向同性饱和地基模型

直方向作用有集中激振力,激振圆频率为 X1 多孔
介质参数由表 1给出, 各层的几何参数和物理参数

如图 3所示1 图 3中参数 k 0、l 0、m0和 n0 为引入的

描述横观各向同性介质参数之间关系的量, 定义为

K 3 = k0 @ K 1, c33 = l 0 @ c11, c13 = m 0 @ c12, c44 =

n0 @ c661 本文考虑地表排水而地基底面不排水情

况1 

  表 1 多孔介质参数

c 11/ Pa c12/ Pa c 66/ Pa K s/Pa K l/ Pa Q0/ ( kg/ m3) Ql/ ( kg/ m3) G/ ( Pa# s) < m1 m 3 K 1/ (m/ s)

107 2@ 106 4@ 106 3@ 107 3@ 106 2 600 1 000 10- 3 0. 2 8 8 10- 7

  图4给出不同刚度的板上作用有相同频率( 1 Hz)的集中激振力时,地基表面的竖向位移和径向

位移的幅值随 r的变化曲线,其中曲线1代表Re[ uz( r , 0) / $] ,曲线2代表Re[ ur( r ,0) / $] 1 图4给
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       ( a) h/ a = 2              ( b) h/ a = 1/ 5

       ( c) h/ a = 1/ 20               ( d) h/ a = 1/ 50

图 4  f = 1 Hz 地表竖向和径向位移幅值随 r 的变化曲线

( a) h/ a = 2

出了不同刚度和不同激振频率下, 板竖向位移幅值

| wz ( r , 0) / $ | 随 r 的变化曲线1 
  由图 3、图 4可见, 当板 h/ a = 2时,地表

和板的相对位移幅值关于 r近似于1,板上各点的相

对位移幅值随频率的增大而稍有增大,此时板可视

为完全刚性板1 当h / a减小时,地表和板的相对位

移幅值随 r 逐渐减小,当h / a减至很小时,板对地基

振动的影响程度减弱至 0,当 h / a = 1/ 2 000时,频

率对板上各点位移的影响基本上可以忽略不计, 此

时板可视为完全柔性 1 对于一般的 h / a 值(弹性

板) ,地基表面上各点的位移响应随激振频率的增

大而减小, 并随 r 的增大减幅振荡形式变化,此时板

上的最小相对位移幅值出现在板的边缘1 
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        ( b) h/ a = 1/ 20             ( c) h/ a = 1/ 2 000

图 5  板竖向位移幅值 | w z ( r , 0) | / $ 随 r 的变化曲线

4  结   论

本文就横观各向同性饱和多层地基上圆板的非轴对称振动问题,给出了一般的解析表达

式1 由本文结果可以很方便地退化出多层各向同性饱和地基上圆板的非轴对称或轴对称振动
问题的解答1 本文对于集中荷载下圆板的轴对称振动的算例分析表明,当板的弯曲刚度很大
时,弹性板的振动特性类似于刚性板;当弯曲刚度很小时, 弹性板的振动特性逐渐变得与激振

频率无关;对于一般刚度的弹性板,其表面各点的位移响应幅值随激振频率的增大而减小1 
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Non-Axisymmetrical Vibration of Elastic

Circular Plate on Layered Transversely

Isotropic Saturated Ground

WANG Xiao-gang

( Depa rtm ent of Civil Engineer ing and Architectur e , T aizhou Univer sity ,

T aizhou , Zhejian g 318000, P . R . China )

Abstract: The non-axisymmetrical vibration of elastic circular plate resting on a layered transversely

isotropic saturated ground is studied. First, the 3- d dynamic equations in cylindrical coordinate for

transversely isotropic saturated soil were transformed into a group of governing differential equations

with 1- order by the technique of Fourier expanding with respect to azimuth, and the state equation

was established by Hankel integral transform method, furthermore the transfer matrixes within layered

media were derived based on the solutions of the state equation. Secondly, by the transfer matrixes,

the general solutions of dynamic response for layered transversely isotropic saturated ground excited

by an arbitrary harmonic force were established under the boundary conditions, drainage conditions

on the surface of ground as well as the contact conditions. Thirdly, the problem was led to a pair of

dual integral equations describing the mixed boundary-value problem which can be reduced to the

Fredholm integral equations of the second kind solved by numerical procedure easily. At the end, a

numerical result concerning vertical and radical displacements of both the surface of saturated ground

and plate was evaluated.

Key words: transversely isotropic; layered saturated ground; Biot. s motion equation; elastic circular

plate; Fredholm integral equation
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