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摘要: � 该文研究了具有轨道翻转的双同宿环四维系统, 在主特征值共振和沿轨道奇点处切方向

共振下的两种分支�� 我们分别在系统奇点小邻域内利用规范型的解构造一个奇异映射, 再在双同

宿环的管状邻域内引起局部活动坐标架, 利用系统线性变分方程的解定义了一个正则映射, 通过

复合两个映射而得到分支研究中一类重要的 Poincar� 映射, 经过简单的计算最终得到后继函数的

精确表达式�� 对分支方程细致地研究, 我们给出了原双同宿环的保存性条件, 并证明了�大� 1-同

宿环分支曲面, 2-重�大�1-周期轨分支曲面, �大�2-同宿环分支曲面的存在性、存在区域和近似表达

式, 及其分支出的�大�周期轨和�大�同宿轨的存在性区域和数量��
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1 �问题与假设

近几十年来, 余维低于三的, 以及一些特殊的余维三的分支现象得到了广泛研究, 结果相

对比较完善( 见文献[ 1-5] 及其中文献)��但是它们都未涉及到轨道翻转或倾斜翻转�� 1993 年

Sandstede 在文献[ 6] 中首次考虑了轨道翻转的情况��此后, 他又在文献[ 7] 中通过构造模型研

究了余维二的倾斜翻转和轨道翻转��文献[ 8-9] 中, 作者分别利用开折的技巧和数值模拟的方

法研究了余维三的共振同宿翻转并获得了许多初创性的分支结果��最近, 文献[ 10-11] 着手考

虑了两类翻转同宿轨道的共振分支, 文献[ 12-13] 研究了非共振情形下的轨道翻转和倾斜翻转

分支��

本文主要考虑了一类具有翻转双同宿环和两种共振特征值的四维系统��因为限制在单个

同宿环邻域内的分支行为在文献[ 10-11] 中已经得到了讨论, 这里我们将重点分析�大�环的分

支, 求出�大�周期轨道和�大�同宿轨道的存在区域及数量, 此结果比文献[ 2] 中相应结果要丰

富得多, 其中作者主要研究了在非共振和翻转情形下平面二次系统双同宿环分支出的极限环

个数, 并且指出至多存在两个�大�周期轨��这里, �大�轨道的意思是指沿着原来的双同宿环运

行的轨道��

考虑 C
r 系统及其未扰系统

� � �z = f ( z ) + g ( z , �) , ( 1)
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� � �z = f ( z ) , ( 2)

其中 � � r � 5, z � R
4
, � � R

l
, 0 < | � | � 1, l � 3, f ( 0) = g ( 0, �) = g ( z , 0) = 0��

分别记 W
s
( 或 W

ss
) 和 W

u
( 或 W

uu
) 为系统在 z = 0点处的稳定( 或强稳定) 流形和不稳定

( 或强不稳定) 流形��首先我们给出以下 4 个假设:

(H1) 平衡点 z = 0为系统( 2) 的双曲平衡点, 其对应的线性矩阵Df ( 0) 有4个实简单特征

值: �1, �2, - �1, - �2, 并满足- �2 < - �1 < 0 < �1 < �2��

(H2) 系统( 2) 有一条双同宿轨道 �= �1 � �2, �i = z = ri ( t ) : t � R, ri ( � � ) = 0 且

dim( T r
i
( t ) W

s � T r
i
( t ) W

u
) = 1, i = 1, 2��

( H3) 记 e
+
u, i = lim

t �- �
�r i ( t ) / | �r i ( t ) | , e

-
i = lim

t �+ �
�ri ( t ) / | �ri ( t ) | , 则 e

+
u, i � T 0 W

uu 和 e
-
i �

T 0W
s 分别为对应于 �2 和- �1 的单位特征向量��

显然, 我们有 e
+
u, 1 = - e

+
u, 2 和 e

-
1 = - e

-
2��

(H4) lim
t �+ �

T r
i
( t ) W

u
, T r

i
( t) W

s
, e

+
i = R

4
, lim

t � - �
T r

i
( t) W

u
, Tr

i
( t ) W

s
, e

-
i = R

4
,

其中 ei
+ � T 0W

u
是对应于 �1, i = 1, 2 的单位特征向量��

假设(H4) 等价于

� � T r
i
( t ) W

u � span ei
-

, e
+
u, i , t �+ � , T r

i
( t ) W

s � span e
-
s, i , e

+
u, i , t �- � ,

i = 1, 2, 其中 e
-
s, i � T 1W

s 为对应于- �2 的单位特征向量��显然, (H4) 是通有假设, 称为强倾

斜性质��然而( H3) 是非通有的, 它表明轨道 �i 在 t �- � 时发生翻转��

2 � Poincar�映射

我们首先把系统( 1) 简化为规范型形式��我们知道总存在两个逐次的 C
r 与C

r- 1变换, 在 z

= 0 的小邻域 U 内拉直 ( 见文献 [ 3, 10-13] ) 不变流形 W
u
loc = y = v = 0 , W

s
loc =

x = u = 0 , W
uu
loc = � � W

u
loc = y = v = x = 0 , � � W

s
loc = x= u = 0, v i = vi ( y ) ,

其中 vi ( 0) = v
�
i ( 0) = 0, 使系统( 1) 成为如下的 C

r- 2 形式

� �

�x = [ �1( �) + o( 1) ] x + O( u) [ O( y ) + O( v ) ] ,

�y = [- �1( �) + o( 1) ] y + O( v) [ O( x ) + O( u) ] ,

�u = [ �2( �) + o ( 1) ] u + O( x ) [ O( x ) + O( y ) + O( v ) ) ] ,

�v = [- �2( �) + o ( 1) ] v + O( y ) [ O( x ) + O( y ) + O( u) ] ,

( 3)

其中 � � z = ( x , y , u , v ) � R
4
, �1( 0) = �1, �2( 0) = �2, �1( 0) = �1, �2( 0) = �2��

现在考虑( 2) 式的线性变分系统及其伴随系统

� � �z = Df ( ri ( t ) ) z , ( 4)

� � �z = - ( Df ( ri ( t ) ) )
*

z�� ( 5)

记 ri ( t ) = ( r
x
i ( t ) , r

y
i ( t ) , r

u
i ( t ) , r

v
i ( t ) ) , 我们可以找到某时刻 T

0
i 和T

1
i 使得 ri ( - T

1
i ) =

0, 0, �, 0 , ri ( T
0
i ) = 0, �, 0, �vi , 其中 �充分小, 并满足 ( x , y , u, v ) : | x | , | y | , | u | ,

| v | < 2� � U, | �vi | � �, i = 1, 2��

引理 2. 1
[ 3, 10- 13] �系统( 4) 存在一个基解矩阵

� � Zi ( t ) = ( z
1
i ( t ) , z

2
i ( t ) , z

3
i ( t ) , z

4
i ( t ) ) ,

其中

� � z
1
i ( t ) � ( T r

i
( t) W

u
)

c � ( Tr
i
( t ) W

s
)

c
,
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� � z
2
i ( t ) = - �ri ( t ) / | �ry

i ( T
0
i ) | � T r

i
( t) W

u � T r
i
( t) W

s
,

� � z
3
i ( t ) � T r

i
( t ) W

u
, z

4
i ( t ) � T r

i
( t) W

ss
,

满足

� � Zi (- T
1
i ) =

w
11
i 0 1 w

41
i

w
12
i 0 0 w

42
i

w
13
i w

23
i 0 w

43
i

0 0 0 w
44
i

, Zi ( T
0
i ) =

1 0 w
31
i 0

0 1 w
32
i 0

0 0 w
33
i 0

w
14
i w

24
i w

34
i 1

,

其中 w
12
i w

33
i w

44
i � 0, w

23
i < 0, | w

24
i | � 1�� 此外当 T

j
i � 1时, i = 1, 2, j = 0, 1, w

1 j
i ( w

12
i )

- 1
| �

1, j � 2, | w
3j
i ( w

33
i )

- 1
| � 1, j � 3, | w

4j
i ( w

44
i )

- 1
| � 1, j � 4��

图 1� Poincar� 映射

由矩阵论可知 ( Z
- 1
i ( t ) )

* 为伴随系统( 5) 的

基解矩阵, 记为

� i ( t ) = ( �1i ( t ) , �2i ( t ) , �3i ( t ) , �4i ( t ) )��

设

z = h i ( t ) = r i ( t ) + Zi ( t ) N
*
i =

� � ri ( t ) + z
1
i ( t ) n

1
i + z

3
i ( t ) n

3
i + z

4
i ( t ) n

4
i��

( 6)

则可在同宿轨道 �i 上分别选取横截面S
0
i = z =

h i ( T
0
i) : | x | , | y | , | u | , | v | < 2� � U, S

1
i =

z = hi (- T
1
i ) : | x | , | y | , | u | , | v | < 2� � U, i = 1, 2 ( 见图 1)��

在变换( 6) 式下, 系统( 1) 变为

� � �nj
i = ( �ji ( t ) )

*
g�( ri ( t ) , 0) �+ h. o. t . , � � i = 1, 2; j = 1, 3, 4, ( 7)

对此式两边从- T
1
i 到T

0
i 积分可得

� � n
j
i ( T

0
i ) = n

j
i (- T

1
i ) + M

j
i �+ h. o. t. , � � i = 1, 2; j = 1, 3, 4, ( 8)

其中

� � N i ( T
0
i ) = ( n

1
i ( T

0
i ) , 0, n

3
i ( T

0
i ) , n

4
i ( T

0
i ) ) � S

0
i , N i (- T

1
i ) =

� � � � ( n
1
i (- T

1
i ) , 0, n

3
i (- T

1
i ) , n

4
i (- T

1
i ) ) � S

1
i ,

� � M
j
i = �

T
0

i

- T
1

i

( �ji ( t ) )
*

g�( ri ( t ) , 0) dt , � � i = 1, 2; j = 1, 3, 4

称为Melnikov 向量, 且

� � M
1
i = �

T
0

i

- T
1

i

( �1i ( t ) )
*

g�( ri ( t ) , 0) dt =

� � � ��
+ �

- �
( �1i ( t ) )

*
g�( ri ( t ) , 0) dt , � � i = 1, 2(见文献[ 3, 10-13] )��

方程( 8) 则定义了映射 P
2
i : S

1
i � S

0
i ( 见图 1)��

现在, 我们着手建立由系统( 3) 在 z = 0的小邻域 U内的流定义的映射P
1
1: S

0
2 � S

1
1; �q2 j

2 |�

�q 2j+ 1
1 和 P

1
2: S1

0 � S
1
2; �q2 j

1�q2 j+ 1
2 �� 设系统轨道分别从点 �q 0

2 到 �q1
1 的时间为 �21, 从 �q0

1 到 �q1
2 的时间

为 �12, 对应的Silnikov时间为 sk = e- �
1
( �) �

k , k = 12, 21�� 则由系统( 3) 的解( 见文献[ 10, 11] ) 可

以得到
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P
1
1: �q0

2( �x 0
2, �y 0

2, �u0
2, �v 0

2) |� �q1
1( �x 1

1, �y 1
1, �u1

1, �v 1
1) � P

1
2: �q0

1( �x 0
1, �y 0

1, �u0
1, �v 0

1) |� �q1
2( �x 1

2, �y 1
2, �u1

2, �v 1
2)

�x 0
2 = s 21�x 1

1 + h. o. t . , �x 0
1 = s 12�x 1

2 + h. o. t . ,

�y 1
1 = s

�
1
( �) / �

1
( �)

21 �y 0
2 + h. o. t. , �y 1

2 = s
�

1
( �) / �

1
( �)

12 �y 0
1 + h. o. t. ,

�u 0
2 = s

�
2
( �) / �

1
( �)

21 �u1
1 + h. o. t. , �u 0

1 = s
�

2
( �) / �

1
( �)

12 �u1
2 + h. o. t. ,

�v1
1 = s

�
2
( �) / �

1
( �)

21 �v 0
2 + h. o. t . , �v1

2 = s
�

2
( �) / �

1
( �)

12 �v 0
1 + h. o. t .

( 9)

由( 6) 式和 Zi (- T
1
i ) , Z i ( T

0
i ) 的表达式, 我们可以得到新旧坐标 �q 2j

2 ( �x 2j
2 , �y 2j

2 , �u2j
2 , �v2 j

2 ) �

S
0
2, �q 2j+ 1

1 ( �x 2j+ 1
1 , �y 2 j+ 1

1 , �u2j+ 1
1 , �v 2j+ 1

1 ) � S
1
1, P

1
1( �q 2j

2 ) = �q 2j+ 1
1 和N

2j
2 = ( �n2j , 1

2 , 0, �n2j , 3
2 , �n2j , 4

2 ) , N
2j+ 1
1 =

( �n 2j+ 1, 1
1 , 0, �n2j+ 1, 3

1 , �n2 j+ 1, 4
1 ) 之间的关系以及 �q2 j

1 和 �q 2j+ 1
2 = P

1
2( �q 2j

1 ) 与其新坐标之间的类似关系:

� �

�n2j , 1
i = �x 2j

i - w
31
i ( w

33
i )

- 1�u 2j
i ,

�n2j , 3
i = ( w

33
i )

- 1�u2 j
i ,

�n2j , 4
i = �v2 j

i - �vi - w
14
i �x 2j

i + ( w
14
i w

31
i + w

24
i w

32
i - w

34
i ) ( w

33
i )

- 1�u2j
i ,

( 10)

� �

�n2j+ 1, 1
i = ( w

12
i )

- 1�y 2j+ 1
i - w

42
i ( w

12
i w

44
i )

- 1�v 2j+ 1
i ,

�n2j+ 1, 3
i = �x 2 j+ 1

i - w
11
i ( w

12
i )

- 1�y 2j+ 1
i + (- w

41
i ( w

44
i )

- 1
+ w

11
i w

42
i ( w

44
i w

12
i )

- 1
) �v2j+ 1

i ,

�n2j+ 1, 4
i = ( w

44
i )

- 1�v 2j+ 1
i ,

( 11)

� � �y 2 j
i � (- 1)

i- 1�, �u2j+ 1
i � (- 1)

i- 1��� ( 12)

这样从( 9) 式至( 13) 式, 则有Poincar�映射:

� � F1 = P
2
1 � P

1
1: S

0
2 � S

0
1,

�n2, 1
1 = - ( w

12
1 )

- 1�s�1( �) / �
1
( �)

21
- w

42
1 ( w

12
1 w

44
1 )

- 1
s
�

2
( �) / �

1
( �)

21
�v0

2 + M
1
1�+ h. o. t. ,

�n2, 3
1 = �x 1

1 + (- w
41
1 ( w

44
1 )

- 1
+ w

11
1 w

42
1 ( w

44
1 w

12
1 )

- 1
) s
�

2
( �) / �

1
( �)

21 �v 0
2 +

� � � w
11
1 ( w

12
1 )

- 1�s�1
( �) / �

1
( �)

21 + M
3
1 �+ h. o. t . ,

�n2, 4
1 = ( w

44
1 )

- 1
s
�

2
( �) / �

1
( �)

21 �v0
2 + M

4
1�+ h. o. t. ; ( 13)

� � F2 = P
2
2 � P

1
2: S

0
1 � S

0
2,

�n2, 1
2 = ( w

12
2 )

- 1�s�1( �) / �
1
( �)

12 - w
42
2 ( w

12
2 w

44
2 )

- 1
s
�

2
( �) / �

1
( �)

12 �v0
1 + M

1
2�+ h. o. t. ,

�n2, 3
2 = �x 1

2 + (- w
41
2 ( w

44
2 )

- 1
+ w

11
2 w

42
2 ( w

44
2 w

12
2 )

- 1
) s
�

2
( �) / �

1
( �)

12 �v 0
1 -

� � � w
11
2 ( w

12
2 )

- 1
�s
�

1
( �) / �

1
( �)

12 + M
3
2 �+ h. o. t . ,

�n2, 4
2 = ( w

44
2 )

- 1
s
�

2
( �) / �

1
( �)

12 �v0
1 + M

4
2�+ h. o. t.�� ( 14)

( 13) 式和( 14) 式, 以及( 10) 式共同定义了相关的后继函数

� � G( s21, s 12, �x 1
1, �x 1

2, �v 0
1, �v

0
2) = ( G

1
1, G

3
1, G

4
1, G

1
2, G

3
2, G

4
2) =

    ( F1( �q
0
2) - �q

0
1, F 2( �q

0
1) - �q

0
2)

如下

  G
1
1 = - ( w

12
1 )

- 1
Ds

Q
1
( L) / K

1
( L)

21 - s12 �x
1
2 - w

31
1 ( w

33
1 )

- 1
Ds

K
2
( L) / K

1
( L)

12 -

    w
42
1 ( w

12
1 w

44
1 )

- 1
s
Q

2
( L) / K

1
( L)

21 �v
0
2 + M

1
1 L + h. o. t. , ( 15a)

  G
3
1 = �x

1
1 + w

11
1 ( w

12
1 )

- 1
Ds

Q
1
( L) / K

1
( L)

21 + ( w
33
1 )

- 1
Ds

K
2
( L ) / K

1
( L)

12 +

    (- w
41
1 ( w

44
1 )

- 1
+ w

42
1 w

11
1 ( w

12
1 w

44
1 )

- 1
) s

Q
2
( L) / K

1
( L)

21 �v
0
2 + M

3
1 L + h. o. t. , ( 15b)

  G
4
1 = ( w

44
1 )

- 1
s
Q

2
( L) / K

1
( L)

21 �v
0
2 - �v

0
1 + w

14
1 s12 �x

1
2 + D

v
1 + M

4
1 L +
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( w
14
1 w

31
1 + w

24
1 w

32
1 - w

34
1 ) ( w

33
1 )

- 1
Ds

K
2
( L) / K

1
( L)

12 + h. o. t . , ( 15c)

  G
1
2 = ( w

12
2 )

- 1
Ds

Q
1
( L) / K

1
( L)

12 - s21 �x
1
1 + w

31
2 ( w

33
2 )

- 1
Ds

K
2
( L) / K

1
( L)

21 -

    w
42
2 ( w

12
2 w

44
2 )

- 1
s
Q

2
( L) / K

1
( L)

12 �v
0
1 + M

1
2 L + h. o. t. , ( 15d)

  G
3
2 = �x

1
2 - w

11
2 ( w

12
2 )

- 1
Ds

Q
1
( L) / K

1
( L)

12 - ( w
33
2 )

- 1
Ds

K
2
( L ) / K

1
( L)

21 +

    (- w
41
2 ( w

44
2 )

- 1
+ w

42
2 w

11
2 ( w

12
2 w

44
2 )

- 1
) s

Q
2
( L) / K

1
( L)

12 �v
0
1 + M

3
2 L + h. o. t. , ( 15e)

  G
4
2 = ( w

44
2 )

- 1
s
Q

2
( L) / K

1
( L)

12
�v

0
1 - �v

0
2 + w

14
2 s21 �x

1
1 + D

v
2 + M

4
2 L -

    ( w
14
2 w

31
2 + w

24
2 w

32
2 - w

34
2 ) ( w

33
2 )

- 1
Ds

K
2
( L) / K

1
( L)

21 + h. o. t . # ( 15f )

3  共振条件下的分支结果

本节从寻找后继函数 G = 0在两种共振下的解开始展开分支研究# 首先为了以后记号方

便, 我们定义以下几个区域:

E+ = L: w
12
2 M

3
1 L > 0 ,         E- = L: w

12
2 M

3
1 L < 0 ,

F+ = L: w
12
1 M

3
2 L > 0 , F- = L: w

12
1 M

3
2 L < 0 ,

R+ = L: w
12
2 ( w

11
1 M

1
1 L + M

3
1 L ) > 0 , R- = L: w

12
2 ( w

11
1 M

1
1 L + M

3
1 L ) < 0 ,

D+ = L: w
12
1 ( w

11
2 M

1
2 L + M

3
2 L ) > 0 , D- = L: w

12
1 ( w

11
2 M

1
2 L + M

3
2 L ) < 0 ,

2
+
+ = L: w

12
2 M

1
2 L > 0, w

12
1 M

1
1 L > 0 , 2

-
+ = L: w

12
2 M

1
2 L > 0, w

12
1 M

1
1 L < 0 ,

2
+
- = L: w

12
2 M

1
2 L < 0, w

12
1 M

1
1 L > 0 , 2

-
- = L: w

12
2 M

1
2 L < 0, w

12
1 M

1
1 L < 0 # 

显然如果 rank( M
1
1, M

1
2, M

3
1, M

3
2) = 4, 以上 12 个区域及它们之间任意的交集都是非空的# 

注意到, 当 i = 1, 2, j = 3, 4 时, 方程 G
j
i = 0总可解出�x 1

i 和�v 0
i , 从而 G

1
1 = 0和 G

1
2 = 0等

价于

  

- ( w
12
1 )

- 1
Ds

Q
1
( L) / K

1
( L)

21 - w
11
2 ( w

12
2 )

- 1
Ds

1+ Q
1
( L) / K

1
( L)

12 - w
31
1 ( w

33
1 )

- 1
Ds

K
2
( L) / K

1
( L)

12 +

  s12M
3
2 L + M

1
1 L + h. o. t. = 0,

( w
12
2 )

- 1
Ds

Q
1
( L) / K

1
( L)

12 + w
11
1 ( w

12
1 )

- 1
Ds

1+ Q
1
( L) / K

1
( L)

21 + w
31
2 ( w

33
2 )

- 1
Ds

K
2
( L) / K

1
( L )

21 +

  s21M
3
1 L + M

1
2 L + h. o. t. = 0,

( 16)

并且称为分支方程# 

现在我们进一步假设:

(A) K1 = Q1# 

这是主特征值共振情况# 为了方便讨论, 我们重新记小参数 L, 使得 L = ( A, L1) 且

Q1( L) = K1( L) + AK1( L)# 

如果( 16) 式有解 s12 = 0 和 s21 = 0, 此时从( 16) 式得出 M
1
i L + h. o. t. = 0, i = 1, 2, 它定

义了两个余维为一的曲面 L i = L: M
1
i L + h. o. t. = 0 , i = 1, 2# 若 rank(M

1
1, M

1
2) = 2, 则当

L I L1 H L 2 时原来的双同宿轨道 #1 和 #2 被保存# 显然 L i 在 L = 0处有法向量 M
1
i# 

如果( 16) 式存在解 s21 = 0和 s 12 > 0, 则它可推出

  - w
11
2 ( w

12
2 )

- 1
Ds

2+ A
12 + M

3
2 L s12 + M

1
1 L + h. o. t. = 0,

  ( w
12
2 )

- 1
Ds

1+ A
12 + M

1
2 L + h. o. t. = 0,

其中 K2( L) > 2K1( L) 或 w1
31

= 0# 
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从而当 w
12
2 M

1
2 L < 0 时, 有

  s12 = (- D
- 1

w
12
2 M

1
2 L )

1/ (1+ A)
+ h. o. t. # 

将其代入第一个方程, 便得到大的 1-同宿轨道分支曲面方程

  H
1
1:  M

1
1 L + (- D

- 1
w

12
2 M

1
2 L )

1/ (1+ A)
( w

11
2 M

1
2 L + M

3
2 L ) + h. o. t. = 0,

定义在区域 L I ( 2
+
- H D- ) G ( 2

-
- H D+ )# 

类似的, 我们可得到另一个大 1-同宿环分支曲面方程

  H
1
2:  M

1
2 L + ( D

- 1
w

12
1 M

1
1 L )

1/ (1+ A)
( w

11
1 M

1
1 L + M

3
1 L ) + h. o. t. = 0,

且 L I ( 2
+
+ H R- ) G ( 2

+
- H R+ ) 若( 16) 式存在解 s 21 > 0 和 s12 = 0# 

现在考虑( 16) 式有解 s12 > 0 和 s21 > 0 的情形# 此时

  s
1+ A
21 = - w

12
1 w

11
2 ( w

12
2 )

- 1
s

2+ A
12 + D

- 1
w

12
1 M

3
2 L s12 + D

- 1
w

12
1 M

1
1 L + h. o. t. , ( 17)

  s
1+ A
12 = - w

12
2 w

11
1 ( w

12
1 )

- 1
s

2+ A
21 - D

- 1
w

12
2 M

3
1 L s21 - D

- 1
w

12
2 M

1
2 L + h. o. t. # ( 18)

下面限定在区域 D =
$

L: | M
3
2 L | = O( | M

1
1 L | ) 中寻求如下的解 s12 = o( | M

3
2 L | )

1/ (1+ A)

和 s21 = o ( | M
3
1 L | )

1/ (1+ A)
# 首先从( 17) 式中可以求出 s21, 然后把它代入( 18) 式得

  ( s
1+ A
12 + D

- 1
w

12
2 M

1
2 L )

1+ A
=

    (- D
- 1

w
12
2 M

3
1 L )

1+ A
( D

- 1
w

12
1 M

3
2 L s12 + D

- 1
w

12
1 M

1
1 L ) + h. o. t. # ( 19)

记( 19) 式左边部分为函数 L ( s12) , 右边部分为函数 N ( s12) , 那么它们在某点�s12 相切的充要条

件是( 19) 式(即 L ( �s12) = N ( �s12) ) 和下式成立

  ( 1 + A)
2
( �s

1+ A
12 + D

- 1
w

12
2 M

1
2 L )

A
�s
A
12 =

    (- D
- 1

w
12
2 M

3
1 L )

1+ A
( D

- 1
w

12
1 M

3
2 L ) + h. o. t. # ( 20)

( 19) 式和( 20) 式证明了 2-重大周期轨道分支曲面方程的存在性, 即

  SN :  w
12
2 M

1
2 L + w

12
2 M

3
1 L ( D

- 1
w

12
1 M

1
1 L )

1/ (1+ A)
+ h. o. t. = 0,

其中 L I ( 2
+
+ H E- ) G ( 2

+
- H E+ ) 和 A > 0, 且在 L = 0 处以 M

1
2 为法向量# 相应的切点为

  �s12 = ( ( w
12
2 M

1
2 L ) / ( w

12
1 M

1
1 L ) )

1/ A
( D

- 1
w

12
1 M

3
2 L )

1/ Ae- 2
+ h. o. t. =

    o ( | M
3
2 L |

1/ (1+ A)
) ,

其中   ( w
12
2 M

1
2 L ) ( w

12
1 M

1
1 L ) ( w

12
1 M

3
2 L ) > 0 和 A > 0# 

注 3. 1 由于我们的讨论区域为 L I D, 曲面 SN 在A < 0时不存在# 

注意到 L I SN 意味着 | M
1
2 L | = O( | M

1
1 L |

1/ (1+ A)
) , 那么当 L I 2+

+ H E- H F+ 时, L( 0)

= ( D
- 1

w
12
2 M

1
2 L )

1+ A
+ h. o. t. = O( | M

1
1 L | ) > O( | M

1
1 L | | M

3
1 L |

1+ A
) = N ( 0) > 0, 即当 L

在曲面 SN 附近时, 直线 W = N ( s12) 位于曲面 W = L ( s12) 的下方# 可见当 L 位于曲面SN

的指向- ( sgnw
12
2 ) M

1
2 的一侧时, 系统( 1) 出现两条大 1-周期轨道; 而在另一侧时, 系统( 1) 则没

有大 1-周期轨道# 

对于 L I 2+
- H E+ H F- 情况可类似讨论# 

当 A = 0时, 由( 17) 式和( 18) 式可得

  s12 + D
- 1

w
12
2 M

1
2 L = (- D

- 1
w

12
2 M

3
1 L ) ( D

- 1
w

12
1 M

3
2 L s12 + D

- 1
w

12
1 M

1
1 L ) + h. o. t. ,

在一定区域内存在解 s12, 此即系统( 1) 存在一条大1- 周期轨道# 除此之外, 当 A = 0时在( Q,

L) = ( 0, 0) 处还有det5 G/ 5Q X 0, 其中Q = Q( s 21, s12, �x
1
1, �x

1
2, �v

0
1, �v

0
2)# 因此由隐函数定理知,

在( Q, L) = ( 0, 0) 的小邻域内存在唯一一组函数 s12 = s 12( L) , s 21 = s21( L) , �x
1
1 = �x

1
1( L) , �x

1
2 =
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x
1
2( L) , �v

0
1 = �v

0
1( L) , �v

0
2 = �v

0
2( L) , 且满足 s12( 0) = 0, s21( 0) = 0, �x

1
1( 0) = 0, �x

1
2( 0) = 0, �v

0
1( 0)

= 0, �v
0
2( 0) = 0# 因此系统( 1) 最多存在一条唯一的双同宿轨道或者大同宿轨道或者大周期

轨道# 这就意味着系统( 1) 不可能同时存在大 2-周期轨道或者大 2-同宿轨道# 

现在我们研究在 A X 0情况下大2- 周期轨道和大2- 同宿轨道分支曲面的存在性# 如前

设�S21 和 �S12 分别为系统轨道从点 �q 2
2 I S

0
2 到 �q 3

1 I S
1
1 和从点 �q4

1 I S
0
1 到 �q 3

2 I S
1
2 的时间, 且

P
1
1( �q

2
2) = �q

3
1, P

1
2( �q

4
1) = �q

3
2, �q

4
2 = �q

0
2, 以及 s 21 = e- K

1
( L) �S

21 和 s 12 = e- K
1
( L)�S

12# 类似于( 15) 式,

我们可得相关的二次回归后继函数(为了篇幅简洁, 我们只列出 G
1
i , i = 1, 2, 3, 4)

  G
1
1 = - ( w

12
1 )

- 1
Ds

Q
1
( L) / K

1
( L)

21 - s12 �x
1
2 - w

31
1 ( w

33
1 )

- 1
Ds

K
2
( L) / K

1
( L)

12 -

    w
42
1 ( w

12
1 w

44
1 )

- 1
s
Q

2
( L) / K

1
( L)

21 �v
0
2 + M

1
1 L + h. o. t. ,

  G
1
2 = ( w

12
2 )

- 1
Ds

Q
1
( L) / K

1
( L)

12 - s21 �x
3
1 + w

31
2 ( w 2

33
)

- 1
Ds

K
2
( L) / K

1
( L)

21
-

    w
42
2 ( w

12
2 w

44
2 )

- 1
s
Q

2
( L) / K

1
( L)

12 �v
2
1 + M

1
2 L + h. o. t. ,

  G
1
3 = - ( w

12
1 )

- 1
Ds

Q
1
( L) / K

1
( L)

21
- s12 �x

3
2 - w

31
1 ( w

33
1 )

- 1
Ds

K
2
( L) / K

1
( L)

12
-

    w
42
1 ( w

12
1 w

44
1 )

- 1
s
Q

2
( L) / K

1
( L)

21
�v

2
2 + M

1
1 L + h. o. t. ,

  G
1
4 = ( w

12
2 )

- 1
Ds

Q
1
( L) / K

1
( L)

12
- s21 �x

1
1 + w

31
2 ( w

33
2 )

- 1
Ds

K
2
( L) / K

1
( L)

21
-

    w
42
2 ( w

12
2 w

44
2 )

- 1
s
Q

2
( L) / K

1
( L)

12
�v

4
1 + M

1
2 L + h. o. t. # 

本小节中, 我们主要考虑 K2( L) > 2 K1( L) (或 w
31
i = 0, i = 1, 2) 和 Q2( L) > 2Q1( L) (或

w
42
i = 0, i = 1, 2) 的情况# 类似于( 16) 式可得分支方程

  

- ( w
12
1 )

- 1
Ds

1+ A
21 - w

11
2 ( w

12
2 )

1
Ds

2+ A
12 + s12M

3
2 L + M

1
1 L + h. o. t . = 0,

( w
12
2 )

- 1
Ds

1+ A
12 + w

11
1 ( w

12
1 )

- 1
Ds

2+ A
21 + s21M

3
1 L + M

1
2 L + h. o. t . = 0,

- ( w
12
1 )

- 1
Ds

1+ A
21 - w

11
2 ( w

12
2 )

- 1
Ds

2+ A
12 + s12M

3
2 L + M

1
1 L + h. o. t. = 0,

( w
12
2 )

- 1
Ds

1+ A
12 + w

11
1 ( w

12
1 )

- 1
Ds

2+ A
21 + s21M

3
1 L + M

1
2 L + h. o. t . = 0# 

( 21)

显然一条大 2-同宿环的存在性等价于( 21) 式有解 sk = 0, k I 12, 21, 12, 21 , 其余3个解

为正数# 而由对称性, 只需考虑情况 s 21 = 0或者 s12 = 0# 首先考虑情况 s21 = 0, ( 21) 式可

分别解出

  

s12 = (- D
- 1

w
12
2 M

1
2 L )

1/ (1+ A)
+ h. o. t. ,

s12 =
w

12
2 M

1
1 L

Dw
11
2

1/ (2+ A)

+ h. o. t. ,

s21 = - w
11
2 w

12
1 ( w

12
2 )

- 1
(- D

- 1
w

12
2 M

1
2 L )

( 2+ A) / ( 1+ A)
+ D

- 1
w

12
1 M

1
1 L +

  D
- 1

w
12
1 M

3
2 L (- D

- 1
w

12
2 M

1
2 L )

1/ (1+ A) 1/ (1+ A)
+ h. o. t. ,

( 22)

其中 L I 2
+
- H D 和w

11
2 w

12
2 M

1
1 L > 0# 不难求得大 2-同宿环分支曲面方程

  H
2
1:  w

12
2 M

1
2 L + w

12
2 M

3
1 L ( D

- 1
w

12
1 M

1
1 L )

1/ ( 1+ A)
+ D

w
12
2 M

1
1 L

Dw
11
2

(1+ A)/ (2+ A)

+ h. o. t. = 0,

其中 L I 2
+
- H D, w

11
2 w

12
2 M

1
1 L > 0和 A X 0, 且在 L = 0 处以M

1
1 为法向# 

因为当 L I H
2
1 时, 有 s21 = 0, 那么对( 22) 式各式两边关于 L 求导后可得

  s21L = - ( w
12
2 M

1
2) / ( w

12
2 M

3
1 L ) + h. o. t. ,
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其中 A > 0# 这说明在曲面H
2
1 的小邻域内, 当 L I 2+

- H E- (或 L I 2+
- H E+ ) 时, s 21 沿方

向 w
12
2 M

1
2 增加( 或减少) , 从而系统( 1) 存在一条大 2-周期轨道# 

当 A < 0时, 重新设 tk = s
1+ A
k , k I 21, 12, 21, 12 , 并重复上面的过程可以得到

  t 21L = D
- 1

w
12
1 M

1
1 + h. o. t. ,

因此 t 21 沿方向 w
12
1 M

1
1 增加# 

类似地, 对于情形 s12 = 0, 我们可以同样获得大 2-同宿环分支曲面方程

  H
2
2:  w

12
1 M

1
1 L + w

12
1 M

3
2 L (- D

- 1
w

12
2 M

1
2 L )

1/ (1+ A)
-

      D -
w

12
1 M

1
2 L

Dw
11
1

(1+ A)/ (2+ A)

+ h. o. t. = 0,

其中 L I 2+
- H Dc, w

11
1 w

12
1 M

1
2 L < 0 和 A X 0, 并在 L = 0 处以 M

1
2 为法向, 这里区域 Dc =

L: | M
3
1 L | = O( | M

1
2 L | ) # 同时在 A > 0(或 A < 0) 时曲面H

2
2的指向w

12
1 M

1
1(或- w

12
2 M

1
2)

的一侧, 系统( 1) 存在一条大2-周期轨道, 而在另一侧, 则无任何大 2-周期轨道# 

综上所述, 我们给出主要定理如下:

定理 3. 1 假设( H1) ~ ( H4) , rank( M
1
1, M

1
2, M

3
1, M

3
2) = 4和(A) 成立, 则以下结论为真:

1) 存在两个分别以 M
1
1 和M

1
2 为法向量的余维为一的曲面 L 1 和 L 2, 使得当 L I L1 H L 2

时, 系统( 1) 在原来的同宿环 # 附近保存了双同宿环;

2) 当 K2 > 2 K1 时, 在区域 L I ( 2
+
- H D- ) G ( 2

-
- H D+ ) 内, 存在一个大 1- 同宿环分支

曲面H
1
1, 它与L 1 在 L = 0处相切且有法向量M

1
1# 而当 L I H

1
1时, 系统( 1) 在 # 附近有一条

大1-同宿轨道;

在区域 L I ( 2
+
+ H R- ) G ( 2

+
- H R+ ) 内, 存在另一个大1- 同宿环分支曲面H

1
2, 它与L 2在

L = 0处相切并有法向量M
1
2# 当 L I H

1
2 时, 系统( 1) 在 # 附近有另一条大 1-同宿轨道;

3) 在区域 L I ( 2
+
+ H E- H F+ ) G ( 2

+
- H E+ H F- ) H D 内, 存在一个 2- 重大 1- 周期

轨道分支曲面 SN , 在 L = 0处且 A > 0时以M
1
2 为法向量# 当 L I SN, 系统( 1) 有一条2- 重

大1- 周期轨道, 当 L 位于曲面SN 的指向- ( sgnw
12
2 ) M

1
2 的一侧时, 系统( 1) 有两条大 1- 周期

轨道, 但在另一侧时, 系统( 1) 无任何大 1- 周期轨道# 当 A = 0 时, 在以下 4 个区域里,

  L I 2
+
+ H E- , L I 2

+
- , L I 2

-
+ H E+ H F+ , L I 2

-
- H F+ ,

系统( 1) 无任何 2-重大 1-周期轨道而至多含有一条大 1-周期轨道;

4) 对于 K2 > 2 K1, Q2 > 2Q1, 则在区域 L I 2+
- H D 和w

11
2 w

12
2 M

1
1 L > 0 内, 存在一个在 L

= 0处以 M
1
1 为法向量的大2- 同宿环分支曲面H

2
1, 使得在 A > 0(或 A < 0) 且 L 位于曲面H

2
1

的指向( sgnw
12
2 ) M

1
2(或( sgnw

12
1 ) M

1
1) 的一侧时, 系统( 1) 有一条大 2-周期轨道, 而在另一侧, 系

统( 1) 无任何大 2-周期轨道;

在区域 L I 2+
- H Dc 和w

11
1 w

12
1 M

1
2 L < 0内, 存在另一个在 L = 0处以 M

1
2为法向量的大

2- 同宿环分支曲面H
2
2, 使得在 A > 0( 或 A < 0) 且 L 位于曲面H

2
2的指向 ( sgnw

12
1 ) M

1
1( 或-

( sgnw
12
2 ) M

1
2) 一侧时, 系统( 1) 有一条大 2-周期轨道, 而在另一侧, 系统( 1) 无任何大 2-周期轨

道# 

现在我们考虑翻转轨道切方向上的共振, 即假设

( B) K2 = Q1# 

通过与上节完全类似的过程可推导出大 n- 同宿环分支曲面和 2- 重大周期轨道分支曲
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面, n = 1, 2# 记 K2( L) = ( 1+ B) Q1( L) , 其中 L = ( B, L2) , 我们有下面的定理:

定理 3. 2 假设( H1) ~ ( H4) , rank( M
1
1, M

1
2, M

3
1, M

3
2) = 4和( B) 成立, 则以下结论为真:

1) 当 w
12
2 M

1
2 L < 0 时, 存在一个大 1-同宿轨道分支曲面

  �H 1
1: M

1
1 L + (- D

- 1
w

12
2 M

1
2 L )

( K
1
( L)) / ( Q

1
( L))

( M
3
2 L -

      w
31
1 ( w

33
1 )

- 1
D(- D

- 1
w

12
2 M

1
2 L )

( K
2
( L)- K

1
( L) ) / ( Q

1
( L) )

) + h. o. t. = 0,

且在 B > 0(或 B < 0) 时和 L = 0处以 M
1
1(或M

1
2) 为法向量# 如果 L I �H

1
1, 系统( 1) 在 # 附

近有一条大1-同宿轨道;

当 w
12
1 M

1
1 L > 0 时, 存在另一个大 1-同宿轨道分支曲面

  �H 1
2: M

1
2 L + ( D

- 1
w

12
1 M

1
1 L )

( K
1
( L) ) / ( Q

1
( L) )

(M
3
1 L +

    w
31
2 ( w

33
2 )

- 1
D( D

- 1
w

12
1 M

1
1 L )

( K
2
( L)- K

1
( L)) / ( Q

1
( L))

+ h. o. t . = 0,

在 B > 0(或 B < 0) 时和 L = 0处以M
1
2(或M

1
1) 为法向量# 系统( 1) 在 # 附近及L I �H

1
2 时

有另一条大1-同宿轨道;

2) 当 L I ( 2
+
+ H E- H F+ ) G ( 2

+
- H E+ H F- ) H D 时, 存在一个 2-重大 1-周期轨道分

支曲面

  SN : w
12
2 M

1
2 L + w

12
2 M

3
1 L ( D

- 1
w

12
1 M

1
1 L )

( K
1
( L)) / ( Q

1
( L))

+ h. o. t. = 0,

并在 L = 0处以 M
1
2 为法向量# 系统( 1) 在 L I SN 时有一条2- 重大1- 周期轨道, 且当 L位

于曲面SN 指向- ( sgnw
12
2 ) M

1
2 的一侧时, 系统( 1) 有两条大 1-周期轨道, 而在另一侧时, 系统

( 1) 无任何大 1-周期轨道;

3) 当 L I 2+
- H D 和w

31
1 w

33
1 M

1
1 L > 0 时, 存在一个大 2-同宿轨道分支曲面

  �H 2
1: w

12
2 M

1
2 L + w

12
2 M

3
1 L ( D

- 1
w

12
1 M

1
1 L )

( K
1
( L) ) / ( Q

1
( L) )

+

    D( ( w
33
1 M

1
1 L ) / ( Dw

31
1 ) )

( Q
1
( L)) / ( K

2
( L))

+

    Dw
12
2 w

31
2 ( w

33
2 )

- 1
( D

- 1
w

12
1 M

1
1 L )

( K
2
( L)) / ( Q

1
( L))

+ h. o. t . = 0,

并在 L = 0 处以 M
1
1 为法向量# 系统( 1) 在 L 指向曲面�H 2

1 的( sgnw
12
2 ) M

1
2 一侧时有一条大 2-

周期轨道;

当 L I 2+
- H Dc 和w

31
2 w

33
2 M

1
2 L < 0 时, 存在另一个大 2-同宿轨道分支曲面

  �H 2
2: w

12
1 M

1
1 L + w

12
1 M

3
2 L (- D

- 1
w

12
2 M

1
2 L )

( K
1
( L)) / ( Q

1
( L ))

-

    D(- ( w
33
2 M

1
2 L ) / ( Dw

31
2 ) )

( Q
1
( L) ) / ( K

2
( L) )

-

    Dw
12
1 w

31
1 ( w

33
1 )

- 1
(- D

- 1
w

12
2 M

1
2 L )

( K
2
( L) ) / ( Q

1
( L) )

+ h. o. t. = 0,

在 L = 0处以M
1
2 为法向量# 系统( 1) 在 L 位于曲面�H 2

2 的( sgnw
12
1 ) M

1
1 一侧时有一条大 2-周

期轨道, 而在另一侧系统( 1) 无任何大 2-周期轨道# 
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B i f u r c a t i o n s o f D o u b l e H o m o c l i n i c F l i p

O r b i t s W i t h R e s o n a n t E i g e n v a l u e s

ZHANG T ian- si
1

,  Z H U D e- m i n g
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( 1. College of Science , Un iv er sity of Shan gha i for Scien ce an d Technology ,

Shangha i 200093, P . R . China ;

2. Depar tment of Mathema tics , East China Norma l Univ er sity ,
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Abst ra ct : Concerns double homoclinic loops with orbit flips and two resonant eigenvalues in a four-

dimensional system. We use the solution of a normal form system to constr uct a singular map in some

neighborhood of the equilibr ium, and the so lution of a linear variational system to construct a r egular

map in some neighbo rhood o f the double homoclinic lo ops, then compose them to get the impor tant

Poincar� map. A simple calculation gives explicitly an expression o f the associated successo r function.

By a delicate analysis of the bifur cation equation, we obtain the condition that the original double ho-

moclinic lo ops ar e kept, and prove the existence and the existence regions of the large 1- homoclinic

orbit bifur cation surface, 2- fold large 1- periodic orbit bifurcation surface, larg e 2- homoclinic orbit b-i

fur cation surface and their appro ximate expressions. We also locate the large per iodic o rbits and larg e

homoclinic orbits and their number .

Key w ords: double homoclinic orbit; orbit flip; periodic orbit; r esonance
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