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短论·学术争鸣

关于《关于修正的功的互等定理的讨论》的讨论
∗

付宝连

（燕山大学 建筑工程与力学学院， 河北 秦皇岛 ０６６００４）

　 　 阅读完《关于修正的功的互等定理的讨论》（以下简称《讨论》）之后， 对《讨论》有下述两个主

要判断： ① 《讨论》作者对 Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理的命题的理解是不完整和不准确的；② 《讨论》作者

认为“修正的功的互等定理实际上是 Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理另一种表现形式”这一判断是错误的．
———题记
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０　 引　 　 言

文献［１⁃１６］研究指出，Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理的命题为，一直梁受两组力的作用处于真实状态，则有两组力

的倒易功相等．其中“一直梁”和“两组力的作用”是相互矛盾的两个前提，因为两组力中的任意一组力都是

任意的和独立的，它们都可以把一直梁变成另一个不相同的直梁．为解决这一矛盾，提出如下两种方案．
第一种方案是“一直梁”保持不变，“两组力的作用”不再是任意和独立的，而是应满足“一直梁”的存

在，即满足一直梁的固有位移边界条件．为更清楚地说明问题，现引入线性相关力的概念．在这样的力作用

下，一直梁的位移边界条件保持不变．因此，第一修正的功的互等定理可以表述为：一直梁在两组线性相关的

外力作用下处于真实状态，则有该两组外力的倒易功相等．
解决“一直梁”和“两组力的作用”矛盾的第二种方案是，保证“两组力的作用”的任意性和独立性．因此，
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“一直梁”不再保持不变，而变成两个不相同的直梁．在这种情况下，直梁第二修正的功的互等定理可以表述

为：两不相同的直梁在各自任意的和独立的外力作用下处于真实状态，则有两组外力的倒易功相等．
比较第一修正的功的互等定理和 Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理可以看出，前者是一个具有正确命题的定理，而后

者是一有逻辑错误的定理．如果在 Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理的命题中，“两组力的作用”改成“两组线性相关力的作

用”，则 Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理和第一修正的功的互等定理相一致，成为命题正确的功的互等定理．这里应强调

指出，在 Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理中，“两组力的作用”是指两组力的任意一组力都是任意和独立的，它们不可能

保证“一直梁”的存在性．只有在第一修正的功的互等定理中保持“两组力的作用”是线性相关的，“一直梁的

存在”才能得到保证．
比较第二修正的功的互等定理和 Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理可以看出，第二修正的功的互等定理是一个命题正

确的定理，而 Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理是一个有逻辑错误的定理．如果在 Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理中，“一直梁”被“两
个不相同的直梁”所代替，则 Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理与第二修正的功的互等定理相一致，成为命题正确的功的互

等定理．
比较第一修正的功的互等定理和第二修正的功的互等定理可以看出，两者的命题都是正确的，前者是后

者的特殊情况．前者只适用于两个相同的线弹性体，而后者适用于两个不相同的线弹性体，因而成为“功的互

等法”的理论基础．如果在第二修正的功的互等定理命题中，“两个不相同的直梁”变成相同的“一直梁”，前
两组任意的和独立的力变成两组线性相关的力，则第二修正的功的互等定理蜕化为第一修正的功的互等定

理．在这种情况下仍不能说第二修正的功的互等定理与第一修正的功的互等定理等价，只能说第一修正的功

的互等定理是第二修正的功的互等定理的特殊情况．第一修正的功的互等定理只适用于两组力的作用是线

性相关的情况，不适用于两组力的作用是任意的和独立的，而第二修正的功的互等定理适用于后者．第二修

正的功的互等定理是“功的互等法”的理论基础，它极大地开发出功的互等定理的固有功能．而第一修正的功

的互等定理却不能．

１　 关于《讨论》作者对 Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理命题的认知

《讨论》第 ２ 节［１７］在“２　 位移和力的边界条件与功的互等定理”中写道：“Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理可以阐述

为相同的直梁系统在两组不同的外力作用下倒易功相等，其中‘相同的直梁’指的是杆件材料、尺寸和截面

形状以及位移、力的边界条件都相同的直梁．”《讨论》作者的这一认识是不正确的．实际上，Ｂｅｔｔｉ 功的互等定

理并不要静力边界条件也相同，例如，图 １ 所示悬臂梁和图 ２ 所示悬臂梁具有不相同的静力边界条件，但也

有 Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理的存在．

图 １　 悬臂梁 １ 图 ２　 悬臂梁 ２

Ｆｉｇ． １　 Ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ１ Ｆｉｇ． ２　 Ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ２

其次，如两直梁上述条件全部相同，它们就成为同一直梁，在同一直梁上应用 Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理毫无意

义．再次，既要求两直梁静力边界条件相同，又允许不同外力作用，这两者前后矛盾，思绪混乱．最后，《讨论》
在 Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理命题中写道：“相同的直梁在两不同的外力作用下倒易功相等．”实际上，“相同的直

梁”和“两不同外力的作用”可能是矛盾的，一组外力的作用可能把“相同的直梁”改变成另一个不相同的直

梁，如是等等．综上所述，《讨论》作者对 Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理命题的认知是不完整的和不准确的．
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２　 关于《讨论》作者对修正的功的互等定理命题的理解

《讨论》在式（１４）中写道成：第一简支梁系统对第二简支梁系统的倒易功为

　 　 Ｗ１２ ＝ Ｍ
－

１０θ
－

２０ － Ｍ
－

１ｌθ
－

２ｌ ＋ Ｑ
－

１ｌｗ
－

２ｌ － Ｑ
－

１０ｗ
－

２０ ＋ ∫ｌ
０
ｑ１ｗ２ｄｘ ＝ Ｗ

－

１２ ． （１）

这表明，第二简支梁系统的边界转角和边界挠度分别为 θ
－

２０，θ
－

２ｌ 和 ｗ－ ２ｌ，ｗ
－

２０ ．
而《讨论》在式（１５）中写成：

　 　 Ｗ２１ ＝ Ｍ
－

２０θ
－

１０ － Ｍ
－

２ｌθ
－

１ｌ － Ｑ
－

２０ｗ
－

１０ ＋ Ｑ
－

２ｌｗ
－

１ｌ ＋ ∫ｌ
０
ｑ２ｗ１ｄｘ ＝ Ｗ

－

２１ ． （２）

这表明，第一简支梁系统的边界转角和边界挠度分别为 θ
－

１０，θ
－

１ｌ 和 ｗ－ １ｌ，ｗ
－

１０ ．
式（１）、（２）表明，第二简支梁系统的边界转角和边界挠度不同于第一简支梁系统的边界转角和边界挠

度．Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理要求两直梁的边界转角和边界挠度相同才能被应用， 边界转角和边界挠度不相同只

能被应用于修正的功的互等定理．因此， 《讨论》在边界转角和边界挠度不同的两直梁之间应用 Ｂｅｔｔｉ 功的互

等定理是错误的．他们得出的修正的功的互等定理是 Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理的另一种表现形式当然也是错误的．

３　 结　 　 论

《讨论》对 Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理的认知是不完整和不准确的；《讨论》导出的式（１４）、（１５）是两个位移边

界条件不相同的两直梁，在此两直梁只能应用修正的功的互等定理而不能应用 Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理，《讨论》
在此两直梁之间应用 Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理是错误的．因此，《讨论》作者认为“修正的功的互等定理是 Ｂｅｔｔｉ 功
的互等定理的另一种表现形式”也是错误的．
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ｔｉｏｎａｒｙ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｙ ａｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｄｕａｌ ａｎｄ ｔｒｉｐｌｅ ｍｉｘｅｄ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｆｏｒ ｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｏｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｓｐｌａｃｅ⁃
ｍｅｎｔ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｔｈｅ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１７， ３８（１２）： １３５９⁃１３７６．（ ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

１９５１第 １２ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 付宝连： 关于《关于修正的功的互等定理的讨论》的讨论



［９］　 付宝连． 有限位移理论线弹性力学二类和三类混合变量的变分原理及其应用［ Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１７， ３８
（１１）： １２５１⁃１２６８．（ＦＵ Ｂａｏｌｉａｎ． Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ ｆｏｒ ｄｕａｌ ａｎｄ ｔｒｉｐｌｅ ｍｉｘｅｄ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｗｉｔｈ
ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｔｈｅ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１７， ３８（１１）： １２５１⁃１２６８．
（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１０］　 付宝连． 有限位移理论的功的互等定理及其应用［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１５， ３６（１０）： １０１９⁃１０３４．（ＦＵ Ｂａｏｌｉａｎ．
Ｔｈｅ ｒｅｃｉｐｒｏｃａｌ ｔｈｅｏｒｅｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１５， ３６（１０）： １０１９⁃１０３４．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１１］　 付宝连． 三维线弹性力学修正的功的互等定理及其应用［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１５， ３６（５）： ５２３⁃５３８．（ＦＵ Ｂａ⁃
ｏｌｉａｎ． Ｃｏｒｒｅｃｔｅｄ ｒｅｃｉｐｒｏｃａｌ ｔｈｅｏｒｅｍ ｆｏｒ ３Ｄ ｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１５， ３６（５）： ５２３⁃５３８．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１２］　 付宝连． 弯曲薄板的修正的功的互等定理及其应用［ Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１４， ３５（１１）： １１９７⁃１２０９．（ＦＵ Ｂａ⁃
ｏｌｉａｎ． Ｃｏｒｒｅｃｔｅｄ ｒｅｃｉｐｒｏｃａｌ ｔｈｅｏｒｅｍ ｏｆ ｗｏｒｋｓ ｆｏｒ ｂｅｎｄｉｎｇ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅｓ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅ⁃
ｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１４， ３５（１１）： １１９７⁃１２０９．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１３］　 付宝连． 修正的功的互等定理［Ｊ］ ． 燕山大学学报， ２００５， ２９（３）： １８９⁃１９５．（ＦＵ Ｂａｏｌｉａｎ． Ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｔｈｅｏｒｅｍ ｏｆ ｒｅ⁃
ｃｉｐｒｏｃａｌ ｗｏｒｋｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｙａｎｓｈａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， ２００５， ２９（３）： １８９⁃１９５．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１４］　 付宝连． 有限变形非线性的变形能原理及功的互等定理与变分原理的关系［Ｊ］ ． 燕山大学学报， ２００２， ２６（１）： ４⁃
６．（ＦＵ Ｂａｏｌｉａｎ． Ｒｅｌａｔｉｏｎｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｅｎｅｒｇｙ ｔｈｅｏｒｅｍ ａｎｄ ｒｅｃｉｐｒｏｃａｌ ｔｈｅｏｒｅｍ ａｎｄ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉ⁃
ｐｌｅｓ ｉｎ ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｗｉｔｈ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｙａｎｓｈａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， ２００２， ２６（１）： ４⁃６．
（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１５］　 付宝连． 应用功的互等定理法求解立方体的位移解［Ｊ］ ． 应用数学和力学， １９８９， １０（４）： ２９７⁃３０８．（ＦＵ Ｂａｏｌｉａｎ．
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｃｉｐｒｏｃａｌ ｔｈｅｏｒｅｍ ｔｏ ｆｉｎｄｉｎｇ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｃｕｂｅｓ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９８９， １０（４）： ２９７⁃３０８．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１６］　 付宝连． 应用功的互等定理求解具有复杂边界条件的矩形板的挠曲面方程［Ｊ］ ． 应用数学和力学， １９８２， ３（３）：
３１５⁃３２５．（ＦＵ Ｂａｏｌｉａｎ． Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｒｅｃｉｐｒｏｃａｌ ｔｈｅｏｒｅｍ ｔｏ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｒｅｃ⁃
ｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｖａｒｉｏｕｓ ｅｄｇｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９８２， ３（３）： ３１５⁃３２５．
（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１７］　 徐小明， 杨迪雄． 关于修正的功的互等定理的讨论［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１６， ３７（９）： ９９３⁃９９８．（ＸＵ Ｘｉａｏｍｉｎｇ，
ＹＡＮＧ Ｄｉｘｉｏｎｇ． Ｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｒｅｃｉｐｒｏｃａｌ ｔｈｅｏｒｅｍ ｏｆ ｗｏｒｋｓ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅ⁃
ｃｈａｎｉｃｓ， ２０１６， ３７（９）： ９９３⁃９９８．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

２９５１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷


